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Chapitre 1

FEspaces vectoriels, applications linéaires

Dans ce texte, les corps K et les anneaux R seront toujours supposés
commutatifs.

1.1. Définitions, premiéres propriétés

Définition 1.1.1. Soit K un corps commutatif. Soit E un ensemble muni
d’une loi de composition interne + de E X E dans E telle que (E,+) est un
groupe abélien. Soit - une loi de composition externe de K X E dans E. On
dit que (E,+,-) est un espace vectoriel sur K si pour tout (a,3) € K? et
tout (x,y) € E? les propriétés suivantes sont vérifiées.

1. 1-xz=x (ou 1 désigne l’élément neutre de la multiplication de K )
2. a-(B-x)=(af)

3. (a+B)-x=a-x+0 x

4oa-(z+y)=a-z+a-y

Soit (E,+,-) un K-espace vectoriel. On note 0 (ou si I'on veut spécifier
0g) 'élément neutre de (E,+)

Exercice 1.1.2. On note ici 0 et Og les éléments neutres respectifs de (K, +)
et (E,4). Soient A € K et x € E. Montrer les propriétés suivantes.

1. 0-x=0g, A-0g = 0p.

2. —(A-x)=(=\)-x

S ANz2=0 < AX=0ouz=0g.

Définition 1.1.3. Une partie F' de E est un sous-espace vectoriel de E si F'
est non vide et si pour tout (z,y) € F? et tout (a,3) € K*, a-xz+ -y € F.

5
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Proposition 1.1.4. Soit F' une partie de E. Si F' est un sous-espace vectoriel
de E, alors (F,+,-) est un K-espace vectoriel.

Proposition 1.1.5. Soit (F;);c; une famille de sous-espaces vectoriels de E.
Alors Nier F; est un sous-espace vectoriel de E.

Proposition 1.1.6. Soit (E,+,+) un espace vectoriel. Soit F' un sous-espace
vectoriel de E. Alors les lois de composition + et - induisent des lois de
composition (que 'on note aussi + et -) sur E/F qui en font un K-espace
vectoriel.

Démonstration. On sait déja que + induit une loi de composition interne sur
E/F qui en fait un groupe abélien.

Veérifions que - induit une loi de composition externe de K x E/F dans
E/F. Soit x un élément de E. On note [z]F sa classe modulo F. Pour o € K,
on veut pouvoir définir « - [x]r en posant

a-[z]lp =[a-z]F (1.1)

Pour cela, considérons un élément y dans [z]p. Cela veut dire que (x—y) € F.
Alors pour tout « € K, -z —a-y=«a-(x—y) € F, donc [a-z]r = [a-y|F
et I’égalité [I.1 a bien un sens.

Les propriétés de la définition sont bien vérifiées sur (E/F,+,-) car
elles sont vérifiées sur (F, +, ). O

Proposition 1.1.7 (Espaces produits). Soient n espaces vectoriels (Ey, +,-),
ooy (Bn, 4+, ). On munit le produit cartésien E = Fy X -+ X E, d’une loi de
composition interne et d’une loi de composition externe en posant

(xla"wmn)—i_(yla--'?yn):($l+y1a"'7$n+yn)
A(zg, o) = (N, A1)

Alors (E,+,-) est un espace vectoriel.

Notation. Par la suite, sauf mention contraire, on notera E pour l'espace
vectoriel (E,+,-) et on écrira ax pour a -z (sia € K et x € ).

1.2. Applications linéaires

Soient E et F' deux espaces vectoriels sur un corps K. Une application
linéaire de F dans F' est une application compatible avec les structures d’es-
paces vectoriels de ces ensembles, comme indiqué dans la définition suivante.

Définition 1.2.1. Une application f de E dans F' est linéaire si pour tout
(z,y) € E? et tout (o, B) € K2,

flax + By) = af(x) + Bf(y)
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Définition 1.2.2. Une forme linéaire est une application linéaire de E dans

K.

Proposition 1.2.3. Soit f une application linéaire de E dans F.

1. Si E' est un sous-espace vectoriel de E, alors f(E') est un sous-espace
vectoriel de F

2. En particulier, 'ensemble im f = f(FE) est un sous-espace vectoriel de
F.

3. Si F' est un sous-espace vectoriel de F, f~*(F') est un sous-espace
vectoriel de E.

4. En particulier, L’ensemble ker f = {x € E : f(x) = 0} est un sous-
espace vectoriel de E.

Exemples.
1. Dans £ = C(R,R),
F={fekE :f(0)=0}
est un sous-espace vectoriel de E : ¢’est le noyau de ’application linéaire
p : E—=R
[ f(0)
2. Dans E = K%, I'ensemble F des suites (Un)nen qui vérifient w1 =

Uy + U,_1 pour tout n > 1 est un sous-espace vectoriel de E. Cest le
noyau de ’application linéaire

o BE—=F

(un)neN — (un+2 — Up+1 — un)nGN

Proposition 1.2.4. Une application linéaire f est injective si et seulement

st ker f = {0}.

Définition 1.2.5. Une application linéaire bijective est appelée un isomor-
phisme. S’il existe un isomorphisme de E dans F', on dit que E et F' sont
1somorphes.

Exercice 1.2.6. Soit u un élément de L(E, F). Montrer que im u est iso-
morphe o E/ ker u.
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On note L(E, F) I'ensemble des applications linéaires de FE dans F'. Il
est muni d’une loi de composition interne +, induite par celle de ’espace
vectoriel F', définie par (f 4 g)(z) = f(x)+ g(z) pour tout x de E (la somme
f(z) + g(z) étant une somme dans F et d’une loi de composition externe -,
induite par celle de F', définie par (a - f)(z) = a - f(x) pour tout = dans E.

Proposition 1.2.7. L’ensemble L(E, F') muni des lois définies ci-dessus est
un K -espace vectoriel.

On note aussi L(E) = L(E, E). C’est 'ensemble des endomorphismes
de E. En plus des lois + et -, cet ensemble est muni de la loi interne o de
composition des applications linéaires. Alors (L(FE),+,0) est un anneau tel
que pour tout (A, f,9) € K x L(E)*, \-(fog)=(A-f)og= fo(A-g). On
dit que (L(E),+,0,-) est une K-algébre, suivant la définition ci-dessous.

Définition 1.2.8. Soit (A, +,-) un K-espace vectoriel. Soit * une loi de
composition interne sur A telle que (A, +,*) soit un anneau et telle que pour

tout A € K et tout (a,b) € A%, X-(a*xb) = (A\-a)*xb=ax(\-b). On dit que
l’ensemble A muni de ces lois +, x, - est une K-algebre.

Exemple. L’ensemble K[X]| des polynomes & coefficients dans K muni de
ses lois usuelles est une K-algebre.

Définition 1.2.9. On appelle groupe linéaire de E le groupe des éléments
inversibles de L(E) pour la loi o. On le note GL(E).

1.3. Sous-espaces engendrés par une partie
Soit A une partie de E.

Définition 1.3.1 (Combinaisons linéaires). On appelle combinaison linéaire

des €léments de A tout élément de E de la forme Z Ao, ot les N\, sont des

acA
éléments de R presque tous nuls (c’est-a-dire que {a : A, # 0} est fini).

Théoréme 1.3.2. [l existe un plus petit sous-espace vectoriel de E qui contient
A. On Uappelle Uespace vectoriel engendré par A et on le note Vect(A).

Démonstration. L’intersection F' de tous les sous-espaces vectoriels de F qui
contiennent A est un sous-espace vectoriel de E. C’est bien le plus petit par
construction. OJ

Proposition 1.3.3. Vect(A) est I'ensemble des combinaisons linéaires des
éléments de A.
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Démonstration. Soit A’ 'ensemble des combinaisons linéaires d’éléments de
A. Comme Vect(A) est un espace vectoriel qui contient A, il contient aussi les
combinaisons linéaires d’éléments de A et A C A" C Vect(A). 1l suffit donc
de montrer que A’ est un sous-espace vectoriel de E, car alors Vect(A) C A’
puisque VectA est le petit espace vectoriel qui contient A. Ceci est laissé en
exercice. O]

1.4. Somme de sous-espaces vectoriels

Définition 1.4.1. Soient E; et Ey deuxr sous-espaces vectoriels de E. La
somme Ey + Fy est 'ensemble {x1 + x5 11 € By , x5 € Es}.

Proposition 1.4.2. L’ensemble F4y + Ey est égal au sous-espace vectoriel
Vect(E1 U EQ) de F.

Si Ey, ..., E, sont n sous-espaces vectoriels de E, on définit
i=1 i=1

qui est le sous-espace vectoriel Vect (U, E;) de E.

Définition 1.4.3. 1. On dit que deuz sous-espaces vectoriels Fy et Fo de
E sont en somme directe si By N Ey = {0}. L’espace vectoriel Ey + Es
est alors noté By @ Es.

2. Si E = F, & E,, on dit que F4 et Ey sont supplémentaires dans E. On
dit aussi que E est somme directe de F et Fs.

Proposition 1.4.4. E est somme directe de Ey et Ey si et seulement si pour
tout élément x de E, il existe un unique élément (x1,z5) de Ey X Ey tel que
T =11+ 2.

Remarque. On verra plus loin que dans un espace de dimension finie, tout
sous-espace admet un supplémentaire. C’est vrai en toute dimension mais
ce n’est pas au programme en dimension infinie (la démonstration générale
utilise ’axiome du choix).

Exercice 1.4.5. Soit E = F(R,R) l’ensemble des applications de R dans R.
On note Eqy (resp. Ey) l'ensemble des applications paires (resp. impaires) de
E. Montrer que £ = Ey & Fj.

On généralise cette notion a la somme directe de n sous-espaces.

Proposition 1.4.6. Soient E ..., E, des sous-espaces vectoriels de E. Alors
les assertions suivantes sont équivalentes.
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1. Tout élément x de la somme Y . | E; s’écrit de fagon unique sous la
forme v =31 | x; o pour tout i € [[1,n]], z; € E;.

2. L’application
Eyx---xE,—>FE+--+F,

(X1, .y Tp) > a1+ +ay
est injective (comme elle est surjective, c’est donc alors un isomor-
phisme).
3. Sixi+---+x,=0 oux; €FE; pour tout i, alors x; = 0 pour tout 7.
4. Pour tout i € [[1,n]], E; N ZEj = {0}.
J#i
Dans ce cas, on dit que les sous-espaces (Ei)ie“l,n]] sont en somme directe et

on écrit .
i=1 €[]

Démonstration. [l <=2 : clair.
Pl <= [l : clair.
I=4 - Si
x € ;N Z E;

alors x s’écrit x = Z x; ou pour tout j, z; € E;. On a deux écritures de x
J#
sous forme d’éléments des E; ou j € [[1,n]]

r=0+-404+0+2+0+---4+0 (z € E))
et
ZL’:I1+"'+$i_1+0+xi+1+...$n

L’unicité de I’écriture montre que x = 0.

[={1) : Supposons que
rnttr, =2+ + a1

ou pour tout 4, x; € E;. Alors pour i € [[1,n]]

T — = Z(x; —z;) € BN (ZE’]) = {0}

JF J#i
donc z; = x. O

Exercice 1.4.7. Soit u un élément de L(E, F). Soit G un supplémentaire
de ker u dans E. Montrer que G est isomorphe a im wu.
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1.5. Projecteurs

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E. Alors
tout élément x de E s’écrit de maniére unique x = z; + x5 ol &1 € F et
x9 € G. Soit p 'application de E dans E qui a x associe sa composante x; sur
F. Alors p est une application linéaire appelée projection sur F parallélement
a G. Cette application vérifie ’égalité pop = p. On dit qu’elle est involutive.

Définition 1.5.1. Un projecteur sur E tout endomorphisme p de E qui
vérifie p> =pop = p.

Proposition 1.5.2. Soit p un projecteur sur E. Alors E = ker p@®im p. De
plus, p est la projection sur im p parallélement a ker p.

Démonstration. Soit z un élément de E. Alors z s’écrit

r = (v —p(x)) + p()

or, z — p(x) € kerp et p(z) € im p. Donc E = kerp + im p. De plus, si
y € kerpNim p, alors il existe = dans E tel que y = p(z). Or p(y) = 0, donc
p*(z) = p(x) = 0 et par suite y = 0. Ainsi, ker p Nim p = {0}. O

Remarque. Si p est un projecteur et si y € im p, alors p(y) = y.

Définition 1.5.3. Une famille (p;);e; de projecteurs est dite orthogonale si
pour tout (i,7) € I* tel que i # j, p;op; = 0.

Proposition 1.5.4. Soient pq,...,p, des projecteurs sur E. Pour tout i €
[[1,n]], on pose E; = im p;. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

1. E= @ E; et pourtouti € [[1,n]], kerp, = PE;
i€[[1,n]] 7

2. La famille (p;)icqn,n) est orthogonale et Zpi =idg.
i=1

Démonstration. 1 = 2. Onsuppose 1 : E = @ E; et pour tout i € [[1,n]],

i€[[1,n]]
kerp; = EQE;.
JFi
On veut montrer 2 : la famille (p;) est orthogonale et ). p; = idp.
Soit © € E et soient 4, j tels que i # j.
piopj(x) = 0 car pj(z) € E; et Ker p; = Dy, Ex- Donc (p;)ier est
orthogonale.

n
Reste & montrer que Z p; = idg.
i=1
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Soit z € E. On décompose = Y . x; ol x; € E; pour tout .
Alors pour tout 4, p;(z) = x; donc x = ), pi(x).

On obtient bien : Zp,- =idg.
i=1

2 = 1. On suppose 2 : la famille (p;);c[u,n) est orthogonale et Zpi =idg.
i=1
On veut montrer 1 : E= € E; et pour tout ¢ € [[1,n]], kerp;, = PE;.
i€[[1,n]] J#

Pour tout z € E, z =, pi(x) ot p;(x) € E; donc E = ZE,

i=1
Soit z € E; N ZEj, x = ZSU]' = ij(xj)-
J#i JFi JF
Alors z = pi(z) = p; (ZP;’(%’)) = Zpi o pj(x;) = 0.
J#i JFi

Soient 7 et j tels que i # j et soit x € Ej;. Alors p; o pj(x) = p;(z) d'une
part et d’autre part p; o p;(z) = 0 donc p;(xz) =0 : @#i E; C Ker p;.

Enfin, si © € Ker p;, en utilisant que z = ij(x), on obtient z =

ij(x) € @Ej.

J#i J#i

1.6. Familles libres, génératrices, bases

Définition 1.6.1. Soit (x;);c; une famille d’éléments de E. On dit que c’est
une famille libre si pour toute famille (\;)ic; d’éléments de K presque tous
nuls, st Z ANix; = 0, alors \; = 0 pour tout ¢ € I. Dans le cas contraire, on
dit que Z;E}amille est lice.

Si la famille est libre (resp. liée), on dit aussi que les x; sont linéairement
indépendants (resp. dépendants).

On convient qu’une famille vide est libre.

Définition 1.6.2. Une famille (x;);c; d’éléments de E est dite génératrice
si E = Vect({z; : i€1}).

Définition 1.6.3. Une famille libre et génératrice de E est appelée une base
de E.
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Définition 1.6.4. Si une famille (x;)ie; d’éléments de E est libre (resp.
génératrice, resp. une base), on dit aussi que 'ensemble {x; : i € 1} est une
partie libre (resp. une partie génératrice, resp. une base) de E.

Théoréme 1.6.5. Soit B une base de E. Alors tout élément x de E s’écrit
de facon unique comme combinaison linéaire des éléments de B.

Démonstration. L’existence de la combinaison linéaire provient facilement du
fait que B est une famille génératrice. On pose B = (b;);c;. Soit x un élément

de E. Supposons que z s’écrive de deux facons x = Z Aib; = Z 1ib;. Alors
iel i€l

Z()‘i — ;)b = 0, ce qui prouve que pour tout i, \; — pu; = 0 puisque la

icl

famille est libre, et donc pour tout i, \; = p;. O

Théoréme 1.6.6. Soit (e;);e; une base de E. Soit (b;)icr une famille d’élé-
ments de F'. Il existe une et une seule application linéaire f de E dans F
telle que pour tout i € I, f(e;) =b;. De plus :

(i) f est injective si et seulement si (b;);c; est libre
(i1) [ est surjective si et seulement si (b;);er est génératrice

(111) f est bijective si et seulement si (b;);cs est une base de F.
Démonstration. Exercice. O

Le lemme suivant est un argument simple qu’on retrouve dans plusieurs
preuves.

Lemme 1.6.7. Soit L une partie libre non vide de E. Si x est un élément de
E tel que LU{x} n’est pas libre, alors x s’ecrit comme combinaison linéaire
des éléments de L.

Démonstration. Comme L U {x} n’est pas libre, il existe une combinaison
linéaire des éléments de L et de = & coefficients non tous nuls qui s’annule.

Z N+ Mo =0
leL

ou )\ € K pour tout 1 € LU{z} et ou {{ € LU{x} : )\ # 0} est fini et non
vide. Comme L est libre, A\, # 0, donc

r=-M") N

leL
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Le théoréme suivant donne deux caractérisations des bases.

Théoréme 1.6.8. Soit B une partie non vide de E. Les propriétés suivantes
sont équivalentes.

(i) B est une base de E.
(ii) B engendre E et aucune partie stricte de B n’engendre E.

(iii) B est libre et aucune partie de E contenant strictement L n’est libre.

Démonstration. — Soit b € B. Alors B ~\ {b} n’est pas une partie
génératrice de F car si tel était le cas, b s’écrirait comme combinaison linéaire
des ¢éléments de B\ {b} et donc B ne serait pas libre.

— [(ii1)] Soit ¢ € £\ B. Alors BU{c} n'est pas libre car ¢ € Vect(B).
Montrons maintenant que B est libre. On suppose que ), .z A\b = 0, ou
Ay € K pour tout b et ot {b : A\, # 0} est fini. S’il existe b tel que A, # 0,
alors b € Vect(B ~\ {b}) et donc B ~\ {b} engendre E : c’est contraire a
I’hypothese.

— (i)} Montrons que B engendre E. Soit z € ExB. Alors BU{z} est
lie par hypothése. On en déduit que = € Vect(B) grace au lemme [1.6.7 O

1.7. Dimension d’un espace vectoriel

Définition 1.7.1. On dit que E est de dimension fini si E admet une famille
génératrice finte. Dans le cas contraire, on dit qu’il est de dimension infinie.

On suppose maintenant que E est distinct de {0} et de dimension finie.

Proposition 1.7.2. Soit A une partie génératrice de E. Il existe une partie
finie G de A qui est génératrice de E.

Démonstration. Comme E est de dimension finie, il admet une partie géné-
ratrice finie K. Comme A est génératrice, pour tout k € K, k s’écrit comme
combinaison linéaire finie d’éléments de A. Soit A, I’ensemble des éléments
de A qui interviennent avec un coefficient non nul dans cette combinaison
linéaire. L’ensemble Ay est fini, et G = UAk est fini puisque K est fini.

keK
Enfin, comme Vect(K) = E et comme tout k € K appartient a Vect(G), on

obtient que Vect(G) = E. O

Corollaire 1.7.3. Dans un ensemble de dimension finie, toute base est finie.

Démonstration. Soit B une base de E, et soit G une partie finie de B qui
engendre E. Le théoréme [1.6.8] montre que B = G donc B est finie. m
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Théoréme 1.7.4. (Théoréme de la base incompléte) Soit £ une partie libre
de E et soit G une partie génératrice de E. Il existe une base B de E telle

que LC BC LUG.

Démonstration. Soit G une partie génératrice finie de F incluse dans G (théo-
réme [1.7.2). Comme E # {0}, G # 0. Soit £ 'ensemble des parties M de G
telles que £ UM est une partie libre de E. Comme () € £, ’ensemble £ n’est
pas vide. Soient alors

q = max{cardM : M € &}

et My un élément de £ de cardinal q. Par définition de &, la partie B = LUM,
est libre. Reste a montrer qu’elle est génératrice. Comme G est génératrice,
il suffit de voir que G C Vect(B). Soit ¢ € G. Si g € M, évidemment
g € Vect(B). Sinon, MoU{g} C G et MoU{g} & £ par maximalité de Mo,
donc G U {g} n’est pas libre. Comme G l’est, on en déduit que g € Vect(G)
grace au lemme [1.6.7] O

Corollaire 1.7.5. Toute famille libre de E est finie.

Corollaire 1.7.6. Tout espace vectoriel de dimension finie admet au moins
une base.

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le théoréme alL=0etG=FE. O

Lemme 1.7.7. Soient ey, ..., e, des vecteurs de E et ;... ¢, des vecteurs
de Vect(er,...,ep). Si (&)icnp) est libre, alors e, ... e, appartiennent a
Vect(ey, ..., &p).

Démonstration. On raisonne par récurrence sur p. Si p = 1, comme &1 # 0
et comme €, peut s’écrire £; = A\je; (ou A\ € K), c’est que e; # 0 et Ay # 0.
Donc e; = )\flsl.
On suppose maintenant la propriété vraie pour p — 1 éléments. On écrit
le systéeme
g1 = a1,1€1 + -+ Qp,1€p

Ep = Qp1€1+ -+ appep

Comme (g;) est libre, g, # 0 donc il existe 7 tel que a,; # 0. Quitte a changer
la numérotation des e;, on peut supposer que a,, # 0. On va appliquer la
technique du pivot de Gauss en prenant a,,e, comme pivot. Si I'on note [;
la ligne ¢ du systéme, on fait 'opération

—1
li < ll — &pyianplp
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pour i de 1 & p — 1. Cela donne un systéme équivalent de la forme

/ /
€1 —MuEp = A1 €1+ + ap_q1€p—1

/ /
Ep—1 — Mp_1Ep = Qp_1 1€1 + -t (p_1 p—1€p—1
Ep = api€rt -+ App1€p1 + App€p
Soient &, = ¢; — m;e, pour i € [[1,p — 1]]. Alors on vérifie facilement que
i i i€p P P q
(€7)ien1,p—1)) est libre. De plus, en considérant les p—1 premiéres lignes, on voit
que €y,...,¢&, ; appartiennent a Vect(ey,...,e,1). D’aprés I'hypothése de
récurrence, ey, . . ., €, 1 appartiennent a Vect(ey, ..., &, ;) C Vect(ey,...,&p).
Enfin, comme a,, # 0, la derniére ligne donne

€p = a;;(ep — (apper +--- + ap,p—lep—l))
donc e, appartient a Vect(eq,...,€p). O

Théoréme 1.7.8. Toutes les bases de E ont le méme nombre d’éléments.
On appelle ce nombre la dimension de E et on le note dimg(E) ou dim F
sl n’y a pas d’ambiguité possible.

Pour compléter la définition de la dimension, on pose dim{0} = 0.

Démonstration. Soient B et C deux bases de E (il en existe d’apreés le co-
rollaire [1.7.6). Ces bases sont finies. Comme E # {0}, les bases B et C sont
non vides. Soient p = Card(B) et ¢ = Card(C) leurs cardinaux respectifs.
Supposons par exemple que p < ¢ et écrivons

B={e,...,ep} et C={er,....e4}

Bien str, ¢’ = {e1,...,&,} est libre et pour ¢ € [[1,p]], & € VectB =
E. On peut donc appliquer le lemme et donc pour tout i € [[1,p]],

e; € Vect(eq,...,gp). Comme B est une base de E, on en déduit que C' =
(€1,...,&p) est une famille génératrice de £ donc d’aprés la propriété du
théoréme [1.6.8, C' = C, c’est-a-dire p = q. m

Exemple. K™ est un K- espace vectoriel de dimension n. Soit la famille (e;)
des éléments de K™ définis par

) 1sij=1i
€i)j = . .
! O0sij#i
Autrement dit ¢; = (0,...,0,1,0,...,0), ou la i-éme coordonnée est égale a

1 et les autres & 0. La famille (e;);cipin est une base de K", appelée base
canonique de K.
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1.8. Propriétés des espaces de dimension finie

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n > 1.
Théoréme 1.8.1. (i) Toute famille libre de E a au plus n éléments. Elle
en an si et seulement si ¢’est une base de E.
(11) Toute famille génératrice a au moins n éléments. Elle en a n si et
seulement si c’est une base de E

Démonstration. Exercice (utiliser le théoréme |1.6.8]). O

Théoréme 1.8.2. Soit F' un sous-espace vectoriel non nul de E. Alors F est
de dimension finie et dim F' < dim E. De plus, l’égalité a lieu si et seulement
st B =F.

Démonstration. Exercice. O

Théoréme 1.8.3. (Réécriture du théoréme de la base incompléte) Soient
p € [[I,n—1]] et (e1,...,e,) une famille libre de E. Il existe epyq,. .., €p
dans E tels que (€;)ic[nn) S0t une base de E.

Démonstration. En appliquant le théoréme a L = {e,...,e,} et a
G = F, on obtient une base B qui contient L. O

Corollaire 1.8.4. Dans un espace vectoriel de dimension finie, tout sous-
espace vectoriel admet un supplémentaire.

Théoréme 1.8.5. Deux K-espaces vectoriels de dimension finie sont iso-
morphes si et seulement s’ils ont méme dimension.

Démonstration. Exercice. ]
Théoréme 1.8.6. Soient 1, ..., E, des espaces vectoriels de dimension fi-
nie.

dim(Ey x -+ x E,) = Y _dim E;
i=1
On a vu que si Ey, ..., E, sont des sous-espaces vectoriels de E et s’ils
sont en somme directe, alors Fy @ --- ® FE, est isomorphe a £y X -+ X E,.

Corollaire 1.8.7. Soient E, ..., E,. des sous-espaces vectoriels de E. Si ces
espaces sont en somme directe, alors

i=1

i€[[1,r]]
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Corollaire 1.8.8. Soit E un espace vectoriel. Soient F' et G deux sous-
espaces vetoriels de E. Alors

dim(F 4+ G) =dim F +dimG —dim F NG
Démonstration. Exercice. O

Corollaire 1.8.9. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit F
un K-espace vectoriel quelconque et soit f un élément de L(E, F).

dim £ = dim(ker f) + dim(im f)
On note rg(f) = dim(im f).
Démonstration. Utiliser 1'exercice [L4.7 O

Corollaire 1.8.10. Soit E un espace vectoriel de dimension finie et soit F
un sous-espace vectoriel de E, dim(E/F) =dim F — dim F.

Démonstration. On utilise la surjection canonique de E dans E/F et on
applique le résultat précédent. O

Corollaire 1.8.11. Soit f € L(E). f est un isomorphisme si et seulement
si ker f = {0}.

Exercice 1.8.12. Soit E un espace vectoriel. Soient F et G deuxr sous-
espaces vetoriels de E. En utilisant 'application

f FxG—=F+(G
(T, y) > o +y

retrouver [’égalité
dim(F 4+ G) =dim F +dimG —dim F NG
1.9. Exercices

Exercice 1.9.1. Soient X etY deux parties finies d’un K-espace vectoriel
E telles que Y C X. On pose m = CardX, r = dim Vect(X), n = CardY et
s = dim Vect(Y'). Montrer que n —s < m —r.

Exercice 1.9.2. Soient Fi,...,F) des sous-espaces vectoriels d’un espace
vectoriel E de dimension finie.

1. Montrer que si Fy +---+ F, = E et dimF} + --- + dim [}, = dim F,
alors E=F, @ --- D F},.
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2. Sil’on suppose que Fy +---+ F, = E et que pour tout i # j, F;NF; =
{0}, peut-on conclure que E =F, & ---® F}, ¢

Exercice 1.9.3. Soit E un espace vectoriel de dimension n. Soient f et g
deuzr endomorphismes de E. Montrer que

rg(f) +rg(g) —n <rg(fog).

Exercice 1.9.4. Soient E et F' deuz espaces vectoriels de dimensions finies
m etn, ot m > n > 0. Soient u € L(E,F) et v € L(F,E) telles que
uowv = idp. Montrer que v o u est un projecteur et déterminer ses noyau et
mage.

Exercice 1.9.5. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Soient u
et v deux endomorphismes de E.

1. Montrer que keru C kerv si et seulement sl existe w € L(E) tel que
v=wou.

2. Montrer que im u C im v si et seulement s’il existe w € L(FE) tel que
U ="vouw.
Exercice 1.9.6. Soit E un K-espace vectoriel et soient Fy et Fy deuxr sous-
espaces vectoriels de E.

1. Montrer que st Fy et Fy ont un suppémentaire commun, alors ils sont
1somorphes.

2. Montrer que la réciproque est fausse en toute généralité, mais vraie en
dimension finie.
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Chapitre 2

Matrices

Soit K un corps commutatif.

2.1. Définitions

Soit R un anneau commutatif

Définition 2.1.1. Soient p et q deux entiers naturels non nuls. Une matrice
de taille (p,q) a coefficients dans R est une famille d’éléments de R indexée
par les éléments de [[1,p]] x [[1,q]], appelés coefficients de la matrice. On
note My, ,(R) lensemble de ces matrices. Soit M € M, ,(R) et soient m; ;
ses coefficients. On écrit parfois M = (m; ;) ou in extenso sous la forme

mi1 ... Mig

)

M=

mp1 .. Mpy

)

On dit que m; ; est le coefficient (i,7) de M.
On note My(R) = M, ,(R).

On définit I'addition sur les matrices de et la multiplication par un élément
de R coefficient par coefficient. Si M = (m; ;) et N = (n;;) appartiennent &
M, 4(R), la somme M + N est définie par M + N = (m;; +n;;). Si A € R,
AM est définie par AM = (Am, ;).

On a défini les matrices sur un anneau, mais dans ce chapitre, nous consi-
dérons surtout les matrices a coefficients dans le corps K.

Proposition 2.1.2. L’ensemble M, ,(K) muni de la loi de composition
interne + et la loi de composition externe - ci-dessus est un K -espace vecto-
riel de dimension mn. Il admet pour base la famille (E;7") des éléments de

21
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M n(K) définis de la fagon suivante. Tous les coefficients de (E;;") sont
nuls sauf le coefficient (i,7) qui est égal a 1.

On définit aussi un produit de matrices. La encore, on va définir un tel
produit sur un anneau commutatif R. Soit  un entier naturel non nul. Soient

A= (a;;) € M,,(R) et B=(b;j) € My.(R). Le produit de A par B est la
matrice AB de M,,,.(K) dont le coefficient (i, j) (pour (z,7) € [[1,p]] x [[1,7]]

est
q
Cij = Y inbr;
k=1

Proposition 2.1.3. 1. L’ensemble (M,(K),+,.) muni de ['addition et
de la multiplication des matrices est un anneau.

2. Le groupe multiplicatif de ses éléments inversibles est noté GL, (k).

3. Les lois de composition interne + et . de M, (K) et la loi de multipli-
cation par un scalaire en font une K-algébre.

2.2. Matrices et applications linéaires

Le lien avec les applications linéaires entre espaces vectoriels de dimen-
sions finies est un aspect trés important des matrices.

Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimensions finies ¢ et p. Soit
u € L(E,F). Soient e = (€;)jeq.q) (xesp. f = (fi)icqn,p)) une base de E
(resp. F). Alors pour tout j € [[1, ¢]], on peut décomposer u(e;) dans la base

e ,
u(e;) = Z ai;f;

ol les a; ; appartiennent a K.

Définition 2.2.1. On appelle matrice de u dans les bases e et f la matrice
de My, (K)

Mate, (1) = (@i ;)G )elnpl (1)
Si E = F, on note Mat.(u) = Mat, .(u).

Réciproquement, si A = (a; ;) est donnée, on définit 'unique u € L(E, F)
telle que Mat, ;(u) = A. en posant pour tout j

p

u(e;) = Z aijf;

i=1
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Proposition 2.2.2. On garde les notations de la définition précédente. L ap-
plication de L(E, F) dans M, ,(K) qui a u associe Mat. s(u) est un isomor-
phisme d’espaces vectoriels.

En particulier, si e et f sont les bases canoniques respectives de K9 et
KP?, on obtient un isomorphisme canonique de L(K9, KP) dans M, ,(K).

Si G est un troisiéme espace vectoriel. On considére u € L(F,G) et v €
L(E,F). Alors w=uov € L(F,G). Soit g une base de G. On a l'égalité

Mate 4(u 0 v) = Mat ,(u).Mat, (v)

Proposition 2.2.3. Soit £ un espace vectoriel de dimension finie n. La
donnée d’une base de E founit un isomorphisme d’algébres entre L(E) et
M, (K).

En particulier, il existe un isomorphisme canonique entre L(K™) et M,,(K)
(obtenu bien sir en choisissant la base canonique de K™ ).

Cela fournit aussi un isomorphisme canonique de groupes entre GL(K™)
et GL,(K).

2.3. Rang d’une matrice

Définition 2.3.1. Soit A € M, ,(K). Soit u Uapplication linéaire de l’es-
pace vectoriel L(K?, KP) canoniquement associée a A. Le rang de A est par
définition égal au rang de u. On le note rg(A).

Si l'on note colonnes de A = (a; ;) les éléments de M, 1 (K)

11 1.4
Al - PRI

ap,1 Qp,q

Si I'on note e; le j-éme élément de la base canonique de K, alors pour tout
7, u(e;) est I'élément de K? correspondant canoniquement & A;, c’est-a-dire
u(e;) = (a1, .-,0a;). On voit alors que le rang de u est la dimension de

Vect(Ay, ..., A,).

Proposition 2.3.2. Si A est la matrice d’une application linéaire v de E
dans F pour des bases fizées de E et F, alors rg(A) = rg(v).

Démonstration. En effet, soient E et F' deux espaces vectoriels de dimensions
respectives g et p. On choisit des bases b = (b, ..., b;) de Eetb' = (by,...,b,)

de F. Soient e = (ey,...,¢,) et ¢ = (e}, ...,¢,) les bases canoniques respec-

tives de K9 et KP. Soient v € (E, F') tel que Matyy (v) = A, alors que u reste
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I’application linéaire canoniquement associée a A. On considére les isomor-
phismes o : K9 — E et f : KP — F définis par a(e;) = b; et B(e}) = b..
Alors on vérifie que v = Bouoa~! (en 'appliquant aux v;). Comme « et 3
sont des isomorphismes, on obtient que rg(v) = rg(u) = rg(M). O

2.4. Matrices équivalentes

Définition 2.4.1. Soit E un espace vectoriel de dimension q et soient e =
(e;) et € = (€}) deux bases de E. On appelle matrice de passage de e a
e’ la matrice Maty ((idg). Autrement dit, c’est la matrice dont les vecteurs
colonnes sont les coordonnées des €; dans la base e.

Remarque. Soit P la matrice de passage de e a €’. Si x € E, et si le vecteur
des coordonnées de = dans e (resp. €’) est X (resp. X’), alors PX' = X.

Proposition 2.4.2. Soit E et F' deuz espaces vectoriels de dimensions res-
pectives q et p. Soit w € L(E, F). Soient e = (e;) et ¢’ = (€}) deuz bases de
E, et soient f = (f;) et f' = (f]) deux bases de F'. Soient A = Mat, (u) et
B = Mate p(u). On note respectivement ) et P les matrices de passage de
eac etdefaf'. Alors

A=PBQ™!

Démonstration. Cela provient du diagramme commutatif suivant.

E.—F
idETQ PTidF
Ee/ —B> Ff/
[

Définition 2.4.3. Soient A et B deux matrices de M, ,(K). On dit que A
et B sont équivalentes s’il existe P € GL,(K) et Q € GL,(K) telles que

PAQ =B

Théoréme 2.4.4. Soit A € M, ,(K) une matrice de rang r. Alors r <

inf(p, q) et A est équivalente & la matrice par blocs (I(; 8)

Démonstration. Soit u € L(K?, K?) canoniquement associée a A. Soit F' un
supplémentaire de keru dans K9 On a vu que u induit un isomorphisme
v’ de F' dans im u donc dim F' = r. Soit ¢’ = (e}) une base de K? dont les
r premiers termes forment une base de F' et les p — r autres une base de
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ker u. Pour ¢ € [[1,7]], on pose f/ = u/(€}). Comme u’ est un isomorphisme,
(f])ieqn,m est une base de u(F') que 'on compléte en une base (f])icinp) de

KP?. Alors Mate/J/ (u) = (I(; 8> . ]

Corollaire 2.4.5. Deux matrices de M, ,(K) sont équivalentes si et seule-
ment si elles ont méme rang.

Définition 2.4.6. Soit A = (a;;) € M, (K). On appelle transposée de A
la matrice "A = (a;;) € Myp(K).

Proposition 2.4.7. Soient A et B telles que le produit AB existe. Alors
'(AB) ="'B'A.
Démonstration. Exercice. ]

Corollaire 2.4.8. Pour tout A € M, ,(K), rg(*A) = rgA.

Remarque. Dans M, ,(K), la relation "A est équivalente a B" est bien une
relation d’équivalence. Les représentants de ses classes d’équivalence sont les

matrices ([[.)T 8) .Il'y adonc inf(p, ¢)+1 classes d’équivalence dans M,, ,(K),

2.5. Matrices semblables

Cela concerne les matrices carrées.

Définition 2.5.1. On dit que deux matrices A et B de M, (K) sont sem-
blables s’il existe P € GL,(K) telle que P"*AP = B.

Proposition 2.5.2. Soient A et B deux matrices de M,,(K). Soit u l’endo-
morphisme de K™ canoniquement défini par A. Alors A est semblable a B si
et seulement s’il existe une base €' de E telle que B = Mate (u).

Démonstration. Exercice. On pourra considérer le diagramme commutatif
suivant.
A
E.——FE,
idETP P]idE
E. —;> E.
[

Remarque. La encore, la relation "étre semblable a" est une relation d’équi-
valence sur M,,(K). La trace est invariante sur chacune des classes de cette
relation (appelées classes de similitude). Rappelons en la définition.
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Définition 2.5.3. Soit A = (a;;) € M, (K). La trace de A est l’élément

Proposition 2.5.4. §i deuz matrices sont semblables, elles ont méme trace.

Proposition 2.5.5. Soient A et B deux matrices de M, (K). Un calcul
simple montre que Tr(AB) = Tr(BA). On en déduit que si P est inversible,
Tr(P~1AP) = Tr(A).

Pour tout endomorphisme u d’un espace vectoriel £ de dimension finie
muni d’une base e, la trace de la matrice de Mat.(u) ne dépend pas de la
base choisie. Cela permet de définir la trace de wu.

Définition 2.5.6. La trace de u est la trace de Mat.(u). On la note Tr(u).

2.6. Exercices

Exercice 2.6.1. 1. Soit f une forme linéaire sur M,,(K) telle que f(AB) =
f(BA) pour tout (A, B) € M,,(K). Montrer que f est proportionnelle
a la trace (on pourra considérer la base canonique de M,,(K)).
2. Soit g € LM, (K)) telle que g(AB) = g(BA) pour tout (A, B) €
M, (K) et telle que g(I,,) = I,,. Montrer que g conserve la trace (c’est-
a-dire Tr(gA) = Tr(A) pour tout A € M,,(K)).

Exercice 2.6.2. Soit R un anneau commutatif. Soit o € S,. On appelle
matrice de permutation associée a o la matrice Py = (8;0()) i j)e[nn)z de
Mo (R), oud;j =1 sii=j et 0 sinon.
1. Spi? A = (aij) € Myp(R). Montrer que P,A = (a;;) o pour tout
(i,7), ;= Ug=1(3) ;-
2. Soit A = (a;j) € Mpn(R). Montrer que AP, = (a}.) ot pour tout

i,j
(ivj)7 a;,j = ai,a(j)'



Chapitre 3

Détermainants

Soit n un entier naturel non nul.

3.1. Formes multilinéaires

Définition 3.1.1. Soient E1, ..., E, des K-espaces vectoriels. Une applica-
tion f de Ey x --- X E, dans K est appelée forme multilinéaire si elle est
linéaire sur chacun de ses facteurs. Plus précisément, f est multilinéaire si
elle vérifie la condition suivante.

Pour tout i € [[1,n]] et tout

(@1, oy @i, i1y Oy) € By X oo X By X By X -+ X By

l'application

xr = f(ah sy A1, Ty Ay 1, - - an)
est linéaire.
On note ML(Ey, ..., E,) Uensemble des formes multilinéaires de Fy X

X B,

Proposition 3.1.2. ML(F, ..., E,) est un K-espace vectoriel.

Définition 3.1.3. Soit E' un K -espace vectoriel. On note ML, (E) = ML(E, . ..

l’ensemble des formes multilinéaires sur n copies de E.

Dans la suite, E est un K-espace vectoriel.
Remarquons que ML; (E) = E*, 'espace dual de F, c’est-a-dire I’ensemble
des formes linéaires sur F.

27
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3.2. Action de S, sur ML, (F)
Pour tout ¢ € S,, et tout f € ML, (E), on définit

oxf :Ex---xE—>K
(@1, .., 20) = [(@o(1)s - - - To(n))

Alors * définit une opération a gauche du groupe S,, sur ML, (F). Autrement
dit, pour tout (o,7) € S2 et tout f € ML, (E),

(i) o* f € ML,(F)

(i) idpayx f=f

(i) o (7* f)=(coT)* f
Cela implique que pour tout o € S, 'application suivante est bijective.

ML, (E) — ML, (F)
f=oxf

On vérifie sans peine que c’est une application linéaire.

Définition 3.2.1. Soit f € ML, (FE).

(i) Si pour tout o € S,,, o f = f, on dit que f est symétrique.

(i1) Si pour tout o € S,,, o * f =¢e(o)f, on dit que f est antisymétrique.
(11i) Si f(z1,...,2,) = 0 dés qu’il existe deuz indices i et j distincts tels

que x; = x;, on dit que f est alternée.

On note respectivement S, (E), A,(E) et A,(E) 'ensemble des formes
multilinéaires symétriques, antisymétriques et alternées. Ce sont des sous-
espaces vectoriels de ML, (E).

3.3. Formes multilinéaires alternées

Proposition 3.3.1. Soit f € A, (E). Soit (z1,...,x,) € E™. Si (x1,...,2,)
est liée, alors f(x1,...,2,) = 0.

Démonstration. Si (x1,...,x,) est liée, on peut écrire I'un des x; comme
combinaison linéaire des autres. On en déduit le résultat en remplacant cet
élément x; par la combinaison correspondante dans f(z1,...,z,) et en déve-
loppant cette expression. O

Proposition 3.3.2. 1. A, (FE) C A,(F)
2. Sicar(K) # 2, A\y(E) = A, (E).
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Démonstration. Exercice. Pour le 1 : soit ¢ < 7, développer
J@o, o @, T+ T, Tigy, -, T, Ty T, T, -, D)

et utiliser le fait que les transpositions engendrent .S,,.

Pour le 2 : soient k et [ tels que zy = x;, soit 7 = (k, 1) utiliser le fait que
T f(z1,...,2,) = —f(x1,...,2,) d'une part (puisque €(7) = —1) et d’autre
part 7 f(xy1,...,2,) = f(z1,...,x,) puisque z} = ;. ]

Théoréme 3.3.3. Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1.
Soit e = (e1,...,e,) € E" une base de E.
1. Pour tout k > n, A(E) = {0}.

2. Le K-espace vectoriel A, (E) est de dimension 1 engendrée par la fonc-

tion
A, B"—> K
n
(zi) = Z e(o) on(i),z’
oc€Sn i=1
ot pour tout j, x; = Z?Zl x; ;€; est la décomposition de x; suivant la
base e.
Démonstration. Le 1 provient du fait que si k > n, toute famille (xq, ..., z)

est liée. On peut donc conclure grace a la proposition [3.3.1

Pour le 2, montrons d’abord que A, € A, (E). 1l est facile de voir que A,
est multilinéaire. Voyons pourquoi elle est alternée. Soit x = (x1,...,z,) tel
que xj, = xy, ou k # [. Vérifions que A (z1, ..., x,) = 0. Soit 7 la permutation
7 = (k,l). Soit A, = {0 € S, : (o) = 1}. Cest un sous-groupe d’indice
2 de S, et donc S, est la réunion disjointe S, = A, U (A4, o 7) (puisque
e(r) = —1 donc o € A,,). On déduit de cela que

n

Ac(zq,...,x,) =€(0) Z H To(i)i T Z g(cor) ngor(i),i

o€A, i=1 oEA, i=1

or si i g {ka l}7 Loor(i),i = Lo(i),i De plus7 Toor(k),k = Lo(l),k = To(l),l puisque
x), = 7. De méme, Tgor)1 = To@),x- On en déduit que si o € Ay,

n n
H Loor(i),i = H Lo (i),
i=1 i=1

Comme (o) = 1l et e(c o7) = —1, on en déduit que A (z1,...,x,) = 0.
Donc la forme A, est alternée.



30 CHAPITRE 3. DETERMINANTS

Soit maintenant f € A,(E). Montrons que f est un multiple de A,.

n n
f(xl, e 7%) =f <Z Ti1€4y - - 7Z$i,n€i>
=1 1=1
= Z Tig1--- J;in,nf<€i17 ey €Z'n)

(115,00 ) E[[1,n]]"

Lorsque l'application k — i, n’est pas injective, f(e;,...,e;,) = 0. On ob-
tient donc

f(&]l, e ,:L’n) = Z xa(l)’l .. .xa(n)mf(ea(l), e eg(n))

UESn

= Z To(1)1 - - Tom)ne(T) fler, ... en)

gESy

= fler,...,en)Ac(x1, ..., 2p)

Pour le passage a I’avant derniére ligne, on a utilisé le fait que f est alternée,

donc antisymétrique (proposition [3.3.2]). ]
Définition 3.3.4. Soit n la dimension de E et soit e = (eq, ..., e,) une base

de E. Soit (z1,...,x,) € E™. Soit pour tout j la décomposition de x; dans

la base e :
n
Ly = E Ti g€
i=1

On appelle déterminant de (xy, . .., x,) dans la base e l’élément dete(xy, . .., x,)

de K suivant.
dete(z1,...,2,) = ATy, ..., 2p)

= Z 6(0‘) HJZJ(Z-),Z'

ogESy i=1
On note
i1 .- Tinp
dete(xy,...,x,) =
Tni -+ Tnn

Remarque. La fonction det, : E™ — K est 'unique élément de A, (F) qui
vaut 1 en e = (eq,...,€,).

Théoréme 3.3.5. (Formule de Chasles) Soient b = (by,...,b,) et ¢ =
(¢1y...,¢n) deux bases de l’espace vectoriel E. Pour tout (x1,...,x,) € E™

dety(x1,...,x,) = dety(cy, . .., cp)dete(xq, ..., 2y)



3.4. DETERMINANT D’UN ENDOMORPHISME 31

Démonstration. Comme A, (E) est de dimension 1, il est engendré par la
forme det, (qui est non nulle car det.(c) = 1). Ainsi, il existe A € K tel que
det, = Adet.. En évaluant cette égalité en ¢, on trouve que A = dety(c). O

Corollaire 3.3.6. Soit ¢ = (ey,...,e,) une base de E. Soit (xy,...,x,) €
E". La famille (2;)icnny est linéairement indépendante si et seulement si
dete(xy,...,x,) # 0. Dans ce cas, la famille (x;) est une base de E.

Démonstration. Si la famille (z;) est liée, alors det.(zy,...,z,) = 0 d’aprés
la proposition On la suppose maintenant libre. C’est donc une base de
E que 'on note b. D’aprés la formule de Chasles, pour tout (y1,...,y,) € E™,

dety(y1, ..., yn) = dety(er, . .., en)dete(yr, .., Yn)

Sil’on évalue cette égalité en (y;) = b = (x;), on obtient det,(b) = dety(e)det.(b).
Comme det,(b) = 1, cela donne dety(e)det.(b) = 1 donc det.(b) # 0. O

3.4. Déterminant d’un endomorphisme

Soit E un K-espace vectioriel de dimension n.

Théoréme 3.4.1. Soit u € L(E). 1l existe un unique élément det(u) de K
tel que pour tout f € A, (E) et tout (xq,...,x,) € E"

Fu), - u(ea)) = det(u) f(an, - 52)
Cet élément det(u) est appelé le déterminant de u.

Démonstration. Si f = 0, la relation est vraie. Supposons que f # 0. On
pose fu(z1,...,x,) = flu(xq),...,u(x,)). Alors f, € A,(E). Comme cet
espace est de dimension 1, il existe d € K tel que f, = df. Montrons que
d ne dépend pas de f. Soit g un autre élément non nul de A, (E). Il existe
A € K tel que g = \f. Alors g, = Af, = \df = dg. ]

Proposition 3.4.2. Soient e = (ey,...,e,) une base de E et u € L(F).
det(u) = det.(u(ey),...,ue,))

Démonstration. On applique la définition de det(u) a f = det,. ]

Corollaire 3.4.3. det(idg) = 1.

Proposition 3.4.4. Siu et v sont deuxr endomorphismes de E, alors det(uo
v) = det(u)det(v). Ainsi, le déterminant définit un homomorphisme de groupes
de GL(E) dans K*.
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Démonstration. Soient f € A, (E) et (z1,...,2,) € E™.

fuowv(zy),...,uov(xy,)) =det(u)f(v(xy),...,v(z,))
= det(u)det(v) f(x1,...,2,)

Théoréme 3.4.5. Soit u € L(FE). Alors u est un isomorphisme si et seule-
ment si det(u) # 0.

Démonstration. Soit e = (ey,...,e,) une base de E. u est un isomorphisme
si et seulement si (u(ey),...,u(e,)) est une base de E, c’est-a-dire si et
seulement si cette famille est libre. Or d’aprés le corollaire [3.3.6 c’est le
cas si et seulement si det.(u(e1),...,u(e,)) # 0, c’est-a-dire si et seulement

si det(u) # 0 d’aprés la proposition [3.4.2] O

3.5. Déterminant d’une matrice

Définition 3.5.1. Soit R un anneau commutatif. Soit A = (a;;) € My (R).
On appelle déterminant de A [’élément det(A) de R suivant.

n

det(A) = Z e(o) Haa(i),i

gESy i=1

Exercice 3.5.2. Soient 0 € S,, et P, la matrice de permutation correspon-
dante. Montrer que det(P,) = (o). En particulier, det(l,,) = 1.

Exercice 3.5.3. Soient A € M, _1(R), | € My ,_1(R) (un vecteur ligne),
a € R et B la matrice définie par blocs B = 8 il
a.detA.

). Montrer que detB =

Exercice 3.5.4. Soient A € M,(R), B € M,_,(R), C € M, ,_,(R), et M

A C) . Montrer que detM = detA-detB.

la matrice définie par blocs M = (0 B

Cette définition est donnée sur un anneau R. C’est que nous aurons
besoin de calculer des déterminants de la forme det(A — X1,), donc des
déterminants de matrices de M, (K[X]).

Revenons aux matrices a coefficients dans un corps commutatif K.

Remarquons que si e = (ey,...,e,) est la base canonique de M,, 1(K) et
Ay, ..., A, les vecteurs colonnes de A,

det(A) = det.(Ay,..., Ap)
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Siue L(E),sie=(e,...,e,) est une base de E, soit A = Mat.(u). Alors
les vecteurs colonnes de A sont les coordonnées des u(e;) dans la base e.
Ainsi,

det(A) = det.(u(ey),...,ule,)) = det(u)

On déduit donc du paragraphe précédent les propriétés suivantes.

Proposition 3.5.5. Soient A, B € M, (K).
1. det(AB) = det(A)det(B).
2. A est inversible si et seulement si det(A) # 0.

Revenons au cas des matrices de M,,(R) (R étant un anneau commutatif).
Proposition 3.5.6. Pour tout A € M,,(R), det(*A) = det(A).
Démonstration. Exercice (utiliser la définition du déterminant). O

Proposition 3.5.7. Soient A et B deuzx matrices de M,,(R). Alors det(AB) =
det(A)det(B).

Démonstration. Soient A = (a;;) et B = (b;;). On considére 'anneau a
2n? indéterminées A = Z[(2i ;)i j)en)z: Vig)ajena)z)- On considere les
matrices M = (z;;) et N = (y;;) dans M,,(A). Soit A" = Fr(A) le corps
des fractions de A, qui existe puisque A est intégre. Les matrices peuvent
étre vues comme des matrices de M,,(A’) et donc on sait que det(MN) =
det(M)det(NV). Par spécialisation x; ; — a; ; et y; ; — b; ;, on obtient I'égalité
det(AB) = det(A)det(B). O

3.6. Développement suivant une ligne ou colonne

Soit R un anneau commutatif. Soit A = (a;;) € M, (R). Soient k,l €
[[1,n]]. On note Ay, la matrice A privée de sa k-iéme ligne et [-iéme colonne :
Ay = (@ij) G jyenoxag, ot Ly = [[1, k=1]JU[[k+1,n]] et J; = [[1,I=1]JU[[[+1, n]].

Théoréme 3.6.1. 1. Pour tous i,j € [[1,n]], On peut calculer un déter-
minant par les développements suivants.

detA = Z(—l)kﬂak,jdetflk’j (suivant la j-iéme colonne)
k=1

= Z(—l)”kai,kdet&,k (suivant la i-iéme ligne)
k=1
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2. Pour i # j

n n

0= Z(_l)k+jak,idet14k,j = 2:(—1)’A’Lkaj,kdetAi’,§

k=1 k=1

Démonstration. Montrons la premiére égalité du (1| (la seconde se montre de
la méme fagon, ou en utilisant la transposée). La j-iéme colonne de A se
décompose sous la forme

aij aij 0

s, 0 :
A== ]

an,j 0 an’]

La multilinéarité du déterminant permet d’écrire

detA = det(dy) + - - - + det(d,,) (3.1)
ou pour tout 1,
aia .o aij—1 0 1,541 .o ain
Gi—11 - QGi—ij—1 0 @i_ij41 .. Gimig
di = a1 ce Qi j5—1 Q; 4 Q4 541 N Ain
iy11 - Q11 0 Gipry1 oo Gigip
Qp,1 e O,nvjfl 0 anJH e Apn
Soient les permutations ¢ = (1,2,...,7) et ¢/ = (1,2,...,7) et soient P,

et P, les matrices de permutations correspondantes. Le produit P,d; P, /.
permet de faire une permutation circulaire sur les lignes et sur les colonnes
(voir I'exercice [2.6.2)).

Qj j ;1 N Q51 Q541 N Ain
ay 1 ce a1,5—-1 a1,541 ce Q1n
0 a2 1 c. a2.j—-1 2,541 c. a2.n
Pgdip -1 —
7 0 ai—11 -0 Gi—1j-1 QG141 - Gicip
0 @it11 - Gig1j-1 Qg1 -+ Qigip

0 Qp,1 Ce Qp,j—1 Ap j+1 Ce Qpn



3.7. OPERATIONS SUR LES LIGNES ET LES COLONNES 35

ce que 'on peut écrire par blocs

: ’ e ai’j *
PodiFyrs ( 0 Ai,j)

Comme detP, = (—1)"! et detP,_1 = (—=1)771, det(d;) = (—1)"a, jdetA,;
(voir 'exercice [3.5.3). En reportant dans (??), on obtient bien I'égalité an-
nonceée.

Pour la premiére égalité du 77, on remarque qu’il s’agit du développement
suivant la j-iéme colonne du déterminant de la matrice A dans laquelle on
a remplacé la colonne j par la colonne i. Cette matrice a deux colonnes
identiques donc son déterminant est nul. O

Définition 3.6.2. 1. L’élément (—1)"detA;; de R est appelé cofacteur
(i,7) de A. On le note cofac; j(A).

2. La matrice Com(A) = (cofac; ;(A));; est appelée la comatrice de A.
Corollaire 3.6.3. "‘Com(A)A = A'Com(A) = det(A)I,.

Ainsi, A est inversible si et seulement si detA € R* (le groupe des élé-
ments inversibles de l'anneau R pour sa loi multiplicative).

Démonstration. Ce sont les égalités du théoréme [3.6.1} O

Remarque. Si R est un corps, on retrouve le fait que A est inversible si et
seulement si son déterminant est non nul.

3.7. Opérations sur les lignes et les colonnes

En pratique, pour calculer un déterminant, on aura souvent intérét a faire
des opérations sur les lignes et les colonnes de la matrice.

Un échange de deux lignes ou de deux colonnes multiplie le déterminant
par —1. De plus, soit F est un espace vectoriel de dimension n, de base e.
Soit (x1,...,x,) € E™. Pour un i fixé, on pose y; = x; si j #iety, = z; +
> 4 M T5, ol les m; sont des éléments de R donnés. Alors par multilinéarité,
on voit que

dete(y1, .-, yn) = dete(xy, ..., 2,)

Cela montre que dans une matrice, si 'on ajoute & une ligne (resp. une
colonne) une combinaison linéaire des autres lignes (resp. colonnes), on ne
change pas le déterminant.

Au chapitre suivant, on interprétera ces opérations comme des multipli-
cations a gauche (resp. droite) par certaines matrices appelées matrices de
transvection. On rappellera aussi ’algorithme du pivot de Gauss qui systé-
matise de tels calculs.
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Exemple. Calculer le déterminant de

X-1 1 1
A= -1 X 2| eMyzx)
1 0 X

On note [y, l5, I3 les lignes de A et ¢, o, c3 ses colonnes.

Premiére méthode. On développe suivant la troisiéme ligne.

RN X—-1 1| )
detA_‘X 2‘+X‘ 1 X‘_z—XJrX(X -X+1)
=X - X?4+2=(X+1)(X*-2X +2)

Seconde méthode. On commence par des opérations sur les lignes et colonnes.

lg%lg—ll
C1 $—C+cC+cs
lg(—lg—ll
X—-1 1 1 X+1 1 1 X+1 1 1
-1 X 2 X+1 X 2 0 X -1 1
1 0 X X+1 0 X 0 -1 X-1
Alinsi,
X+1 1 1
detA=| 0 X-1 1 :(X+1)‘X__11 Xl—l‘
0 -1 X-1

= (X +1)(X?-2X +2)
3.8. Exercices

Exercice 3.8.1. Soient A, B € M,,(R) deuzx matrices semblables (resp. équi-
valentes) sur C. Montrer qu’elles sont semblables (resp. equivalentes) sur R.

Exercice 3.8.2 (Déterminant de Vandermonde). Soient xq,...,z,.1 € K.
Montrer que

1 ... 1

T Tn—1
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Exercice 3.8.3. Dans Z[z1, ..., x,], Calculer
1 ... A
An(xl’ 71'”) _ ry T ... X2
T1 Ty ... Ty

Pour tout i € [[1,n]], on note s; = Zj. Calculer A(sy, ..., Sy).
=0

Exercice 3.8.4. Soit A, = (i — j|)i; € Myn(Z). Calculer det(A,).

Exercice 3.8.5. Soit ¢ une puissance d’un nombre premier. Montrer que
Card(GL,(F,)) = (¢"—1)(¢"—q) ... (¢"—¢""). Montrer que Card(SL,(F,)) =
Card(GL, (F,))/(q — 1).
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Chapitre 4

Systémes d’équations linéaires

4.1. Description du probléme

4.1.1 Les systémes d’équations et leur écriture matri-
cielle

Soient K un corps commutatif, m,n € N~ {0}, (E’L(;n)) ’
(6,5)€[[1,m]] x[[L,m]]

(€i)icinn)), (€i)ic[,m) les bases canoniques respectives de M, (K), M, 1(K)
et Mmyl(K)

Ce texte porte sur les systémes d’équations a coefficients dans K. Un tel
systéme s’écrit
a1+ -+ a T, = by
(S)
am71x1+ R Amndn = bm

On peut aussi I'écrire sous forme matricielle :

AX =B
aj; ... Gip
ou A = : : appartient a l'espace M., ,,(K) des matrices a
ma - Qmp
b
m lignes et n colonnes & coefficients dans K et ou B = | : | appartient a
bm

M1 (K).

39
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On appelle alors systéme homogéne associé & S le systéme suivant

CL171$C1+ R A1 nTy = 0
(S)
am,lxl—i_ St Amndln = 0

c’est-a-dire AX = 0.

Définition 4.1.1. Le systéme est dit compatible sl admet au moins une
solution.

T+ x9 =1

Tty =1 .
est compatible. 5 n’est pas compa-

To = Ty + Lo =

Exemples. {
tible.

4.1.2 Interprétation vectorielle

n
Soient ¢y, ..., ¢, les colonnes de A. Alors (S) est équivalent a Z x;c; = b.
i=1
Le systéme est donc compatible si et seulement si b € Vect(cy,...,c,). Cela
signifie que le rang de la matrice obtenue en concaténant A et B est de méme
rang que A.

4.1.3 Applications linéaires

L’application de M,, ;(K) dans M,, (K) qui & X associe AX est une
application linéaire. L’ensemble Fy des solution de Sy est le noyau de cette
application linéaire, qu’on appelle aussi noyau de A. C’est un K-espace vec-
toriel de dimension n — rg(A). Si 'ensemble F' des solutions de S est non
vide, c¢’est un espace affine de direction Fpy.

Cela s’applique aussi dans un cadre plus général. Soient E et F' deux
espaces vectoriels de dimensions respectives n et m. Soit u une application
linéaire de E dans F'. Le choix d'une base p de E et d’une base v de F' permet
d’écrire la matrice de u dans ces bases. Le calcul de keru et de u=*(b) (ou
b € F) se raméne a la résolution d’un systéme linéaire.

4.1.4 Dualité

Soit pour tout ¢ 'application I; définie par [;(z) = > | a; jx;. Chaque
l; définit une forme linéaire de M, ;(K). Le systéme (S) s’écrit (I;(z) =
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bi)ie[1,m) €t résoudre Sy revient a calculer Vect(ly ..., 1,)" = {M € M, (K) :
Li(M)=0Vie[[1,n]].

Encore une fois, cela s’applique a tout espace vectoriel de dimension finie
par le choix de bases. Soit £ un K-espace vectoriel de dimension n. Soit
i une base de E. Soient [y,...,[, des éléments de 'espace dual E* de F
et by,...,b, des éléments de K. Supposons que 'on cherche I’ensemble des
x € F tels que [;(x) = b; pour tout i, ou x est défini par son écriture dans la
base p. L’écriture des [; dans la base duale de p permet de se ramener & un
systéme d’équations linéaires. En particulier, le calcul de Vect(ly, ..., [,,)° se
raméne a la résolution d’un systéme homogéne.

4.2. Systéme de Cramer

Soient A € GL,(K) et B € M,,1(K). On cherche donc a résoudre ’équa-
tion AX = B. Un tel systéme s’appelle systéme de Cramer.

Pour résoudre cette équation, on peut se souvenir du corollaire 7?7 qui
permet d’écrire

On en déduit les les formules de Cramer

x'__detAi
' detA

ou A; est la matrice A dans laquelle la i-éme colonne a été remplacée par
B (exercice : s’inspirer de la preuve du théoréme [3.6.1)). Mais ces méthodes
sont cotiteuses : le calcul de detA par 1'égalité

detA = Z E(O‘)Aa(l)J .. .Aa(n)m.

gESy

Mais ce calcul demande n(n + 1)! — 1 opérations dans K.

Nous utiliserons d’autres méthodes. La méthode du pivot de Gauss uti-
lise des opérations sur les lignes du systeme. Ces opérations sont 1'objet du
paragraphe suivant.

4.3. Opérations élémentaires

On définit les matrices de M,,,(K) suivantes.
Matrices de transvection. BZ-(ZL)()\) =TI, + )\Ei(?) (A e K7).

Matrices de dilatation. D™ (1) = I, + (u — 1)EZ(T) (v e K~ {0,1}).
Matrices de permutation. pm — (0i0(5)) (0 € Sim).
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La multiplication a gauche de I'une de ces matrice par A correspond &
une opération élémentaire sur les lignes [y, .. ., [,,, de A. Cette correspondance
est décrite ci-dessous.

M Multiplication a gauche par M
A+— MA
B (\) I «— I 4+ Ml
P [ppa—p
pim L — lyo1(p) Vi
D™ (1) li <— pls

De méme, la multiplication & droite par de telles matrices induisent des
opérations sur les colonnes.

M Multiplication & droite par M
A+— AM
B"()) ¢ ¢;+ A
P((:]?) Ci < Cj
Pén) Ci & Co(i) Vi
Dz(n) (1) Ci < MG

Proposition 4.3.1. Pour i # j, lapplication \ BZ»(ZL)()\) (resp. p —

D(m)(u), o — Pém)) est un homomorphisme de groupes de (K,+) dans

SLin(K) (resp. de (K*,x) dans GL,(K), de S, dans GL,(K). De plus
(m)\\—1 _ (m) (m) \=1 _ pm), — m)\ " pm) _
Bz’,j (A) 1= Bz',j (—=A), Dy () 1= D™ (p 1); (Pa ) = I 1 =

tp™ detP, = (o)
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4.4. Pivot de Gauss (exemples)

4.4.1 Exemple 1

Soient
2 11 1
A=14 1 3| eM3(Q) et B=|4]| € M3,(Q)
6 5 2 2

Résoudre I'équation AX = B équivaut a résoudre le systéme

2r+y+z=1
(S) ¢ drx+y+32z=4
6x + 5y + 22 =2

Appelons respectivement [y, Iy, I3 les lignes 1,2 et 3 de ce systéme.
On consideére le pivot a1 = 2 de la premiére ligne et on fait les transfor-

mations
lg — lQ — 2[1

lg — lg —3l1

on obtient le systeme équivalent

2r+y+z=1
(5") —y+z=2
20—z =-—1

On fait ensuite la transformation
lg — lg + 21,

pour obtenir

2r+y+z=1
(S") —y+z=2
z=3

Finalement
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~3/2

La solution de I’équation est donc X = 1

3

L’algorithme suivi dans cet exemple s’appelle 'algorithme du pivot de
Gauss : on rend le systéme triangulaire par des opérations sur les lignes du
systeme.

Remarquons que 'on obtient 'égalité

LQLlA:U
ol

1 00
Ly =BJ(-2)BH(-3)=| -2 1 o ,

-3 0 1
100 2 1 1
Ly=B2)=10 1 0| e U=]0 -1 1
021 0 0 1

Ainsi, detA = detU — 2
Dans I'exemple suivant, on est aussi amené a faire des échanges de lignes,
ce qui revient a multiplier & gauche par une matrice de permutation.

4.4.2 Exemple 2

0 01 1
Soient A= |1 0 1] € M3(Q) et B= 1] On varésoudre AX =B
1 41 0

et calculer detA en appliquant ’algorithme du pivot de Gauss. C’est bien stir
donné & titre d’exemple : il serait trés facile dans ce cas de faire ces calculs
autrement.

Appliquons la méthode du pivot de Gauss a la matrice concaténée (A|B).
Les transformations sont décrites dans le tableau ci-dessous.
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ll<—>12 lg(—lg—ll 12(—>l3
0 011 1 011 1 01 1 1 01 1
1 011 0 011 001 1 0 4 0 —1
1410 1410 0 40 —1 0 01 1

Le systéme a résoudre est donc devenu

101\ [« 1
040(|yl=]-1
00 1) \z 1

D’ou l'unique solution (z,y,z) = (0,—1/4,1).
On obtient aussi 1'égalité

3) 3)
PO L PP, A=U
1 01 1 00
onU=1040fetLi=]0 1 0. CommedetPos = detPyz =
0 01 -1 0 1

—1, detA = 4.

4.5. Calcul de l’inverse

Soit A € GL,,(K). Pour calculer 'inverse de A, on peut concaténer A et
I,,. On obtient (A|I,,). On applique l'algorithme décrit ci-dessus pour obtenir
une matrice B = (T]A’) ou T est triangulaire supérieure. Alors A’A =T.

Comme T' = (t; ;) est triangulaire supérieure et inversible, son coefficient
tnn est non nul. On s’en sert comme pivot pour obtenir des 0 sur les coeffi-
cients de la derniére colonne de (1,n) & (n — 1,n) en faisant

li — 1 — tint,,,, pour i € [[1,n —1]]
Ensuite, en multipliant a gauche par la matrice de dilatation D,,(t,.,)"!, on
fait I'opération
Ly — trnln
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ce qui fait que B est transformée en une matrice de la forme (77|A”) ou T"
est de la forme

!
o (T 0
0 1
T" € M, _, étant triangulaire supérieure. On itére le procédé.
Finalement, on obtient une matrice de la forme C' = ([,|A"). Alors

A"A =1, donc A~ = A™.

Remarque. Cela revient a résoudre simultanément les équations AX = e;
pour i € [[1,n]], ot les e; sont les vecteurs de la base canonique de M,,(K).

Pour illustrer cela sur un exemple simple, reprenons I'exemple 2 ot A =

0 0 1
1 0 1].On part donc de la matrice

1 41

001100
101010
141001
Apres les opérations décrites ci-dessus, on arrive a
1010 1 O
B=10400 -1 1
0011 0 0
Si lon fait Iy < I3 — I3 puis [y < l3/4 pour obtenir
100 -1 1 0
C=1010 0 -1/4 1/4
001 1 0 0

—1 1 0
donc A™'=10 —-1/4 1/4
1 0 0

Exercice 4.5.1. Calculer de cette maniére Uinverse A~ de la matrice A de
[’exemple 1.
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4.6. Complexité

Nous allons compter le nombre d’opérations sur les éléments de K néces-
saires dans l’algorithme du pivot de Gauss. Un échange de lignes revient a un
changement d’indices. Nous ne compterons pas ces échanges. On peut donc
supposer que les pivots rencontrés sont tous non nuls. On note A = (a; ;).
On note aussi A; = A.

Etape 1. La détermination de L

=2 a1
1 0 0 0
—a271/a171 1 0 ... 0
0 0 0
_an,l/al,l 0 ... 0 1
demande n — 1 divisions. Dans le calcul de
1 O 0 ... 0
—CL271/(1,1,1 1 0 ... 0 ai; ... Qip
LA =
00 . 0| \ans - ann
—ap1/ai; 0 0 1
11 Aa1.2 a1n
. 0 a/2,2 a/2,n
0 a’;z,Q aiz,n

on sait que les coefficients sous le a;; de la premiére colonne sont nuls. Il
ne faut donc pas les calculer. D’abord dans un souci d’économie, mais aussi,
dans le cas ot les calculs sont approchés (dans R ou C), un calcul ménerait
a une approximation de 0, donc & une valeur non nulle.

Ce calcul demande (n — 1)? multiplications et (n — 1)? additions.
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Etape k. Aprés la (k—1)-éme étape, on arrive 4 une matrice Ay, de la forme

T, DB
0 Al

A =

ot Ty, € Tsupk—1(K), Br € My_1n-p41(K) et A} € My_r41(K). Le calcul
de Ay se rameéne a un calcul sur Aj. Cela demande n — k divisions pour le
calcul de L}, puis de (n — k)? multiplications et (n — k)? additions pour le
calcul de Ay = L) Ay

En tout, le nombre d’opérations est égal &

n—1 n—1
=2> K+ k
k=1 k=1
n(n—1)(2n —1) N n(n —1)
3 2
2
= gng + O(n?)

Théoréme 4.6.1. Le nombre d’opérations dans K nécessaires a l’exécution
de Ualgorithme du pivot de Gauss sur une matrice de GL,(K) est au plus
équivalent & 2/3n3.

Voyons maintenant le cott de la résolution d’un systéme triangulaire. Soit

(1121 + 12T + -+ a1 Ty = by

a2 + -+ + A2, Ty = o

Ap—1n—1Tn—1 + Ap—1nTn = bnfl

Apnln = bn
ol les a;; sont non nuls. Ce systéme est équivalent a

_ -1
( Tp=a,,b,

-1
Tp—1 = an—l,n—l (bn—l - an—l,nxn)

n
-1
Ty =ag; by — E ay ;T
\

Jj=2
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On calcule dans 'ordre z,,, x,,_1,...,21. On peut donc se servir des valeurs
de z,,...,xry1 pour le calcul de
n
| b
Tk = Qg | Ok — A,jTj | -
j=k+1

Ce calcul demande au plus une division, n — k additions et n — k multiplica-
tions. En tout, le nombre maximal d’opérations est

Théoréme 4.6.2. La résolution d’un systeme triangulaire de taille n de-
mande au plus n? opérations dans K.

Enfin, pour calculer I'inverse de A, on résout simultanément les équations
AX = e; pour i € [[1,n]] (ou les e; sont les vecteurs de la base canonique
de M, (K)). Le nombre d’opérations dans K nécessaires est donc au plus
équivalent & 5/3n3.

4.7. Matrices échelonnées

Dans le cas d'une matrice A € M,,, ,,(K) on peut appliquer la méthode du
pivot de Gauss comme on l'a fait ci-dessus dans le cas ou A € GL,(K). Au
lieu d’obtenir une matrice U triangulaire supérieure, on obtient une matrice
échelonnée, dont nous donnons la définition ci-dessous.

Définition 4.7.1. Une matrice U = (u;;) € My, o(K) \ {0} est dite éche-
lonnée s’il existe r € [[0,inf(m, n)]] et des entiers ji, ..., j. tels que 1 < j; <
coo < g < de telle sorte que les conditions suivantes soient vérifiées.

(1) Pour tout i € [[1,r]] et tout j € [[1,7; — 1]], u;; = 0.

(2) Pour tout i € [[1,r]], u;, # 0.

(3) Pour tout i > r, pour tout j, u;; = 0.
Alors r est le rang de U.

Exemple. La matrice échelonnée U suivante est de rang 3 (les @ sont non
nuls). Dans cet exemple, j; = 3,jo = 5,j3 = 8.

0 0 e X X X X X X
000 0 e X X X X
0000 0 0 0 e x
0000 0 0 0 0 O
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Si I'on veut résoudre un systéme AX = B, on peut concaténer A et B. On
obtient A" = (A|B). En utilisant ’algorithme du pivot de Gauss, on obtient
une matrice V = (U|C') échelonnée.

Le systéme a des solutions si et seulement si C' € Vect(Uy,...,U,), ou
les U; sont les colonnes de U. Cela veut dire que rgU = rgV'. Cela veut-dire
aussi que le nombre de lignes non nulles sont les mémes dans U et V.

Soit alors r = rgU = rgV. Soient (¢;) et (u; ;) les coeflicients respectifs de

C et U. Alors X ="(xy,...,2,) est solution si et seulement si
( n
Tj, = Upj (br - > Uz‘j%‘)
j:jr+1

(4.1)

n
— 1 s
Tjy = Uy, | 01— E | Uiy
\

J=n+1

Pour chaque ¢ allant de r & 1, on remplace z;, par sa valeur décrite ci-dessus.
On obtient donc X en fonction des paramétres de I’ensemble

{zi v elnll} Az« kellLr]}.

Il y a donc n — r paramétres, ce qui correspond bien au fait que I’ensemble
des solutions est un espace affine de dimension n — r.

4.8. Action de SL,,(K) sur M, ,(K)

Pour cette partie, voir par exemple |Fresnel, algébre des matrices, p. 47
a 54].

Ici, on modifie les régles du jeu : on joue toujours avec le pivot de Gauss,
mais en n’utilisant que des matrices de SL,,(K’) pour nos opérations élémen-
taires. Ainsi, les matrices de permutation qui échangent deux lignes ne sont
plus permises. En fait, on se contentera des multiplications par les matrices
de transvection.

Nous trouverons ainsi un systéme de représentants de M,, ,,(K) sous
l'action de SL,,(K) et nous montrerons que SL,(K) est engendré par les
transvections.

Définition 4.8.1. Une matrice échelonnée U = (u;;) est dite normalisée si
elle vérifie les propriétés suivantes, avec les notations de la définition 77.
(4) Pour tout i € [[1,7]] et tout k # i, uyj, = 0.
(5) Pour tout i € [[1,r — 1], u;;, = 1.
(6) Stm >r, u,; =1.
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Remarque. Si U est échelonnée normalisée et si I'on note ses colonnes
Uy...,U,, alors pour tout k € [[1,r — 1]], U;, = €. De plus, si r < m,
U, =er et sir =m, Uj. = uj &

Exemples.

0 01 x 0 x x 0 x

0 01 x 0 x x 0 x
000 01 x x 0 x

, 10 00 01 x x 0 x
000 0 0 0 0 1 x

0O 00O 0O 0O 0 0 e x
000 0 0O O0O O0OO00O0

Théoréme 4.8.2. Soit M € M, ,(K)~{0}. Il existe S € SL,,(K), produit
de matrices B;;(\) telle que U = SM soit échelonnée normalisée. De plus,
cette matrice U est unique.

Démonstration. Soit U = M. On appellera toujours U les transformées suc-
cessives de cette matrice par les opérations élémentaires que nous effectue-
rons. On note U = (u; ;).
Si m =1, la matrice U est échelonnée normalisée. On suppose m > 2.
On note [y, ..., [, les lignes de U et ¢y, ..., ¢, ses colonnes. Soit j; le plus
petit entier tel que ¢;, # 0. S'il existe ¢ > 2 tel que u;;, # 0, 'opération

1 — s
ll — ll + bl lz (42)
Wiy

donne une nouvelle matrice U telle que u;, = 1.
Sinon, comme ¢;, # 0, uy;, # 0. En faisant

la+—1la+1h (4.3)

on se retrouve au cas précédent. On effectue I'opération (??) pour obtenir
Uy, = 1.
Pour ¢ € [[2,m]], on effectue alors 'opération

li — ll — uijlll (44)

ce qui a pour effet d’annuler les coefficients u;;,. On obtient une matrice de
la forme

017j1_1 1 v

U:

Om—1ji-1 Om—11 Us

ot Oy est la matrice nulle de M}, )(K), v € My —j, (K) et Uy € M1 5—j, (K).
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On applique ensuite le méme procédé a U,, et I'on construit ainsi des
matrices Uy € Myy_ji1.n—j,_, (K), pour k € [[2,7]]. Pour £ < m —1 le nombre
de lignes est m — k+1 > 2, donc le procédé s’applique. Si par contre m = r,
la matrice U, a une seule ligne et on ne peut pas modifier u, ;. de cette facon.

On obtient une matrice échelonnée U telle que pour tout k € [[1,r — 1]],
ugj, = 1 et telle que u, ;. = 1 sir < m. Pour terminer, on place des 0 au
dessus de chaque uy j, en faisant les opérations suivantes.

pour tout k € [[1,7 — 1]] (resp. [[1,7]] si 7 < m) et tout i € [[1,k — 1]] et

Lo 1, — Ly (4.6)

r7jT

pour i € [[1,7 — 1]] si r = m.

Reste a montrer 'unicité.

Soit M € M, ,(K). Soit U € M,,,(K) échelonnée normalisée et S €
SL,(K) telles que SM = U. Montrons que U est unique pour cette propriété.

On note maintenant M ..., M, (resp. Ui,...,U,) les colonnes de M
(resp. de U). En particulier, si k € [[1,r7 — 1]] (resp. k € [[1,7]] si r < m),
U, =er et sir=m, U;. = u,; .

La preuve réside dans le fait suivant. pour tout (Aq,..., ;) € K",

i=1 i=1
donc

i=1 i=1

En particulier, comme la famille (Uj,, ..., U;,) est libre, la famille (M;,, ..., M;, )
est libre.

Pour tout j € [[1,71 — 1]], U; = 0. Donc l'entier j; est uniquement déter-
miné par M : c’est le plus petit indice tel que M;, # 0.

Soit k € [[2,7]]. Pour j € [[jx—1 + 1,jx — 1]], on a la relation

k—1 k—1
Uj = E e = E ;U
=1 =1
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et Uj, & Vect(Uj,,...,Uj,_,). Donc l'entier jj est le plus petit indice tel que
M;, & Vect(Mj,,..., M, ). De plus, les coefficients wu;, pour [ € [[1,k — 1]]

sont uniquement déterminés par la relation

k—1
Mj: E Ul,ijl.
=1

Il reste a traiter les colonnes U; pour j > j,. Si 7 < m, ces colonnes se
traitent de la méme fagon que les précédentes.

Supposons que r = m. Soit M" = (Mj;,|...|M;,). Alors SM' = (Uj,|...|U;,).
Ces deux matrices appartiennent a M, (K) et detM' = detSM' = w, ;.. Le
coefficient u, ;. est donc uniquement déterminé. Les colonnes U; pour j > j,
sont elles aussi uniquement déterminées par le raisonnement déja utilisé pour

les autres colonnes Uj;.
O

Corollaire 4.8.3. 1. Le groupe SL,(K) est engendré par les matrices de
transvections.

2. GL,(K) est engendré par les matrices de transvections et les matrices
de dilatation. Plus précisément, toute matrice M de GL,(K) peut se
décomposer sous la forme suivante. M = D,(detM)Ty ... T} ou les T;
sont des matrices de transvection.

L’application de SL,,(K) x M,, ,(K) dans M, ,(K) qui & (S, M) associe
SM définit une action du groupe SL,,(K) sur I'ensemble M,, ,,(K).

Corollaire 4.8.4. La réunion de [’ensemble des matrices échelonnées norma-
lisées avec 'ensemble {0} constitue un systéme de représentants des orbites
pour cette action de SL,,(K) sur M, ,(K).

On peut déduire du corollaire 7?7 des résultats de nature topologique.
En effet, si par exemple T' = B;;(\) € SL,(R), alors 'application f qui a
t € [0,1] associe B; ;(t\) est une application continue de [0, 1] dans SL, (R)
telle que f(0) = I,, et f(1) = T. De méme, si p € R%, I'application g qui a
t € [0,1] associe D, (tp) est une application continue de [0, 1] dans GL,(R)
telle que ¢(0) = I,, et g(1) = D,(p). En utilisant ce genre d’argument, on
montre le corollaire suivant.

Corollaire 4.8.5. Les groupes SL,(R), SL,(C) et GL,(C) sont connezes
par arcs. Le groupe GL,(R) a deux composantes connexes par arcs. L’une
contient I,, et lautre contient D, (—1).
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Chapitre 5

Réduction des endomorphismes

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n et v un endomor-
phisme de FE.

5.1. Valeurs propres et vecteurs propres

Définition 5.1.1. Soit A un élément de K. On dit que X\ est une valeur
propre de u s’il existe un élément x de E ~ {0} tel que u(x) = \x. Un tel
élément x est appelé un vecteur propre associé a A. On dit aussi que X est la
valeur propre associée a x.

Définition 5.1.2. Soit A une valeur propre de uw. On appelle espace propre
associé a A le sous-espace vectoriel de E

E)\ = ker(u — )\ldE)

Définition 5.1.3. Soit A € M, (K). Soit u l’élément de L(K™) canonique-
ment associé a A. Les valeurs propres, vecteurs propres et espaces propres de
A sont les valeurs propres, vecteurs propres et espaces propres de u.

Définition 5.1.4. Le polynome caractéristique de A est le polynome de K[X]|
défini par
XA(X) = det(XIn — A)

Ce polynoéme est un polynéme de degré n. Dans I'écriture
Xa(X) = X"+ a, 1 X"+ 4 ag

ona a, 1 =—Tr(A) et ap = (—1)"det(A).
Soit u € L(FE). Soient b une base de E et A = Mat,(u). Alors le polynéme
x4 ne dépend pas de la base choisie.

95
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Définition 5.1.5. Le polynome caractéristique de u est X, = Xa-

Proposition 5.1.6. Soit u € L(E). L’ensemble des valeurs propres de u est
l’ensemble des racines dans K du polynome x,. Cet ensemble est appelé le
spectre de u et noté Spec(u).

De méme, si A € M, (K), l'ensemble des valeurs propres de A est l’en-
semble des racines de x . Cet ensemble est appelé le spectre de A et noté

Spec(A).

Définition 5.1.7. On dit qu’une valeur propre de u (resp. A) est de multi-
plicité a si c¢’est une racine d’ordre a de x, (resp. xa).

Soit u un endomorphisme de F

Définition 5.1.8. On dit que u est diagonalisable sl existe une base de E
formée de vecteurs propres de u

Soient e une base de E et A = Mat,(u). On suppose que u est diagona-
lisable. Soit alors b = (b;)sc1,n) une base de E formées de vecteurs propres
de u. Soient Aq,..., A\, les valeurs propres correspondantes : pour tout i,
u(b;) = A\;b;. Soient D = Maty(u) et P la matrice de passage de (e) a (b)
(c’est-a-dire la matrice dont les colonnes P; sont les coordonnées des b; écrits
dans la base (e). Alors

M 0 .. .0

0 A 0 ... 0
P'AP=D=

0 ... ... 0 A,

On note aussi D = Diag(\y,...,\,).

Définition 5.1.9. On dit qu’une matrice A € M, (K) est diagonalisable
si elle est semblable a une matrice diagonale. C’est-a-dire s’il existe P €
GL,(K) telle que P~*AP est diagonale.

5.2. Endomorphismes diagonalisables

Soit v un endomorphisme de E.

Définition 5.2.1. On dit qu’un sous-espace vectoriel F' de E est stable par
usiu(F) CF
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Proposition 5.2.2. Les espaces propres de u sont stables par w.
Démonstration. Exercice. O]

Le résultat suivant est un cas particulier du lemme des noyaux que 'on
verra plus tard (lemme ?7).

Proposition 5.2.3. Soient \y,..., \. des valeurs propres deux & deuz dis-
tinctes de u. Alors Ey,, ..., E). sont en somme directe.

Démonstration. Si r = 1, il n’y a rien & démontrer. On suppose le résultat
vrai pour r — 1 valeurs propres A, ..., \,_1. Soit A, une r-éme valeur propre.
Soit x € (E\, ®---® E\,._,)N E,,. On écrit © = x1 + -+ - + x,_; en somme
d’éléments x; de Ey, pour i € [[1,r —1]] (x € E\, ® --- @ E),_,). Alors
u(xr) = My + -+ + A_q2,—1. D’autre part, comme = € E) , u(x) = Az =
Ary + -+ A\oxp_q1. D’apreés 'unicité de la décomposition dans une somme
directe, on obtient que (A, — A;)z; = 0 pour tout ¢ € [[1,7]]. Comme A, # \;
sii #r, c’est que z; = 0 pour tout i € [[1,r — 1]] donc z = 0. O

Il est clair que u est diagonalisable si et seulement si E est somme de ses
espaces propres. Cette proposition indique que cette somme est directe.

Corollaire 5.2.4. Soient \i,..., A\, les valeurs propres de w. Alors u est
diagonalisable si et seulement si

dim £ = dim E), + --- +dim £},

Proposition 5.2.5. Soit X une valeur propre de u de multiplicité a. Alors
dim F) < a.

Démonstration. Supposons par 'absurde que dim F\, > a + 1. Soit alors
une base (by,...,b,11) de E). On compléte cette famille libre en une base
b= (by,...,b,) de E. La matrice A = Mat,(u) est de la forme (par blocs)
My A
O A//

et alors yA(X) = (X — X))y (X), ce qui est contraire a 'hypothese. [

On en déduit une condition nécessaire et suffisante pour que u soit dia-
gonalisable.

Théoréme 5.2.6. L’endomorphisme u est diagonalisable si et seulement si
les deux conditions suivantes sont vérifiées.
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(i) Xu est scindé dans K.

(i1) Pour toute valeur propre A de u, la multiplicité de X comme racine de
Xu €st €gale a dim F)y.

Corollaire 5.2.7. 5% x, est scindé et n’admet que des racines simples, alors
u est diagonalisable.

5.3. Triangulation
Soit u € L(E).

Définition 5.3.1. Soit T' = (t;;) € M(K). On dit que T est triangulaire
supérieurs (resp. inférieure) si t; ; =0 pour tout i > j (resp. i < j).

Définition 5.3.2. On dit que u est triangulable s’il existe une base b de E
telle que Maty(u) soit triangulaire.

On dit qu’une matrice A € M,,(K) est triangulable si elle est semblable
a une matrice triangulaire.

Exercice 5.3.3. Montrer que toute matrice triangulaire inférieure est sem-
blable a une matrice triangulaire supérieure.

Théoréme 5.3.4. u est triangulable si et seulement si x, est scindé dans
K.

Soit A € M,,(K) Alors A est triangulable si et seulement si x 4 est scindé
dans K.

Démonstration. On suppose que u est triangulable. Soit b une base de E
telle que 7" = Maty(u) est triangulaire supérieure. On note 7" = (¢; ;). Alors
xr = (X —t11)... (X —tnn) est scindé.

Réciproquement, supposons que Y, soit scindé. On procéde par récurrence
sur la dimension n de E. Sin =1, il n’y a rien a démontrer. On suppose le
résultat vrai si dim £ = n — 1. Montrons le quand dim £ = n. Soit A une
valeur propre de u. Soit b; un vecteur propre associé & A\. On compléte b; en
une base (by,...,b,) de E. Alors Mat,(u) est de la forme

l
0 A

Maty(u) =

ot A € My_1(K). xu(X) = (X — XN)xa(X) donc x4 est scindé dans K.
D’aprés 'hypotheése de récurrence, la matrice A est triangulable. On en déduit
que u est triangulable. O
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Bien siir, si dans une base b donnée, u a pour matrice une matrice trian-
gulaire T', les valeurs propres de u sont les coefficients diagonaux de T'.

Si K est algébriquement clos, alors toutes les matrices de M,,(K) sont
triangulables. C’est le cas par exemple quand K = C.

5.4. Polynémes d’endomorphismes

Soit E un K-espace vectoriel non nul. Pour tout v € L(FE) et tout P =
d

ZaiXi de K[X], on note

i=0
d
P(u) = Zakuk = aqu® + - + ayu + apidg
k=0
ot uf =yo---oupour k € N\ {0} et v’ =idp.

k fois
Définition 5.4.1. On note K[u] = {P(u) : P € K[X]}.

La loi de composition o des endomorphismes n’est pas commutative dans
L(FE). Cependant, les puissances de u commutent entre elles. Soient P et Q)
deux polynomes de Ku|, quand on développe la composée P(u) o Q(u), on
obtient P o Q(u) = PQ(u). Ainsi,

PoQ(u) = PQ(u) = QP(u) = Q(u) o P(u)
L’application
o K[X]— L(FE)
P+ P(u)

est un homomorphisme d’algébres. C’est-a-dire que c¢’est une application li-
néaire de K espaces vectoriels, que

O(PQ) =P(P)od(Q) et que P(1)=idg

pour tout (P, Q) € K[X]?.

L’image de ® est im ® = Ku|. L’homomorphisme ® induit un isomor-

phisme d’algébres
K[X]/ker ® ~ K|u]

Supposons F de dimension finie n. Comme K[X] est un espace vectoriel
de dimension infinie et K[u] C L(E) est un espace vectoriel de dimension
finie, ker ® n’est pas réduit & {0}. Ce noyau ker ® est un idéal de K[X].
Comme cet anneau est euclidien, il est principal. Il existe dont un polynome
unitaire m, € K[X] tel que ker® = m,K[X]. De plus, ce polynéme est
uniquement défini.
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Définition 5.4.2. Ce polynéme m,, est appelé polynéme minimal de .
On a donc un isomorphisme d’algébres
K[X]/(m) ~ Klu]

Définition 5.4.3. On appelle polynéme annulateur de u tout polynéme P
qui vérifie P(u) = 0. Les polynémes annulateurs sont les éléments de ker & =
m, K[X].

Ainsi, m,, est le polyndéme annulateur unitaire de plus petit degré. Nous
démontrerons au paragraphe suivant que x,(u) = 0 (théoréme ?? de Cayley-
Hamilton). Ainsi, m, divise yu.

Lemme 5.4.4. (Lemme des noyaux) Soit E un K-espace vectoriel. Soient
Py, ..., P, des éléments de K[X] deux & deux premiers entre eux. Soit P =

HR-. Pour tout i, on note ker P;(u) = N;. On suppose que P(u) = 0. Alors

=1

E-= @N
=1

De plus, il existe des polynémes w1, ..., m, de K[X] tels que pour tout i, m;(u)
est la projection p; sur N; parallelement a EB N;.
J#i

Remarque. Si on ne suppose plus que P(u) = 0, on obtient

ker P(u) = @ N;
i=1

De plus, le reste du lemme est vrai en remplagant E par F' = ker P(u) (qui
est stable par u).

Démonstration. Pour tout i, on note Q; = H P;. Alors pged(Q4,...,Q,) =1
J#i

(on dit que les ; sont premiers entre eux dans leur ensemble). Donc il existe

Uy, ..., U, dans K[X] tels que

1=1
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Ainsi,
,

> Ui(u) o Qi(u) = idg (5.1)

i=1
Pour tout i € [[1,7]], on note m; = U;Q; et p; = m;(u). Alors Zpi = idg.

i=1
On va appliquer la proposition Pour cela, il suffit de montrer que les
pi sont des projecteurs et que si ¢ # j, p; o p; = 0.

piop; = Ui(u) o Qi(u) o Uj(u) o Q;(u) = Ui(u) o Uj(u) o Qi(u) 0 Q;(u) =0

puisque P; divise @), et P;(u) o Q;(u) = 0. Enfin, comme Zpi = idg,

=1

,
pi=pioY p;i=p
j=1
Cela montre bien que p; est un projecteur. On conclut que
E = EB im p; et pour tout 7, kerp; = @ im p;
i€[[1,r]] j#i

Reste & montrer que im p; = N;. L’inclusion im p; C N; est claire car P;(u)o
mi(u) = U;Q;P;(u) = U;P(u) = 0. Montrons que N; C im p;. Soit x € N;.
Cela veut dire que P;(u)(x) = 0 donc pour tout j distinct de 7, Q;(u)(x) = 0.
La relation (??7) donne alors

v =3 Uj(w) 0 Qu)@) = Ui(u) o Q:u)(@) € N

Cela s’applique en particulier au polynéme minimal.
Corollaire 5.4.5. (i) u est diagonalisable si et seulement s’il existe un
polynome annulateur de u scindé a racines simples.
(i1) En particulier, u est diagonalisable si et seulement si son polynéme

minimal est scindé a racines simples.

Définition 5.4.6. Soit F' un sous-espace vectoriel de E stable par u. On
appelle endomorphisme de F' induit par u ’application

Up F—F
x — u(x)
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Exercice 5.4.7. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Soient u
un endomorphisme diagonalisable de E et F' un sous-espace de E stable par
u. Montrer que l’endomorphisme ur de F' induit par v est diagonalisable.

Toutes les notions et tous les résultats évoqués pour un endomorphisme
u dans ce paragraphe se transposent aux matrices de M, (K).

5.5. Théoréme de Cayley-Hamilton

Soit R un anneau commutatif. Dans ce paragraphe, on montre que le
polynéme caractéristique d’une matrice A de M,,(R) est un polynéme annu-
lateur de A (mais on n’utilisera ici que le cas o R est un corps). On en tire
ensuite des conséquence pour les endomorphismes du K-espace vectoriel
de dimension finie.

Théoréme 5.5.1. (Cayley-Hamilton) Pour tout A € M, (R), xa(A4) = 0.

Démonstration. On note A = (a; ;). Soit B = XI,, — A € M, (R[X]). Soit
Com(B) la comatrice de B, ou matrice des cofacteurs de B (voir la défini-
tion ?7?). Soit C' = ‘Com(B). Alors

BC = CB = (detB)I, = xa(X)I,

Ecrivons y4(X) = ag+ -+ + a, X™

Chaque cofacteur de B est au signe prés le déterminant d’une matrice de
taille (n — 1,n — 1) ou chaque ligne ne contient au plus qu'un coefficient de
la forme X — a; ;. Chacun de ces coefficients est donc au plus de degré n — 1
en X. On peut donc écrire C' de facon unique sous la forme

C=Co+C1 X+ +Cp X!
ou pour tout k € [[0,n — 1]], Cx € M, (R). On développe maintenant C'B

n—1

CB=—CoA+ Y (~CrA+ Cpo)X* + Cpy X7

k=1
Comme CB = x4(X)I,, on obtient pour k € [[1,n — 1]]
apl, = —CoA |, apl, = —CrA+Ciy , anl, =Chy
En remplacant les ax/, par ces valeurs dans x4(A), on obtient

xa(A) =aol, + -+ a, A"
n—1
= —CoA+ > (—CrA+ Cro1) AR + Oy A
k=1
=0
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Revenons au K-espace vectoriel E, que nous supposons de dimension
finie.

Corollaire 5.5.2. Pour tout u € L(E), xu(u) = 0.
Corollaire 5.5.3. Le polynome minimal m, de u divise x,.
Proposition 5.5.4. x, et m, ont les mémes racines dans K.

Démonstration. Comme m,, divise y,, il est clair que les racines de m, sont
des racines de y,. Soit donc A une racine de y,. Il existe un élément non nul
x de E tel que u(z) = Az. Or, 0 = my(u)(z) = my(N)z. O

5.6. Diagonalisation simultanée

Définition 5.6.1. Soit U un ensemble d’éléments de L(E). On dit que les
éléments de U sont simultanément diagonalisables s’il existe une base de E
formée de vecteurs propres de tous les éléments de U.

Proposition 5.6.2. Soient u et v deur endomorphismes de E. Si u et v
commutent, alors les espaces propres de u sont stables par v

Démonstration. Exercice. O

Proposition 5.6.3. Soit U un ensemble d’endomorphismes diagonalisables
de L(E). Alors les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) Pour tout (u,v) € U*, uov =vou.
(i1) Les éléments de U sont simultanément diagonalisables.

Démonstration. 77 = 77. Exercice.

7?7 = ?7?7. Procédons par récurrence sur la dimension de E. Sidim F =1,
il n’y a rien & démontrer. On suppose la propriété vraie si dim £ < n. Soit F
de dimension n. Sitout u € U est de la forme u = Midg (c’est-a-dire si tout les
éléments de U sont des homothéties), toutes les bases de E diagonalisent tous
les éléments de U. Supposons donc qu’il existe u qui n’est pas une homothétie.
Alors u a au moins deux valeurs propres. Soit Spec(u) = {A1,..., A, }. Pour
tout ¢, on note E; I'espace propre associé a \;. Alors dim F; < n. Comme u

est diagonalisable,
E=E
i=1

Pour tout i € [[1,n]] et tout v € U, E; est stable par v. On note v; ’endomor-

phisme de E; induit par v. Comme v est diagonalisable, v; I’est aussi. Comme

dim E; < n, ’hypothése de récurrence s’applique et les v; sont simultanément
'S8

diagonalisable. On note B; la base obtenue. Alors UBi est une base de E

=1
formée de vecteurs propres de tous les éléments de U. O
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5.7. Sous-espaces caractéristiques

Définition 5.7.1. Soit A une valeur propre de u et soit a la multiplicité
de A comme racine de x,. Le sous-espace caractéristique associé a \ est le
sous-espace vectoriel Ey = ker((u — ANidg)®) de E.

Proposition 5.7.2. Si A\ est une valeur propre de u, alors le sous-espace
caractéristique associé Ey est stable par u.

Démonstration. Exercice. O

Supposons que Y, soit scindé dans K :

r

Xu(X) = H(X —\)“

i=1

Alors par le théoréme de Cayley-Hamilton et le lemme des noyaux,

E= P E

1€[[1,r]]

ou pour tout i, F; = ker((u— \;)%). Pour tout ¢, on note u; 'endomorphisme
induit par u sur F;.

Alors le polynéme minimal m; de u; divise (X — ;) puisque ce polynome
annule u;. Ainsi, le polynéme caractéristique y; de u; est de la forme (X —/\Z-)fi
ou f; = dim Fj;, puisque m; et y; ont les mémes racines.

Comme Yx; est scindé, u; est triangulable. Soit pour tout ¢ une base B; qui
triangule ¢, on note

Ao tie oo oot
0 A ta23 ton
T; = Matg, (u;) = | : : (5.2)
ln-1n
0 0 A

Soit B une base de E obtenue en concaténant By, ..., B,. Alors la matrice
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T = Mat,(u) peut s’écrire par blocs

T, 0 ... ... 0
0 T, 0 ... 0
T = (5.3)
0
0 ... ... 0 T,

On voit que x, = H x; donc e; = f; = dim F; pour tout <.
i=1

5.8. Décomposition de Dunford

Ici, on note différemment la dimension de £ : dim E = p

Définition 5.8.1. On dit qu’un endomorphisme n de L(FE) (resp. une ma-
trice N de M,(K) ) est nilpotent (resp. nilpotente) s’il existe un entier naturel
non nul e tel que n® =0 (resp. N¢ = 0). Le plus petit de ces entiers est appelé
indice de nilpotence de n (resp. N ).

Proposition 5.8.2. Soit n € L(E). Alors n est nilpotent si et seulement si
Xn(X)=X? (oup=dimFE)

Démonstration. Exercice. ]

Exercice 5.8.3. Soient n et n’ deux endomorphismes nilpotents de E.
1. Montrer que sinon’ =n'on, alorsn+n' est nilpotent.
2. Est-ce encore vrai sinon’ #n’'on ?

Exercice 5.8.4. Montrer qu’un endomorphisme diagonalisable et nilpotent
est nul.

Théoréme 5.8.5. Soit u un endomorphisme de E tel que x, est scindé dans
K. Alors il existe (d,n) € L(E)? unique vérifiant les propriétés suivantes.
(1) d est diagonalisable.
(i1) n est nilpotent.
(i) u=d+n
(iv) don =nod.

De plus, il eziste des polynomes D et N de K[X] tels que d = D(u) et
n = N(u).
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Démonstration. Montrons d’abord 'unicité. Soient d, n comme dans I’énoncé
du théoréme, et soient D et N les polynémes correspondants. Soit (d',n') €
L(E) tel que d'on’ =n'od', d est diagonalisable, n” est nilpotent, u = d'+n/'.
Alors d' et n’ commutent avec u. Comme d et n sont des polynémes en u, d’
commute avec d et n’ commute avec n. Ainsi, d —d = n’ — n est a la fois
diagonalisable et nilpotent. On en déduit que d = d' et n = n’.
Montrons maintenant ’existence. On reprend la notation
r
Xu(X) = H(X — i)Y

i=1
et on note F; = ker((u — X;)®) Pespace caractéristique associé a \;. D’aprés
le lemme 7?7 des noyaux,

E= P E

i€[[1,7]]
et il existe des polyndémes m; € K[X] pour i € [[1,r]] tels que pour tout

i € [[1,7]], pi = mi(u) est la projection sur E; parallelement a @ FE;. Soient
J7#

D(X) = Z Ami(X) et N =X — D(X)

Alors d = D(u) est diagonalisable car sur chaque F;, il induit 1’endomor-
phisme \;idg,. De plus, n = N(u) est nilpotent cal sur chaque E;, il induit
I’endomorphisme u — \;idg, qui est nilpotent d’indice de nilpotence inférieur
ou égal a e;. Il est clair que d +n = u et enfin, d et n commutent car ce sont
des polynomes en u. O

Remarque. On déduit facilement de ce théoréme un résultat similaire pour
toute matrice A € M,,(K). On parle alors de décomposition de Dunford de
A.

Exemple. Soient T; (pour i € [[1,7]]) et T les matrices des égalités (?7) et
(?7?) ci-dessus. Soit pour i € [[1,r]] N; = T; — N\, (ici, e; est la taille de T;).
Alors N; commute avec D; = \;I.,. De plus, NJ* = 0.

Soient les matrices

Di 0 ... ... 0
0 Dy 0 ... 0

D=
0
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et
Ty — D, 0 0
0 Th,—Dy 0 ... 0
N=T-D=
0
0 ... 0 T.—-D,

Alors D et N commutent, "= D + N, D est diagonalisable (car diagonale)
et N est nilpotente.

5.9. Exercices
Exercice 5.9.1. 1. Soient A € M, (C) et B € GL,(C). Montrer que

XAB = XBA-
2. Montrer que cette égalité reste vraie si B n’est pas inversible.

Exercice 5.9.2. Soient R un anneau commutatif et A, B € M, (R). Montrer
que

I, 0O, XI,—AB —-A I, 0O, X1, —A

B I, 0, X1, -B I, 0, XI,— BA

En déduire que x4 = XBA-
Exercice 5.9.3. 1. Soit K un corps commutatif de caractéristique dis-
1 11
tincte de 3. Diagonaliser la matrice A= |1 1 1| € M3(K).
1 11

2. Si Car(K) = 3, montrer que A n’est pas diagonalisable. Trianguler A.
1 1 1

Remarque. Plagons nous dans le cas ou K =R. St P=1]11 -1 0 |,

1 0 -1
3 00
on trouwve P7YAP = |0 0 0. Si lon utilise la théorie des espaces vec-
000

toriels euclidiens, on se souvient que comme A € M;3(R) est symétrique,
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il existe une matrice U orthogonale (c’est-a-dire d’inverse U~ = 'U) telle
que 'UAU = D. En utilisant par exemple un procédé d’orthonormalisation
de Gram-schmudt sur une base de l’espace propre associé a la valeur propre
0 et en normalisant le vecteur propre associé a la valeur propre 3 choisi, on

1/vV3 1/vV2  1/V6
obtient U = | 1//3 —1/v/2 1/V6
1/V/3 0 —2/v6

Exercice 5.9.4. Soit K un corps commutatif de caractéristique nulle. Soit
n un entier naturel non nul. Diagonaliser la matrice A de M,,(K) dont tous
les coefficients sont égaux a 1.

Exercice 5.9.5. Soit A € M,,(K) une matrice de rang 1. Montrer que A
est diagonalisable si et seulement si Tr(A) # 0.

Exercice 5.9.6. Donner la décomposition de Dunford de la matrice

Exercice 5.9.7. Soient u € L(E) et F' un sous-espace vectoriel de E stable
par w. Définir l’endomorphisme de E/F induit par u.

Exercice 5.9.8. Soient uw € L(E) et m, son polynéme minimal.

1. Soit P € K[X]. Montrer que P(u) est inversible si et seulement si P
est premier a m,,.

2. Dans ce cas, montrer qu’il existe un polynome @ € K|[X| unique tel
que P(u)™' = Q(u) et degQ < degm,.
Exercice 5.9.9. Soit w € L(FE). Pour tout x € E, on note Klu](z) =
{P(u)(z) : P e K[X]}. On fixze un élément x de E.
1. Montrer que Klu](z) est un sous-espace vectoriel de E stable par u.
On suppose maintenant que K|u](z) = E.

2. Soit m,, le polynome minimal de u et soit d = degm,. Montrer que
B = (z,u(z),...,u(z)) est une base de E (donc dim E = d).

3. En utilisant le théoreme 7?7, montrer que X, = (—1)%m,,.
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4.

5.

On pose my = X4+ ag_1 X+ - 4+ ag. Montrer que

0 0 .. 0 —ag
10 o 00—y
Mats(u) = 01 0 ... —ay
1 0
0 o 001 —ag

Cette matrice est appelée matrice compagnon du polynome m,,.

Sans utiliser le théoreme 77, retrouver le fait que x, = (—1)%m,.

Exercice 5.9.10 (Théoréme de Cayley-Hamilton, version forte). Soit u €
L(E). On a déja démontré au paragraphe 7?7 que m,, divise x,,. On donne une
autre preuve de ce fait et on démontre en plus que m, et x, ont les mémes
facteurs irréductibles.

On fera appel au résultat de 'exercice 77, question 5 (que l'on obtient
sans utiliser le paragraphe 7).

1.

3.

4.
d.

Montrer le résultat dans le cas ot il existe x € E tel que E = K [u](z)
(voir lexercice 77, question 5). En déduire le résultat dans le cas ot
dim £ = 1.

On suppose le résultat vérifié si dim E < n. Soit E de dimension n.

Soit © # 0. Soit F = Klu|(z). On suppose que F # E. On note
v lendomorphisme de F induit par u et w ’endomorphisme de E/F
induit par u (voir l'ezercice 77 ).

Montrer que Xy = XoXw €t que PP (M, My, ) [My|mymy,.

Montrer que m,, divise .

Soit P un polynéme irréductible divisant x,. Montrer que P divise m,,.

Exercice 5.9.11 (A propos d’endomorphismes simultanément diagonali-
sables). Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Soient u et v deux
endomorphismes de E simultanément diagonalisables.

1.

Eziste-t-il un polynéme R tel que v = R(u) ¢ (Réponse : non, penser
par exemple au cas ot u = idg, ou bien ot u = 0, et ou v n’est pas une
homothétie).

On suppose K infini. Eziste-t-il un endomorphisme w et deux poly-
nomes P et Q de K[X]| tels que v = P(w) et v = Q(w) ? (Réponse :
out, utiliser une interpolation de Lagrange).
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3. Montrer que ce résultat est faux en général si K est fini.

Exercice 5.9.12 (Une application du théoréme de Dunford). Soient K un
corps commutatif, P € K[X], A € M,(K) et B la matrice de Ma,(K)

définie par blocs de la maniére suivante.

A P(A)
0 A

On note respectivement my et mp les polynémes minimauzr de A et B.
On veut montrer que B est diagonalisable si et seulement si A est diago-

nalisable et P(A) = 0.

1. Montrer que si A est diagonalisable et si P(A) =0, alors B est diago-
nalisable.

2. Montrer que m 4 divise mp.

3. On suppose B diagonalisable. Déduire de la question précédente que A
et diagonalisable. Montrer ensuite que P(A) = 0 (on pourra utiliser
Punicité de la décomposition de Dunford).

4. Montrer que C' = est diagonalisable si et seulement si A = 0.
0 A

/
5. Soit A" une matrice qui commute avec A. Soit B = . Vérifier

0 A
que la encore, B est diagonalisable si et seulement si A est diagonalisble

et A =0.
‘ 10 01 A A ‘
6. Soient A = LA = et B = . Veérifier que
0 0 0 0 0 A

AA" £ A'A. La matrice B est elle diagonalisable ?

Exercice 5.9.13 (Preuve constructive du théoréme de Dunford en caracté-
ristique nulle). On suppose K de caractéristique nulle. Soit A € M,,(K). On
suppose que X 4 est scindé dans K. On rappelle la formule de Taylor sur les
polynomes. Si P € K[X] de degré d, alors pour tout a € K

P A
(@) g
7!

d
Pla+X)=>_

1=0

Cette égalité s’obtient en utilisant la formule du bindéme sur chaque terme
(a + X)*. Ainsi, elle est également vérifiée si a € K[X].
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1. Soit P = xa/pged(xa, X's). Montrer que P n’a que des racines simples
et que P(A)" = 0.

2. Montrer qu’il existe U etV dans K[X] tel que UP' +V P = 1.
3. On pose ho(X) = X. Montrer que P(hg) =0 mod P.

4. Soit k > 0. On suppose qu’il existe un polynome hy, € K[X] tel que
P(hy) =0 mod P?". Soit R € K[X]. En utilisant la formule de Taylor
sur les polyndmes, montrer que

P(hy + RP(hy)) = P(h)(1 + RP'(h)) mod P(hy)?
5. En déduire que
P(hy — U(hy)P(hs)) =0 mod P*"

On pose hyy1 = hy — U(hy) P(hy).
On a donc défini par récurrence une suite (hy)gen telle que pour tout
k,

P(hx) =0 mod p*

6. Soient k un entier tel que 28 >n, D = hy, et N = X — D. Montrer que
(D(A),N(A)) est la décomposition de Dunford de A.

Remarque. Cet algorithme s’étend au cas ou K est un corps parfait. En
particulier, cela fonctionne si K est un corps fini mais dans ce cas, il faut
aménager la question 77 : il est un peu plus difficile de trouver le polynome

P.
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