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2 Introduction

Dans ce travail, on se propose de calculer les valeurs des fonctions de Dedekind aux
entiers négatifs. La fonction zéta de Dedekind joue un role important en théorie des
nombres surtout dans 1’étude des nombres premiers. Nous allons essayer de montrer une
version affaiblie du théoréme de Klingen-Siegel. Une grande partie de ce TER consiste a
réaliser des expérimentations numériques pour des valeurs négatifs petits.

Le travail se repose principalement sur deux articles de Don Zagier [3] et [4]. Dans le
premier, on étudiera la construction de fonction zéta a partir des "cones" dans R2. On se
focalisera sur les cones en deux-dimensions car le corps K est quadratique réel. Dans le
second article, nous allons faire des liens avec le premier, avec des L-fonctions spéciales,
qui utilisera des propriétés de somme de Dedekind. Les expérimentations numériques
sont codées en Java et en langage C (PARI/GP). Nous terminerons en étudiant le lien
entre les corps quadratiques et imaginaires ayant des discriminants associés que 'on va

définir.

3 Généralités
3.1 Notations

Si X est un ensemble fini, Card(X) désigne le cardinal de X.
On notera Z, N, Q, R, C I’ensemble des entiers, entiers positifs, rationnels, réels, com-
plexes.
Le groupe des éléments inversibles d'un anneau A est noté A* et nous supposons que
tous les anneaux que nous considérons sont commutatifs.

En général, nous notons K pour un corps.



3.2 Formes quadratiques binaires entiéres

3.1.1 Le symbole de Legendre

Soit p un nombre premier impair. Etant donné un entier n, le symbole de Legendre
(%) est défini par

0 sipdivisen
n
(—) = 1 si n est un carré dans F;

—1 sinon

3.1.2 Le symbole de Jacobi

Soit n > 1 un entier r impair et considérons sa factorisation n = [[ p®, Etant donné

p

un entier m, le symbole de Jacobi (%) est défini par

(=) -11(%)

p

Le symbole de Jacobi (%) ne dépend que de I'image de m dans Z/nZ et on a les identités
uv uy (v u u\ [u
) =G G e Ga) =G ()
n n/ \n mn m/ \n
3.2 Formes quadratiques binaires entiéres

Définition .1. Une forme quadratique binaire entiére est une fonction @ : Z? — 7Z, telle

quil existe a, b, ¢ € Z vérifiant : Q(p, q) = ap® + bpq + cy*,Vp,q € Z.

Remarque .2. La forme Q est uniquement déterminée par le triplet (a,b,c) € Z3, par

la suite, on peut désigner la forme Q par le symbole (a,b,c).
Définition .3. Le discriminant de la forme Q=(a,b,c) est I'entier disc(Q)=b? — 4ac.

Exemple 1. Le discriminant de 22 + dy? est —4d. Remarquons qu’il s’agit de I’équation
de Pell-Fermat.

Définition .4. La forme (a,b,c) est dite primitive si a,b,c sont premiers entre eux dans

leur ensemble.

Remarque .5. On notera parfois Q(Z?) I'ensemble des formes, qui est un groupe abélien

pour l’addition des fonctions.

Proposition .6. Si g € Q(Z?) et M € My(Z), on note g-M la forme quadratique (x,y) —

q (M <x>) Pour tout M, N € My(Z) et tout q € Q(Z*) : (¢-M)-N =¢q-(MN) et q
Y
IQZQ



3.3 Finitude du nombre des classes d’idéaux d’un anneau de nombres

Le changement de coordonnées est particulierement important lorsque M=Mat(u,v)
qui est la matrice des vecteurs u et v dans la base canonique et que (u,v) est une Z-base
de Z?* ie. P € GLy(Z).

Rappelons que
SLy(Z) :=={P € GLy(Z)|det(P) = 1}

Définition .7. Deux formes quadratiques q et ¢’ sont dites équivalentes (resp. propre-
ment équivalentes) s’il existe une Z-base u, v de Z? (resp. une Z-base directe) telle que
q’(x,y)=q(xu+vy) pour tout x, y € Z. Ce qui revient a dire qu'il existe € GLo(Z) (resp.
P € SLy(Z)) tel que q'=q -P.

3.3 Finitude du nombre des classes d’idéaux d’un anneau de

nombres

Nous allons rappeler quelques notions classiques.

Définition .8. Deux idéaux I et J de A sont dits équivalents, et 'on note I ~ J, s’il
existe x, y A non nuls tels que I = yJ, ou ce qui revient au méme s’il existe z € K*
tel que zI = J. C’est une relation d’équivalence sur I’ensemble des idéaux non nuls de A

dont on note CI(A) 'ensemble des classes.

Définition .9. Groupe des classes au sens restreint

Le groupe des classes au sens restreint est par définition
i = ;—z
ol I est le groupe des idéaux fractionnaires non nuls de K, et ot P;* est le sous-groupe
de I des idéaux principaux totalement positifs, c’est a dire si (o) € P, a € K*, alors
tous les plongements réels de a sont positifs.
En particulier, Si ¢l désigne le groupe des classes de k, on a la formule suivante

or

T 03] "

| el |=] el |

ol 1 est le nombre de plongements réels de k, Uy est le groupe des unités de K, et U le

sous-groupe des unités de K, totalement positives.

3.4 Reésultats et définitions classiques

L’objet central du TER part de la fonction Zéta de Riemann, définie pour R(s) > 1,

par la série suivante :

C(s)=) n



3.4 Reésultats et définitions classiques

Une des propriétés fondamentales de cette série est sa factorisation, plus précisément la

factorisation en produits Eulériens.

Théoréme .10. Quand R(s) > 1, nous avons :

()= _ne=]Ja-p)"

p

Démonstration. Vu en Théorie des Nombres 2. O
Théoréme .11. I existe une infinité de nombres premiers p.

Démonstration. On va voir qu’au voisinage de s=1, la fonction
1
N
[Ir =tog(-——)
peP

Ainsi Hpep p~! diverge, ce qui prouvera notre théoréme. Nous aurons besoin du lemme

suivant. ]

Lemme .12. ((s)= -5 +¢(s) ot ¢(s) est une fonction holomorphe sur le plan R(s) > 0.

. . _ +1 ,_ . .
Démonstration. Remarquons que ﬁ: floot Sdt =57, fn" t~5 dt Ainsi nous avons :

1 0 n+1
- - St
€)==

Il suffit de montrer que le membre de droite de 1’équation converge absolument sur

R(s) > 0. Ceci est dir au fait que :

n+1 n+1 n S
/ n =t °dt = / / dx dt
n n t xs+1

n+1 n
s 5]
|/n /t et < e

La partie nm‘(sﬁ converge absolument pour tout s tel que R(s) > 0, d’ou la preuve. [

et que

Prouvons maintenant le theoréme précédent.

Démonstration. Rappel du théoréme : Il existe une infinité de nombres premiers p.
La fonction zéta posséde clairement un poéle simple pour s=1. Ainsi nous allons prendre

le logarithme de 1’équation suivante :

H ! Isil—l—qb(s),s;él

1
pEP p?



3.5 Caractére de Dirichlet

Le devéveloppement de Taylor de log(]] %) nous donne :

peP 1—

Z ZZw —+¢<>>

pE]P’ peP k>2

Comme ¢(s) est holomorphe alors :
1 1
log(-—7 +¢(s)) ~ log(-—) s 1

I nous reste & montrer que ¥(s) = ZpE]P’ D k2 # est majoré par une série adpatée. En

effet, ¥ est majorée par Y- =37 oy S 2 5pmT) S 2onee niT)
Ainsi 9(s) est bornée et on a vu que log(C (s)) ~ log(+), nous avons immédiatement :

1 1
—Nl
> — og(-—7)

peP p

]

Proposition .13. La fonction zéta de Riemann ((s) se prolonge analytiquement en une
fonction méromorphe dans tout le plan complexe avec seul pole s=1. La fonction £(s) =
W’gf(g)C(s), est une équation qui prolonge ¢ sur tout le plan compleze, et £(s) = &£(1—s).

De plus, nous avons vu en cours de Théorie des Nombres 2 que :

((k)=0,k=0 mod 2 (2)
(k)= (-1 52k =1-2n ®)

Ou B,, est le n-ieme nombre de Bernoulli.

3.5 Caractére de Dirichlet

On considére 'anneau Z/DZ, avec D un entier strictement positif. on rappelle que
lordre de Z/DZ est ¢(D) ou ¢ est indicateur d’Euler de D.

Définition .14. Un caractére de Dirichlet modulo D est un morphisme de groupes :
x:(Z/DZ)* — C*

Nous pouvons étendre le caractére & Z, en posant x'(n)= x(n mod D) si n premier & D

et x'(n)=0 sinon.

Exemple 2. Considérons (Z/3Z)* = {£1} Donc il n’existe que deux caractéres de
Dirichlet modulo 3 :
1) x1 =1, il s’agit du caractére trivial.
1 sin=1
2) x1(n)=

-1 sin=2



3.6 Fonctions L(s,x) de Dirichlet

D ‘ tl tére trivial
Proposition .15. 3 X(a){ o(D) six estle caratére trivia

a€(Z/DL)* 0 sinon
D a=1
Proposition .16. > y(a)= o(D) sia
X 0 sinon

3.6 Fonctions L(s, x) de Dirichlet

Définition .17. Une série de Dirichlet est une série de la forme :

Qn

avec a, € C et s une variable complexe.
Nous rapplons quelques lemmes classiques sur les fonctions L.

Lemme .18. Si la suite (a,)n>1 est bornée, la série L(s) converge normalement sur

{R(s) > r} avec r réel > 1. En particulier, elle définit une fonction holomorphe sur
{R(s) > 1}.

Démonstration. ¥V n € N* et Vs € C, |n*| = n™®) comme la série a termes positifs
> o1 =5 converge bien quand s est réel > 1, qui est inférieure a 1+ [ ¢ 5dt =1+ 5,

n=1 ns

d’oul le lemme. ]

Définition .19. La fonction L de Dirichlet associée a un caractére xy modulo D est la

série suivante

Lis,x) =) xn)

n
n=1
Remarque .20. 1. L(s, x) converge absolument si R(s) > 1.
2. L(s,x) admet une factorisation en produits Eulériens.

Définition .21. La fonction L de Dirichlet associée & un caractére y sur les idéaux est

la série suivante

Lol = X g = TT0 = xev ) 9)
p

=TI 1T —x)Nm)™)™"

P pl(p)



4 Une méthode particuliére pour s’approcher de la fonction zéta de Dedekind 8

4 Une méthode particuliére pour s’approcher de la

fonction zéta de Dedekind

L’objectif de ce chapitre est de démontrer le résultat de la fonction zéta d’une classe
d’idéaux A d’un corps quadratique réel evalué aux entiers négatifs est rationnel.
On denote la fonction zéta d’une classe d’idéaux A d’un corps quadratique réel de la

facon suivante :

((A,—n) = > Pu(a,b,c)
(a,b.0)

a,b,c
ol la somme se porte sur les formes quadratiques réduites au sens de Gauss az?+bxy+cy?

associées & A et ®,, est une fonction rationnelle.

4.1 La décomposition de ((M, s)

Soit K un corps quadratique réel i.e. de la forme K:Q(\/E), ou d est sans facteur
carré et d > 0. Nous allons prendre M un Z-module de rang 2 de K.

Proposition .22. Soit K un corps quadratique de discriminant réduit d et notons Ok

son anneau d’entiers. On a alors lidentité O = Zlw/, avec

2

\/E sinon

Définition .23. Un ordre O est un sous-anneau de C qui est finiment engendré en tant

{ LVl g d = 1(modd)
w =

que groupe additif.

En particulier, M est un Z-module de rang 2. Soit V le groupe des unités € totalement
positives (e > 0) telles que eM=M. De fagon équivalente :
V:={a €O, a=12+ywtel que z,y > 0 et eM=M } ot (1,w) est une Z-base de Ok.

Proposition .24. Soit K un corps quadratique et soit M C Ok un ordre contenant
une Q-base de K. Alors M admet une Z-base 4 deux éléments. On note D(M) € Z le

discriminant d’une Z-base quelconque de M.

Définition .25. Le discrminant absolu de K est Ax g = Ak (w1, ws) ol (wy,ws) forme

une Z-base de Og.

Lemme .26. Soit M un ordre de O de Z-base (vi,v3) et Ok a pour Z-base (wy,ws).
La norme de M N(M) est l’indice de M dans Ok est donné par :

Akjg(v1,v2) = N(M)?Agjg(wr, ws)



4.2 Forme quadratique primitve

Le discriminant de M, Ag/q(v1,v2) s’écrit aussi de la fagon suivante qui est équiva-
lente :
Agg(vi,v2) = (vivy " —vpvpt)? (4)
Passons maintenant & la définition de fonction zéta de M par
s 1
C(M,s)=N(M)* )

Gy N©
&0

Dans notre cas d’étude, ((M, s) = ((A4, s), avec ((A, s) défini comme au début du chapitre
ou A est la classe d’idéaux du corps quadratique réel K contenant M, ainsi
((A,8)=) N(a)~*
acA

est la fonction zéta usuelle comme a défini Takuro Shintani.

Lemme .27. Soit A une classe d’idéeavx de K et J un idéal dans la classe A=t. Alors
Papplication I — 1J est une bijection des idéaur de A de norme n vers les idéaux prin-

cipaux de Ok contenus dans J et de norme nN(J).

Remarque .28. En utilisant le lemme précédent, il est clair que ((4,s) = (A7, s)

4.2 Forme quadratique primitve

Soit (&1, &) une Z-base de M, la fonction

M — Q

&€

$= N

devient une forme quadratique entiére primitive

Qz,y) = N(z& +y&)

N(M)
de discriminant Ag. L’action de SLy(Z) sur Q est définie lorsque nous ne considérons
que des bases orientées i.e. vjvy — vov; > 0. La forme est invariante aux scalaires. On
obtient ainsi une bijection entre les classes d’équivalences des ordres M avec D fixé et les
classes d’équivalences de formes quadratiques entiéres primitives de discriminant D qui

est une partition de Q(Z?).

Théoréme .29 (Lagrange). Soit D € Z non nul, A équivalence pres, il n’y a qu’un

nombre fini de formes quadratiques de discriminant D.

Lemme .30 (Réducion de Gauss). Toute forme @ de discriminant D est équivalente a

une forme (a,b,c) avec |b| < |a| < |c|, une telle forme satisfait —b+2‘c/5 >1> —b_Q\c@ >0



4.2 Forme quadratique primitve
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Démonstration. Le lemme prouve le théoréme de Lagrange puisqu’il n’y a qu'un nombre

fini de triplets (a, b, ¢) satisfaisant les conditions. ]

Si nous nous intéressons aux formes équivalentes Q) reliées & M, il n’y aura qu'un
nombre fini de formes réduites au sens de Réduction de Gauss. Nous pouvons les retrouver
et les indicer en fonction de k € N.

Théoréme .31. Les formes réduites sont de la forme

VD

) = —(pwg + w/ +
Qr(p, q) p— (pwr + ) (pwi + q)
ou k=0, 1, ..., r-1, les wy, ...... ,w_1€ K sont obtenus a partir des fractions continues

spécifiques.

Démonstration. Rappelons que (£, &) est une Z-base orientée de M. En développant %

en fraction continue

&1 1
—-— = a9 — :[[a07&17a27'”]]
&2 1
a] —
1
ayg — ———
a3—--.
avec a; € 7, ag,a1,a9,--- = 2, il existe iy = 0 et v > 1 tels que a;1, = a; pour tout

t = 19, c’est a dire que cela va créer une bouche a partir d'un certain rang ig. Nous
allons récupérer cette boucle ou période ((ai, @ig+1,- -+ 5 Qig+r—1)) qui est invariante a
permutation cyclique prés si on choisissait une autre base (£1,&) de M. On renomme
b=((bg, b1, -+ ,b,_1)) la période que nous avons extraite avec b; € Z et b; > 2.

En étant donné la période b, on I'étend & une période d’entiers paramétrée par les

entiers qui sont définis par by = bgpmoar- De plus, pour tout entier k, on définit

1
wy = [ [bk, brrr, -+ 3 brrr1]] = bk — )
brv1 —
5 1
k2 —
2
[[bk,brs1, -+ berr—1]] indique une fraction continue infinie d’une périodicité r. Remar-
quons que wi = w4, pour tout entier k. Par définition
1 1
Wy = b() — = bo - —
1 w1
by —
" 1
S

wo



4.2 Forme quadratique primitve 11
Par récurrence, on a
1 1
Wp = bk — = bk —
1 W1
b1 —
; 1
k+2 —
P b
O]

On a alors défini les nombres totalement positifs Ay € K de la fagon suivante :

Ay = 1, A1 = Apwy,

Comme wy, = by — —— alors
Wr+1

A+ Ak—i—l = bkAk7Vk S/

Nous avons M = Zwy + Z Z-module de rang 2 de K=Q(+/D) par définition de wy et

qui a pour base {1, wg}. On a que A_; = wy et Ag = 1 et en utilisant la relation de

récurrence, on obtient

M =7ZA, + Z A,

(5)

Remarquons que Aj A, 1 — ApA, | = wy — w)y = N(M)V/D, la forme associée & M

en (Ag, Ax_1) est la forme @ que nous avons mentionné dans le théoréme.

N(pAg_1 + qAy)
N(M)

Qr(p,q) =

Proposition .32. A, appartient au groupe des unités V de M.

Démonstration. Par construction

1
Akz—i—r = Ak

WrWi+1 * * * Witr—1

Or wy = w4, alors :
1
Appr = ————— Ay = A A,

WLWsg - - - W,

d’aprés la relation (5)), on a A, M = M alors A, € V groupes des unités de M.

En particulier,

1
A= — =

w1w2 .. ‘wT'

ou € est le générateur de V avec € > 1

(6)



4.2 Forme quadratique primitve
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Remarque .33. L’action du V sur la base (A, Ax_1) est presque transitif. En particulier,
nous avons €A, = Aj_,. La matrice de multiplication par € sur M en termes de sa base

(&1,&) = (A1, Ag) peut étre calculée de la fagon suivante. Nous rappelons que nous avons

Ay = —prA_y + qudo, ol % = [[bo,br, -+, bp_r]] (7)

o1 (51) _ (Ar—l> _ (_pr—l _pr> (fl) (8)
§2 Ar dr—1 qr €2

Il s’ensuit que la matrice de € est donnée par

qr Dr _ boq — p q _ by —1 b4 —1 (9)
—Gr-1 —DPr-1 —bop’+@ Y 10 ] 0

L = [0 r oo b (10)

Avec ¢ =1,p=0sir =1 et p’ est I'inverse de p mod gq.

Ce qui implique que

ol

p' =0(resp 1) sir = 1(resp 2).

Proposition .34. Soit £ € M, £ > 0. Alors on peut écrire & sous une écriture unique
sous la forme

gszk—l_{—qu? avec k7 b, q EZ’7 pZ 1aQZ 0
Démonstration. On rappelle que
M = Zwo + 7, = ZAk + ZAk_l

Ainsi, nous pouvons, pour chaque entier k, écrire £ comme pAg_; + qA; avec p, q € Z.

Ak é Ak Ak,1
= 1,q> — <2< —
P q>20 — A;<5’<A;€A;€_1

Or d’apres la définition récurrente de Ay, nous déduisons que

Ay A Ap A4 A_o
O<---<A—/2<A—,1<A—6:1<A,_1<A,_2<-
et 4 A
. k . Ak
/}LI?OA_;_O’kEIPOOA; >

D’ou il exsite exactement une seule valeur de k qui satifait

Ap & ApAra
LA & g
Ay & AL AL

qui termine notre preuve de la proposition. O



4.2 Forme quadratique primitve
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Proposition .35. Maintenant que nous avons obtenu une écriture unique de & € M
telle que &€ > 0. On souhaite observer l'action de V, le groupe des unités € totalement
positives telles que eM = M, sur l'ensemble {£ € M| > 0}. Or d’apres 1.9), multiplier
& par € dans son écriture pAy_1 + qAy est équivalent a remplacer k par k-r. Ainsi, nous

avons

{ceMe>oy/v= ) UlpAri+ae}

k(mod r) p=1
q=0

Ainsi, la fonction zéta que nous avons définie au début

EeM/Vv
€30
devient
Z ZNPAk 1+ qAg)® ZZ Qk

/

ot le symbole Y ' est défini par

N =
O
»Q

) =D )  fp.a) %Z -

Théoréme .36. Soit M un module de rang 2 dans un corps quadmtzque réel, alors la

fonction zéta de M posséde la décomposition
1
C(M,s)=D (D, '"57—=)
% ; Q(p.q)

\ !/ ) . L .
ou Y est défini comme avant, et Q) parcourt les formes réduites dans la classe des formes

quadratiques associée a M.
Démonstration. Cela utilise les deux propositions précédentes. O

Proposition .37. Interprétation géométrique

Nous identifions ordre M & un sous-réseau de R?, en plongeant M dans R? par

E— (£,€) et {€ € MIE > 0} est identific a M N R On rappelle r la longueur de
la période de la fraction continue construite dans le théoréme 2.10. Nous savons qu’il
existe r vecteurs canoniques Ag, Ay, -+, A, dans M (dépendants de la séquence b =
(bo, by, -+ ,b—1) créé dans le théoréme 2.10). Les rayons passant par ['origine et Ay
divisent R% en une union infinie de cones Cy. Le k-ieme cone Cj, dont les extrémités sont
définies par les vecteurs Ay et Ajpy1. Mais nous nous intéressons a {£ € M|§ > 0}/V,
puisque un générateur € de V envoie Cy sur Cy_,. Alors {{ € M| > 0}/V se décompose
en r cones non-singulieres isomorphes a N*> = {(p,q) € Z*| p,q = 0}. i.e. les points de

bord c’est a dire les points & tels que p ou q = 0 sont comptés avec la multiplicité %



4.3 Calculer ((M,s) 14

Proposition .38. M/V posséde un domaine fondamental qui est un cone semi-ouvert

de dimension 2, son adhérence est le cone ( Ay, A,).

FIGURE 1 — Un domaine fondamental de M /V

Exemple 3.
8 K = Q(V/7)
M=ZU}0+Z
> w =T (3,6
w; =3+ V7=[6,3]]
6 V ={e"}, e=wow, =8+3V7
AA' r=2

FIGURE 2 — Exemple avec Q(ﬁ)

4.3 Calculer ((M,s)

Nous avons trouvé précédemment :

s . 1
(M,9) = zk: 2 Qr(p.a)°
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Nous allons alors poser une forme quadratique générale a coefficients réels positifs et

nous souhaitons que les racines de 1’équation
2 —
ct®—br+a=0

soient w, w’ avec w > w', ainsi nous avons

b+vD , b—+D
W= ——" W = ——

2c 2c

, tel que Q(p,q) = (pw + q)(pw' + q)

w—w

Et nous définissons une fonction Zg(s) : {R(s) > 1} — C de la facon suivante

S
Za(s) =2 Qr(p,q)°

ou . ' est défini dans |35

L’objectif de ce TER est de montrer que sur les valeurs négatives, la fonction zéta définie
par Zagier est en fait rationnelle. Mais pour l'instant, Zg est définie sur le plan {§(s) >

1}, il faut ainsi prolonger analytiquement Zg sur tout C. D’ou le théoréme qui suit.

J Sy X w, )
Théoréme .39. La fonction Zg(s)— M’?%i(“’) se prolonge analytiquement sur une fonc-
tion entiere sur tout C et Zg(—n) € Q si n est entier positif. En particulier, Zg(—n)

s’exprime par des fonctions rationnelles en a, b, ¢ avec des coefficients rationnels de la
forme suivante

(—1)nn! Boyyo

nla, b, c nla, b, c
oy = U0 Bt ) | S

(e + D) 4 e

ou By est le k-ieme nombre de Bernoulli et f, et g, sont des polynomes définis de la

facon suivante

n — )
fn(a7 b, C) _ ;(_1)TT!(2:LTL+ 17"2- 2r)!arb2n+1—2rcr (11)
2 Br—l—l B2n+1—r
gn(a,,c) __§r+12n+1—rdr’n (12)
avec d,,, défini par
in: dr,nxryQ”_T = (ax® — by + cy®)" (13)
r=0

Nous allons prouver ce théoréme important, mais d’abord nous avons des résultats in-
téressants que nous pouvons obtenir en utilisant des méthodes numériques en Java et
Pari-GP.

Par exemple, étant donné une forme quadratique Q(p,q) = ap* + bpq + cq*, comment
extrayons-nous les coefficients d,,, définis juste avant ¢ Nous utilisons le programme sui-

vant sur Pari-GP
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coeffs (P, nbvar) ={
if (type(P) != "t POL",
for (i=1, nbvar, P = [P]);
return (P) );
vector (poldegree (P)+1, i, coeffs(polcoeff(P, i—1), nbvar—1))
}

Comme entrée la méthode prend un polyndéme et un entier n qui indique le nombre de
coefficients que nous souhaitons obtenir.

Il existe certaines valeurs de n, ow il est facile de calculer Zg(—n) telles que :

Zq(0) = 5 (- +-) =

1 b —6abc b — 6abe

1
Z — — b 14
o(=1) 144()( 2 T a )+ 144 (14)
1 b5 —10a3bc + 30a2bc® b° — 10a’be + 30a2bc? 1
Zo(—2) = ——)
o(=2) = 35550 @ + = )~ 3gotlet o)

Voici une implémentation en Java

public static BigRational Z_ @ zero(int a, int b, int c){
BigRational b on_a=new BigRational(b,a);
BigRational b on_ c=new BigRational(b,c);
BigRational fin=(new BigRational(1,24).times(b_on_a.plus(b_on_c))

return fin;

Point d’attaque : Pour démontrer le théoréme précédent, nous aurons besoin
de plusieurs ingrédients. Commencgons par un lemme sur la formule de développement

asymptotique.

Lemme .40. Soit ¢(s) = > axA~® une série de Dirichlet ou {\} est une suite de
AS0

nombres réels positifs convergeant vers +oo. Soit f(t) = > are ™ la série exponen-
A>0
tielle correspondant & ¢(s). Supposons que f(t) quand t — 0 posséde un développement

asymptotique de la forme

fty~ Y Cut" (15)

n=-—1

Alors, on a nombreuses conséquences
1. ¢(s) a un prolongement méromorphe sur tout C ;

2. ¢(s) possede un seul pole qui est simple en s=1;



4.3 Calculer ((M,s) 17

3. Les valeurs de ¢ en entiers négatifs sont : ¢(—n) = (—=1)"n!C,,.

Démonstration. Nous allons négliger la preuve du lemme qui consiste a utiliser la trans-

formation de Mellin ,
I(s)é(s) = / () dt (16)

Pour plus de détails , vous pouvez vous référencer a l'article [4] et le cours de théorie

des nombres de Pierre Charollois, qui présente une technique similaire. ]

Nous souhaitons appliquer le lemme & la fonction Zg(s), il suffit donc de trouver un

développement asymptotique de Y ‘e"@®9¢ en t=0. Introduisons le lemme suivant.
P

Lemme .41. Soit f une fonction C*° a valeurs réelles sur R, qui posséde un développe-

ment asymptotique en t=0 de la forme

t) ~ i apt™ (t— 0) (17)

et telle que C' = fo t)dt soit finie. Alors la fonction g(t) = > f(nt) posséde un
n=1
développement asymptotique en t=0 de la forme
- c 1 1 1
r+1
~ = at’ == — —ag— —art + —agt® — - -- 18
2; R T DT (18)
Démonstration. C’est une conséquence de la formule de Euler-Maclaurin. m

Maintenant prouvons le théoréme.

Démonstration. Théoréme [39]

Soit f(t) = Y. axe ™ la fonction associée a une série de Dirichlet ¢(s) = > axA™*, on
A>0 A>0

aura alors g(t) = Y > aye ™.
n=1 >0

Nous écrivons

antw—/ f(z) dz) +Zﬁr £t 0) (19)

ou 3. = (—=1)" BT“ . Un résultat similaire peut-étre obtenu pour une fonction a deux

()
variables.
ZZF mt,nu) ~ — / / (x,y) dedy) + Zﬁr / FO(2.0) dx)
m=1 n=1

L | FO 0+ S5 B8 F 0,0
r=0 0

r=0 s=0
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ot FU9)(z,y) = 82%;] F(z,y). Donc si t=u alors I’équation devient

Z "F(mt, nu) / / (x,y) dzdy) —|—Zﬂrtr ! / FO(z,0) de)

1 o [oe)
+ R / FU9(0,y) dy) — =F(0,0) + B F9 (0, 0)¢7
;ﬁ (f, T ) = {FO.0+ 338850,
Nous allons alors poser F'(t,u) = e~ Qtu) oy () est une forme quadratique définie comme

avant. On obtient en faisant un changement de variable t2 par t.

—lam mmn Cn > a2n+1 - aw2 X C 2
e S bt [ G
82n+1 2 2 1
n —(az?+bry+cy?) =
+ Z 62n+1t 0 8x2n+1 <€ )|oc:0 dy 4
+5 az?+bry+cy?
+ Z Z 67“53 axra ( ~laxTbytey ))|$:y:0
r=0 s=0 y
ou )
C z/ / e QY drdy = ———log—
o Jo Y 2v/D T
Iégalité (*) est détaillée dans I'article de Zagier.
Puis nous allons détailler [~ %(6_(%2%1%@2))@:0 dx
00 a2n+1 ) ) 00 n (_1)rarb2n+1—2r )
—(ax®+bry+cy?) _odr = ) 1)! 2n+1-2r —cy d
/0 dy2ntl (e Jly=o d /0 (2n+1) Z r!(2n+ 1— 2r)!y “ Y
1 fn(a b c)
= g U

ou fn(a,b,c) a été défini avant. Ainsi

1 w
Z /ef(am2+bmn+cn2)t ~ WBZOQW 1 BZn+2 (fn(aa b7 C) fn(c7 b7 CL) )tn

+ =
— t 2 — 2n +2°  ntl antl
1 > Br+1 Berl
" 7 drn
4 nzo n! Tg r+ls+1" )
r—ijs;2n

ol d,,, est défini dans le théoréme. Ainsi, le théoréme déroule de la formule précédente

et du premier lemme. O

4.4 Conséquences du théoréme

Rappelons que

(000 = S5 ) = 2%

Q k=
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Ainsi la décomposition de la fonction zéta d’un Z-module M dans un corps quadratique
réel dépend des formes quadratiques @y étant définis par[6let des fonctions Zy, associées.
Alors

1. {(M,s) a un prolongement méromorphe sur tout C, possédant un seul pole qui
est simple en s=1;

2. le résidu de ((M, s) en s=1 est donné par

Ress—1((M,s) = Z Ress—1Zg,(s)
k=1

3. ((M,—n) € Qpourn €N

Nous souhaitons obtenir une formule générale pour ((M, s) qui soit indépendante du
module M.

Comme M C Q(\/ﬁ) est un ordre de rang 2 d’un corps quadratique réel, nous avions
déja défini une forme quadratique (rappel : M = ZAy, + ZAy+1)

Qr(p,q) = Lip* + Mypq + Nipq*

avec
Ly, My, N, € Z. , M},> — 4LyN, = D
Alors
o — M, ++D
T o,
par la définition de wy, on en déduit par récurrence que
Ly = Ny, (20)
My 1 = 2b, Ny — My, (21)
Niy1 = biNy — b My + Ly, (22)

Remarque .42. Soit [,m € Z avec | # m. Alors les coefficients de p?, pq, ¢* de Qi (p, q)

sont donnés par des polynomes en b; avec des coefficients entiers.

En utilisant la formule explicite de Zg(0) = 5;(2 +2) — 1, on trouve
1 <, M, M,
M) =S (= +2F ¢
M M
24 L1 Ny
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On en déduit

T

CM,0) = 3550k~ (25)
k=1

On verra que ce résultat équivaut a un résultat connu de Meyer qui est expliqué dans
larticle [3] de Zagier .

De la méme facon pour s=-1

T

1
C(M,—1) = — > (—2Nib} + 3Mb} — 6Liby + 5My,) (24)
k=1

Dans l'article [4] de Zagier, il a expliqué que nous pouvons déduire d’aprés un théoréme
de Siegel que
* 1 . 1 - * *
20(M, 1) = (M, =1) + (M, =1) = == > (My = Ni) + 5 > (M = Ny)  (25)

60 — 60 —

ol M* = AM avec AN < 0 et Qi (p, q) = Lip*+ M; pg+ N} q? sont les formes quadratiques
réduites au sens de Gauss qui correspondent a M*.
Pour la suite, nous souhaitons exprimer ((M,—n) en Ly, My, Ny, by. Pour ceci, on a

besoin du lemme suivant.

Lemme .43. Avec les notations du théoréeme|[.39, nous avons

1)
fula,b,¢) + fule,2Xc — b, \2c — \b+a) = Z(H—')C”th(a, b,c; \)

ou
A
hp(a,b,c; \) = / (a — bt + ct*)" dt
0
2n
)\2n—r+1
St
— n—r+
Démonstration. Admis. (Voir larticle [4]) O

En utilisant lemme et les équations de nous pouvons remplacer la formule pour

((M,—n) donnée dans le théoréme |.39| par une expression polynomiale en Ly, My, Ny, by.
Corollaire .44.

r

By,
C(M, =) = 3 (5= (L My N by) + gn (L, M, Ni) (26)
k=1

qui s’écrit aussi

r 2n _
b2n s+1

B B B,
M. — _ d(k) 2n+-2 k . s+1 2n—s+1 27
C(M, —n) p Z S7’"L<27”L—|—227”L—3+1 s+1(2n—8+1)> (27)

=1 s=0

ot les dg’i{(o < s < 2n,1 < k) sont définis par
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FIGURE 3 — Expérimentations numériques

5 Connection entre fonction zéta et nombres de classes

et fractions continues

Dans la suite, nous allons admettre beaucoup de résultats, le lecteur est conseillé de

consulter soit-méme les références pour un raisonnement plus rigoureux.

5.1 Sommes de Dedekind

Les Sommes de Dedekind ont surgi pendant 1’étude de fonctions elliptiques et formes
modulaires. Elles ont été initiallement découvertes par Dedekind mais sont étudiées de-
puis pour leurs proprétés arithmétiques. Beaucoup de travail a été fait sur les sommes
de Dedekind et en 1972 Rademacher et Grosswald ont publié un livre qui résumait une
grande partie de ce qui était connu, tout en fournissant une histoire des Sommes de

Dedekind. Dans ce TER, on se contente de donner une définition et une formule simple.

Définition .45. Soit ¢ ,d € Z tels que (¢,d) = 1 et ¢ # 0. Nous définissons la somme de

Dedekind s(d, ¢
e (& kd



5.2 Formule limite de Kronecker

ol

r—|z] -1 sizeR\Z
((x)) = 2
0 sizeZ
et par définition s(0,1) =0
s(d,c) posséde les propriétés suivantes
1. s(d,c) ne dépend que de d mod ¢
2. 6¢s(d,c) € Z
3. (loi de réciprocité de sommes de Dedekind)
Soit ¢,d> 0 deux entiers premiers entre eux. Alors

1 1d ¢ 1
s(d,c)+8(c,d):—1+§(g+d+gj

) (29)

Pour voir le code en Java, allez sur [I].

Remarque .46. Soient n4 un entier, A € SLy(Z), qui ne dépend que de la classe de
conjugaison de A i.e. ngap-1 =n4, A, B € SLy(Z).
Théoréme .47. Dedekind
b
Soit A = (a d) € SLy(Z) ,c¢ > 0. Alors

c

a+d
c

—3—12s(d, ) (30)

njp =

Notre objectif pour la suite est de comparer la fonction L construite dans I'article [3]

de Zagier avec la fonction zéta

L) = NOIY Y e
0

de larticle [4] de Zagier. Pour cela, il faut bien détailler ce qui a été construit dans |[3].
Nous souhaitons appliquer la formule limite de Kronecker a des corps quadratiques réels.
On verra qu’il existe une relation géométrique forte entre deux corps quadratiques ima-

ginaires de discriminants d et d’ et un corps quadratique réel de discriminant dd’.

5.2 Formule limite de Kronecker

Considérons une forme quadratique définie positive

Q(m,n) = am?® + 2bmn + cn® (31)
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ot a,c>0,d=ac—0b*> 0. Nous allons alors é¢tudier la fonction zéta associée a Q(u, v)

Gls) =Y W (32)

ou Y ' indique une sommation sur toute paire d’entier (m,n) sauf (0,0).
Comme Q(m,n) = Q(—m, —n), on obtient que

o0

Co(s) =2 (Q(m,0)"+2> > (Q(m,n))™* (33)

m=1 n=1 m=—o0
d’ou

b ., v,
Q(m,n) =a(m+ an) + (¢ — E)n

=a(m+ én)g + C—in2
a a

b++v—d b—+—d
=a(m+ ———mn
a

= a(m + zn)(m + zn)

)(m + T")

ol arg(\/—d):g,z:%jd:x—l—iy avec y > 0.

Nous pouvons alors normaliser Q) i.e. son discriminant d=1. Si

1
Q1(m,n) = —=(am?® + 2bmn + cn®) = aym® + 2bymn + ¢;n’

Vd

Alors (o1(s) = d2(g(s) et ajc; — b? = 1. d= est une fonction entiére en s, ainsi, pour

étudier (g(s), il suffit de considérer (g1(s). Nous avons alors a = % et
1
Q(m,n) =~ [ m+zn|’ (34)
Y

Nous avons vu que z = z + iy avec y > 0 doncon note H={z € C| Iz >0} le
demi-plan de Poincaré.
Soit z € H, z = x + 7y, nous sommes ramenés a regarder la fonction
f(s,z)zz 'L,$5>1 (35)

| m+nz|?

m,n
En tant que fonction en s peut étre prolongée comme fonction méromorphe sur tout C
avec un pdle simple en s= 1. Le lecteur peut regarder le cours [I] qui présente une

solution similaire.

Théoréme .48. Kronecker
Pour z € H, nous avons

™

lim(Co(s) — ) = 2m(vy — log2 — log(\/y | 1(2)* ])) (36)

s—1 5—1

oun(z)=elts [T, (1 — €2™™=). Pour plus de détails, voir [Z] de Siegel.
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5.3 Théoréme de Meyer
Soit
a b
A€ SLy(Z), A= ( d)’ c>0, |a+d|>2
C

une matrice hyperbolique ayant deux points fixes w,w’ i.e. deux racines de AX = X.

Nous pouvons supposer que w < w’. On note I' le demi-cercle de H d’extrémités w et w'.

1

La transformation z — Az i.e. 2 — (az + b)(cz + d)~" est '-invariant. Soit z, € I et

25 = Az l'intégrale par rapport au chemin de source 2 et de but z*, a l'intérieur de I

FIGURE 4 — Transformation hyperbolique

I(A,s) = /Zo %f(s, z)dz (37)

20

ne dépend pas du choix de z. Et
I(BAB™',s) =I(A,s) (38)

Parce que V z € H, A € SLy(Z) f(s, Az) = f(s,2) et que % est A-invariant.
Puisque la homothétie f(s,z) — f(s,z) — ;75 donne une intégrale inchangée pour
I(A,s), I(A, s) est alors une fonction holomorphe en s. Par la formule limite de Kronecker

et I’équation [30| de Dedekind, nous avons
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Théoréme .49. Meyer

Soit
a b
A€ SLy(Z), A= ( d)’ c>0, la+d|>2
c
alors )
T

Définition .50. Deux couples (M,V) et (M’,V’) sont dits semblables si M’=aM pour
a# 0.

Il existe en fait une relation biunivoque entre les classes de conjugaison de matrices
hyberboliques A € SLy(7Z) et les classes de similitudes de tous le couples (M,V), M un
Z-module libre de rang 2 et V comme nous avons définis avant.

Nous rappelons que M = ZA;, + ZAj_, venant de [5|d’ott eM=M avec e ! = wlw;.w
de[d.2] Ainsi V agit sur M par multiplication.

Soit (M,V) un couple vérifiant les conditions précédentes, soit (51, B2) une base orienté de

a b
M et € > 1 un générateur de V. Nous définissons A = ) une matrice hyberbolique

Cc

£)-02)G) »

Nous pouvons poser sans souci 1 = w, f = 1 avec w défini dans [5.3]

qui vérifie

Ainsi, soit M= Z + wZ, a un couple (M,V), on lui associe une fonction L

Lu(s) = Y 2ontiP) (a1)
2= NG

ou »_ '/ signifie que l'on fait une sommation sur 8 # 0. Cette sommation s’étend sur
toutes les orbites de M\ {0} modulo V.
Il est cependant difficile d’étudier Lj;y car nous sommes obligés de diviser par ’action
de V au lieu d’étendre la sommation directement sur tout le module M comme dans le
cas des corps quadratiques imaginaires déja étudié par Kronecker.
On va admettre le résultat suivant réalisé par Meyer avec une méthode de Hecke

D3P Lso(s) = 2@%

ou Dy est le discriminant de M. En combinant avec le théoréme nous avons

I(A, 5) (42)

Théoréme .51. Soient K un corps quadratique, (M,V) un couple défini comme avant;

alors
2

™
~ 2Dy
n
Luy(0) = -

LM,V(l)
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ou A € SLy(Z) décrit laction de e € V' sur M.

Pour résoudre le probléme des fonctions L sur des corps quadratiques réels, Zagier
propose dans son article de passer par une décomposition du discriminant en deux dis-
criminants négatifs associés a des corps quadratiques imaginaires. Ce qui est plus facile
a déterminer. Mais bien siir, le raisonnnement n’est pas trivial. Nous allons suivre les

articles [2] et [3].

5.4 Théoréme de Kronecker

Soit K un corps quadratique réel avec I'unité fondamentale qui est totalement positive.

Remarque .52. PARI/GP est un outil informatique pour montrer si l'unité fondamen-

tale est totement positive.

K = bnfinit(x"2 — 3,1);\\ build the quadratic field
lift (K.fu) \\ extract a fundamental unit of K

Définition .53. Caractére de Hecke

Soit x un caractére sur les idéaux de K tel que

X: clj — C~

(a) = sign(N(a))

Nous pouvons décomposer la fonction L(s, x) associée a x :

x(2)
L(s:X) = D> e (43)
7 ac V@)
On définit .
A) = 44
AcA
avec A qui parcourt toutes les classes d’idéaux de K au sens large.
Fixons une classe A, soit Ay € A=, Alors
X®)  —— X (A2,)
= x(™Ao) N (,)* —_— 45

A€ A AcA

Nous remarquons que A%, devient en fait principal. Donc 2A2(, parcourt tous idéaux
principaux () avec (f) divisible par 2(,. Et on rappelle que contenir c’est diviser, d’ot
p € Ay. Deux éléments § € K définissent un méme idéal (f) s'ils différent d’une uniteé.

Alors
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x((8))
Z (Ql Z 6))5

AcA o) Aol (B) N((
ign(N (B
g'(%) N((ﬁ))

:%LM,V(S)

ou M=%, V le groupe de toutes les unités totalement positives de K.

Pour s=1, par le théoréme de Meyer

L(s.0 = s 3 X0l ()

otl, pour chaque A, 2, € A™! et n(2A,) est donné par ny avec A qui décrit 'action de

I'unité fondamentale sur une base de 2.

Remarque .54. Comme la fonction zéta de Dedekind (x(s) = > ((s, A) définie dans
A
4] nous avons

hm(s — 1)Ck(s) le_l}l s —1)((s, A) = kh(D) (47)

ou

271— . . . .
- { ey, K tmaginaire

—”‘%D) si K CR

ol wp est le nombre de racines de I'unité, h(D) le nombre de classe de K, et ep I'unité

fondamentale de K.
Un résultat classique tombe directement

(ke (s) = ¢(s)La(s) (48)

ou
La(s) = io: d n=*

! N n=1 n
ol (%) est le symbole de Kronecker.
Rappel :

£1_rg(3 — 1)(k(s) = il_fgC(S)Ld(S) = £1_fg La(s) = La(1) (49)

Supponsons maintenant que y est réel alors

X: clf — {£1}
() = sign(N(a))
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Pour tous 2, B idéaux, x(A*B) = x(B); On appelle y un caractére de genre que nous

allons expliquer en se référengant a [2] de Siegel.

Proposition .55. Tout discriminant D s’écrit de facon unique comme produit de dis-

criminants premiers.
Démonstration. Voir Proposition 9 de [2]. O

Introduisons maintenant les caractéres de genre y. Soit d = PP --- P, ou P; est
premier. Soit d; le produit des facteurs Py, Ps,--- , P,. Alors, d; reste un discriminant

d’un corps de nombres et d; | d. Posons d = dyds, du coup ds est aussi un discriminant.

Pour tout idéal p qui ne divise pas (d), on définit :

) = le) = (55 ) (50

o= (5757) = (3) o

En effet, comme p 1 d, on se retrouve dans les cas suivants
Lopp" = (p), N(p) =p
2. p=(p), N(p) =p*

Dans lecas 1 :

En particulier,

@ - (Nd(lp)) (Nﬁ)) (52)

d _ d
= (Néa)) = (me)'

Dans le cas 2 :

d _ d
= (Néo)) = (N(i))'

I reste le cas exceptionnel a traiter qui est p | d, comme l'un des symboles :
(ﬁ) : (%) vaut zéro, on définit y(p) la valeur non nulle entre (%)et (%).
Donc x(p) = 1. Nous pouvons étendre le caractére sur tous les idéaux de K commme

le symbole de Kronecker.

On appelle caractére de genre le caractére que nous définissons ci-dessus. Reprenons
les mémes notations que dans la définition [21]

Les idéaux premiers de K sont distribués de la fagon suivante

Lp=(p) () =-LN@p) =p
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2w’ = (), (£) = LN(p) = p
3. 9% = (), (£) = 0.N() =»p

Traitons cas par cas.
()@
p p p

un entre <%> , (%) vaut 1 et I'autre -1.

Dans le cas 1

Dans le cas 2

p
(
[0 xeINGE) )" = (
(

pl(p)

SHICIRSHICS

— —
&S
=

|
L
—
|
|
S
=
L

I
—~
—

|

Dans le cas 3, supposons que p | da, alors

N——
I
(el
a@
==

VS
S

SHERS
SN—
’U\
N

L
—

|
VRS
= [ &
SN—
3

=

[T = xm)N@E) )

pl(p)

Il
—~
[S—y
|
VR

D’on

Nous pouvons alors énoncer le théoréme suivant.

Théoréme .56. Soit K un corps quadratique de discriminant d = dyds. Soit x un

caractére de genre associ€ a la décomposition de d. Nous avons
Li(s,x) = La,(s)La,(s) (54)

Exemple 4. Le cas trivial : d = 1-d, alors Ly, (s) = ((s) et Lg,(s) = Lqg(s)
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Corollaire .57. En sachant que Lq,(1) = Td‘lh(di)' Soit x vém’ﬁant Supposons que

di,dy < 0 et avec les conventions h(—3) = 3, h(—4) = 3, nous avons

h(d1>h(d2> =

=

Z X(2o)n(Ao) (55)

Exemple 5. Soit p =3 mod 4 un nombre premier et h(p) = 1. Soit ¢,d > 0 la solution

minimale de I’équation de Pell-Fermat
> —cp=1

(on peut le trouver avec PARI-GP par exemple).

Soit n = 24 — 3 —12s(d, c). Alors nous avons h(—p) = in. Il faut utiliser le théoréme

précédent, posons D = 4p,d; = —4,dy = —p et € = d + ¢,/p. Comme le groupe des
classes de K = Q(,/p) est 1, on choisit 2 le module engendré par \/p et 1, on a alors

C

¢ =273,d = 1520, s(1520,273) = =22 et n = 9 = 3h(—31), = h(—31) =3

819

d c
A= < p) d’ott n = ny. Pour une expérimentation numérique prenons p = 31 alors

Voici le code pour retrouver la valeur de n en utilisant PARI/GP

((2%1520)/273) —3—12«sumdedekind (1520 ,273)

5.5 Fractions continues

Dans cette partie nous souhaitons retourver la valeur n4 en utilisant la théorie des

fractions continues.

Théoréme .58. Pour by, --- ,b. € Z et
by —1 b, —1
A=(" . € SLy(Z) (56)
1 0 1 0

na=> (b —3) (57)

k=1

Alors nous avons

On remarque cette formule est trés similaire & ’équation 23| qui est

C(M,0) = = 3 by — 3) (58)

12
k=1

Ce n’est pas une coincidence puisque la matrice A définie I'action de V sur M.
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Démonstration. Nous allons raisonner par récurrence sur r.

Initialisation : Pour r=1

d by +0
na =20 3 19s(de) = 20 3 196(0,1) = by — 3
c
. . by —1
Supposons vrai au rang r, soit A comme dans |56|et by € Z, A’ = Lo A.
boa — ¢ bob —d
Par multiplication, A" = e o ; et ny = 2e=ctb — 3 — 124(b,a) comme
a
A € SLy(Z) alors det(A) = 1, d’ou
s(b,a) = s(—c,a) = s(c,a)
_ s(a.0) c2+a2+1+1
— b 12ac 4
A+a?+1 1
—s(d ey T T
s(d ) 12ac + 4

Par s(d,c) = s(d',¢),dd’ =1 mod c et la réciprocité pour s(d, c). Alors

2, 2
— 1
= by — 3+ - _12s(d, ) + ST 3
a ac
d
— b3+ 27% 3 125(d,0)
c
:bo—3+nA
=2 (be=3)
k=0
O
Exemple 6. Pour p=31, h(p) =1
1
V3l=6-—
1
3_
1
9 _
1
9 _
1
7
1
9 _
1
3 _
1
9 _
12 —

T:8,b1 :3,b2:2,bg :2,b4:7,b5:2,b6 :2,b7:3,b8 = 12,nA:9:3h(—31) =
h(—31) = 3.
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5.6 Liens entre ((M,s) et Lyv(s)

Par définition

Luy(s)= Y w (59)

aeM/V

Or nous pouvons décomposer L(M, s) en

sign(N(« 1 1
Luy(s) = Y WZQ )3 N(oz)S_Q 2 N(a)® o)

aEM/V aEMV aEM)V
a>0 a<>0
a0 a><0

ou

2 Z N(la)s (61)

aeM/V
a>0
a0

se calcule a partir de [£.3] Et pour calculer

2 ) ¥ (la)s (62)

aEM/V
a<>0
a><0

Nous avons besoin de multiplier M par un scalaire adapté A > 0 tel que A >< 0. Comme
ca, on a M’ = M(\). Alors [60| devient

sign(N(« 1 1
Lyy(s) = Z WZQ Z N(Oz)s_2 Z N(B) (93]

aEM/V aEM/V BeM'’ /U
a>0 B>0
a0 B8<0

ou U = {€ € M'|¢ > 0}.
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