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Corrigé de la feuille 1 - Nombres complexes, fonctions numériques

(L’essentiel des exercices ci-apres est extrait du manuel Mathématiques, Spécialités du groupement A, Nathan Technique, 2002.)
Pour me contacter : Andreas.Hartmann@math.u-bordeaux1.fr (merci de me signaler les erreurs).
Nombres complexes

Exercice 1. Ecrire sous la forme algébrique a+ bj, les nombres complexes : a) zy = 2j, b) 2o = 11 =77,

0)23:1—j,d)z4=1%+1%j.

Exercice 2. Donner le module et un argument des nombres complexes : a) |z1| = 2, argzy = w/3 + 2k,
b) |z2| =2, arg ze = 47 /3 + 2km, ¢) |z3| = 2, arg 23 = —7/4 + 2k7, d) |24| = 2, argzy = —7/2.

Exercice 3. Ecrire sous forme algébrique a + bj les nombre complezes de module p et d’argument 0 : a)
21 =2(V3/2+5/2) = V3+],b) 22 = V2(V2/2+)V2/2) = 14V2j, ¢) 23 = 2(=1/2+jV/3/2) = 1+ V3j,
d) 24 = 4(V3/2+ j/2) = 2V/3 + 2j.

Exercice 4. Dans un repére orthonormal du plan (O; @, V) placer les point M; d’affize z; : a) z1 = 27,

b)zo=1-j, ¢) z3 =72, d)Z4=%+§j-

M(z1)

=

"“A{;f%) X M(z3)

s

XM (22)

Exercice 5. Dans C, donner l’ensemble des solutions des équations :

a) 22 = —3 — 4j — méthode algébrique : soit z = z + yj, alors 2% = (22 — y?) + 2jay = —3 — 45, d’ou
22 —y? = =3(*) et 22y = —4(**). Or, 22 = —3 — 4j n’est pas réel, donc x # 0 (si x était égal & zéro,
alors z serait imaginaire pure et donc son carré serait réel). On obtient donc d’apres (¥*) y = —2/x que
I'on peut réinjecter dans (*). Par conséquent, 22 —4/x? = —3 ou encore X2 +3X —4 = 0 avec X = 22 et
dont les racines sont X = 1 et X = —4. Comme z est un réel, seul X = 1 peut étre solution. On trouve
donc z =1 ou z = —1, et les valeurs correspondantes pour y d’apres (**) sont : siz =1onay=—2et
siz=—1onay=2, cest-a-dire S = {1 — 25, -1+ 2j};

b) 22 — 241 = 0 est équivalent & (z —1/2)2+1—1/4 = 0, c’est-a-dire & (2 —1/2)? = —3/4. Les racines
de —3/4 sont ?j et —@j, dou S = {#j, 1*2—‘/?7'};

c) 22 +2jz —5 =0 est équivalent & (z + j)2 — 5 — j2 = 0, c’est-a-dire & (2 + j)? = 4. Les racines de 4
sont 2 et -2, donc S = {—j + 2,—j — 2}.

d) 22 4+ (3 — 2j)z — 65 = 0 est équivalent & (2 + (3 — 25)/2)? — 65 — ((3 — 25)/2)? = 0, cest-a-
dire (z + %)2 = 5/4 + 3j. Soit (u +vj)? = 5/4 + 37, alors u? — v? = 5/4 et 2uv = 3. On obtient
(comme & Pexemple a) ci-dessus), u> = 9/4 comme seule solution, et donc u = 3/2 ou u = —3/2.
Comme 2uv = 3 on obtient si v = 3/2 alors v = 1 et si u = —3/2 alors v = —1. Finalement

S = {_3—22j + 322]’7_3—22]' _ 3-;2]'} = {2j, -3}




Exercice 6. Dans C, donner l’ensemble des solutions du systeme d’équations

22’1 + 29 = 4
29Z1 + 2z = 0.

Posons 21 = a+bj, 2o = u+vj. Alors on obtient (2a+u)+ (204 v)j =4 et (2b+u) + (2a—v)j =0, et
donc un systéme linéaire de quatre équations & quatre inconnues 2a+u =4 (1), 2b+v =0 (2), 2b+u =0
(3) et 2a —v =0 (4). De (1) et (4) on déduit u+ v = 4 et de (2) et (3) on déduit u — v = 0. Donc
u=v=2.Doncb=—1et a=1. Finalement zy =1 —j et 20 = 2+ 27.

Exercice 7. A [l'aide des formules d’Euler, retrouver les formules trigonométriques suivantes :
’ 23 27
e2iaq.—2ja
2

a) cos?aq = %(1 +cos2a) : cos?a = (eI 4 e79)2 /4 = e2fa+2re*2ja _ 1+72 _ 1+c028(2a).

b) sin®a = %(1 — cos2a) (c’est pareil).

Exercice 8. A l'aide des formules d’Fuler, linéariser :

3jx —3jx _5jx —5jx 8jx 2jx —2jx —8xj
a) cos 3z cos by = St — ¢ =c te de  de = 1(cos(8z) + cos(2z)),
2xj —2xj _3zj —3xj 5xj xj —xj —5xj
: : _ e —e e —e _ et —e—e +e _ 1
b) sin2zsin 3z = 55 55 =— T = —5(cos(5z) — cos x),

. . 2
c) (en utilisant les résultats du cours) cos*z = (cos?z)? = (”%b(%))? =14 % + 6054&. Or
cos(4z)

2 _ 1+cos(4x) 4, 1 cos(2z) 1 cosdx __ 3 cos(2z)
cos®(2r) = =5 —*. Donccos*z = ; + =5~ + g + K =+ -+ 5.

Exercice 9. Soient z; = %(—1 +/3j) et zg = %(—1 —V/35). Comparer (z1)? a z. Comparer (z3)?
a z1. Calculer 1 + z1 + 2.
(21)? = 29, (22)2 = 21, 1 + 21 + 22 = 0 (1, 21 et 2 sont les racines troisieme de I'unité).

Exercice 10. Soit z € C. On pose Z = 'ii_ 2

1. Déterminer les parties réelles et imaginaires de Z.

. _ . _a+(24b); —a b+1 . _ —a
Soit z = ab—i— bj, alors Z = {3507 = arpirar T 1+ @yperaz)d- Done ReZ = (e et
_ +1
ImZ = 1 + m
2. Déterminer ensemble des point M d’affize z tels que a) Z est réel,
On cherche z tel que Im Z = 0 c¢’est-a-dire 1—1—(1#2)% =0, ou encore (1+b)2+(1+b)+a? = 0. Posons

=1+, alors on cherche a, 3 tels que 3% + 8+ a? = 0, ce qui peut s’écrire (8+1/2)? +a? = (1/2)?, et
donc (b+ 3/2)2 4+ a? = (1/2)2. On reconnait I’équation du cercle de centre M(1/2,3/2) et de rayon 1/2.

Remarque : Les applications z — gjr'gj
cercles du plan sur des droites et des cercles. Elles sont des automorphismes (de la sphére de Riemann
CU{o0}) siad—be # 0. Dans ce cas, elles sont donc inversibles, et leur inverse est 4 nouveau une homo-

. ’ 2 ; 5 ’ ; ; 5 i ’ ; ; +275
graphie. En l’occurence, l'image de la droite réelle par ’application réciproque de l’application z — :iz;.

sont appelées homographies. Elles envoient les droites et les

est donc un cercle ou un cercle (ici un cercle).

b) Z est imaginaire pur.

On cherche z tel que Rez = 0, c’est-a-dire, mﬁ = 0 ce qui se produit si et seulement si a = 0,
autrement dit ’ensemble des points d’affixe z tel que Re Z = 0 est 'axe imaginaire (on est donc dans le
cas de figure ou I'image réciproque d’une droite est une droite).

Exercice 11. Soient a = 2(1+¢/%), b=2(1+¢e77%) et c=1— j/3.

1. Ecrire a et b sous forme algébrique.

a = 2(14cos(n/6)+7jsin(r/6)) = 2(1++/3/2+5/2) = (2+V3)+4, b= 2(1+v3/2—75/2) = (2+V3)—j.

2. Le plan complexe est muni d’un repére orthonormal (O;u,7) ; A, B et C sont les points d’affixe a,
b, c¢. Donner le module a — 2, de b — 2 et de ¢ — 2. En déduire que A, B et C sont sur un méme cercle
que l’on déterminera.

la —2| = V3 112 =2, b—2| =3+ (-1)2=2, |c—2| =4/(—1)2 + (=V/3)2 = 2. Les points A,
B, C sont donc équidistant — de distance 2 — du point M d’affixe 2, et donc ils sont sur le cercle de
centre M (2) et de rayon 2. (On rappelle que le cercle C(P,r) de centre P et de rayon r est par définition

I’ensemble des points équidistants — de distance r — de P : C(P,r) ={M : MP =r}.)



3. A, B', C' sont les points d’affize a—2, b—2, c—2. Par quelle transformation géométrique passe-t-on
de A" A, de B aBetdeC' aC?

0 ) (correspondant a la fonction

La transformation en question est une translation de vecteur w (

f:C—C, z—2z-2).
4. Déterminer les coordonnées du centre de cercle circonscrit au triangle A'B’'C’ et donner son rayon.
D’apres la question précédente, A’, B’, C’ sont les points d’affixes a’, ¥, ¢’ dont les modules sont tous
égaux & 2. Donc, ces points sont équidistant — de distance 2 — & 'origine. On en déduit que A’, B’, C’
sont sur le cercle de centre 0 et de rayon 2, ce qui veut dire que C(O, 2) est le cercle cironscrit au triangle
A'B'C’.

Probléme (d’apres BTS). La fonction de transfert d’un filtre, en régime harmonique, peut s’écrire

1+ jaw
T =a——
S T

ol o = ﬁ, a=RC,b=oaa,wecR,0<a<]1 (parconstruction!). Ici Ry et Ry sont les valeurs

(en Ohms) de deux résistors, et C est la capacité (en Farads) d’un condensateur; toutes ces valeurs sont
donc strictement positives.
Le but du probléeme est d’ajuster Ry et C' pour obtenir un filtre dont les propriétés sont fixées connaisant

R;.
Partie A.
1. Montrer que pour tout w > 0 :
1
Tw)=a+(1-a) —
On a
1 al—j )+ (1-a) —j2+1 1-jL1
Oé+(1_a) — — ( ]bw).l( ): ]bw.l _ ]alw
(olt nous avons utilisé b = ca). En multipliant numérateur et dénominateur par bwj on obtient
V—Jas _ 1—Jdag  bwj_jbw+i otijbe 1+ jaw — T(w)
l—jm  1—jzs bwj  jw+1 1+ jbw 1+ jbw '

2. Le plan P est muni d’un repére orthonormal (O; i, 7). Quel est U'ensemble A des points M d’affixe
z=1- ji ?

Par les données du probleme b est un nombre strictement positif. Lorsque w parcourt les nombres
strictement positifs, ce sera donc aussi le cas de %. Doncona A={1—yj:y>0}

3. Soit la fonction

¢ — C
s — S =at(-a),

et F' la transformation ponctuelle associée qui a tout point M d’affixe z de P privé de O associe le point
M’ d’affize f(z).

a. En utilisant les propriétés de la transformation z — % définir lensemble (Cy) des points My d’affize
% obtenu quand M décrit A.

Soit A la droite définie par Rez = 1 (qui porte donc la demi-droite A). Cette droite (qui n’est pas
la droite réelle) est transformée par F en un cercle Cy. Ce cercle passe par le point P;(1), et par Py(0)
(lorsque y — 00). Par symétrie, on peut constater que [Py P;] est un diametre du cercle Cy, dont le centre
est donc P(1/2) et le rayon est 1/2. (Le lecteur pourra vérifier que pour tout y € R on a |12 i:le
seul point du cercle Cj qui n’est pas atteint est le point Py.) Finalement, A étant la partie de A contenue
dans le demi-plan inférieur, et f(z) = % envoyant le demi-plan inférieur dans le demi-plan supérieur,

_%|:

Pensemble C est la moitié du cercle Cy contenu dans le demi-plan supérieur (privé des point Py et Pp).

b. Quelle est la transformation ponctuelle faisant passer de My o My d’affize (1 — a)% ¢ En déduire
Uensemble Cy décrit par Mo quand M décrit A.
Cette transformation est une homothétie de centre 0 et de rapport (1 — «). Elle transforme le cercle

Cy en un cercle Cy de diamétre [PyP(1 — a)], c’est-a-dire un cercle de centre P(152) et de rayon 152



1_7‘1, 12a) contenue dans le demi-plan supérieur (prive de Py et

L’ensemble C5 est alors la partie de C( 5

de P(152)).

c. Soit M' d’affize f(z) =a+ (1 — a)%. Quelle est la transformation ponctuelle faisant passer de My
a M’ ? En déduire l’ensemble (C") décrit par M' quand M décrit A.

La transformation faisant passer My & M’ est la translation u — u + 1. L’ensemble C’ est donc la
partie du cercle C(a + 152, 152) = C(142, 152) contenue dans le demi-plan supérieur.

4. Soit 0 Uargument de T'(w) tel que 0 €]0, /2], déterminer graphiquement le point N’ de (C') en
lequel 0 est mazimum. On note A la valeur mazimum de cet argument. Calculer sin(A) en fonction de «.

La valeur maximum de cet argument est ’angle de droites entre la droite réelle (O; @) et la tangente
(d) & C" passant par Porigine O. Alors N’ le point de rencontre entre C’ et (d). Par construction, C’ est
la partie du cercle de centre P(H?‘”‘) et de rayon PTO‘ contenue dans le demi-plan supérieur. Le triangle
ON'’ P(HTO‘) est donc rectangle en N’ (le lecteur pourra s’appuyer sur le dessin de la question suivante).
Donc

l—a B 1—a

inA= = .
sin T+ a

|
M‘Jr w‘
Q

5. Représenter ces ensembles dans le cas a = 1/3, on prendra une unité graphique de 9cm.

c’

ol
o
—

Partie B.

Dans cette partie on se propose de calculer les valeurs de C' et de Ry de sorte que A = 7/6 pour une
fréquence de 1kHz.

1. De A = /6, déduire la valeur correspondante de o, puis celle de Rs.

On asinA =1/2, et donc

1 T-a
2 1l+a
Dol a = % Comme o = Ry /(R1 + R2), on a 3Ry = Ry + Ry et donc Ry = Ry /2.

2. En admettant que « = 1/3, sur la figure de la partie A, construire le point N de A dont 'image par F
est le point N'. Calculer la distance HN (H étant le point d’affize 1). En déduire la valeur correspondante
de b, puis celle de C.

Construction de N : commengons par construire N” sur C; qui est I'image réciproque de N’ par
I’application qui & M; de C; associe M’ de C (HT“, 1*70‘) (cette application est la composée des applications
discutées au points 3a et 3b, c’est-a-dire 'application ponctuelle associée a 'application de C dans C par
Z — u=a+ (1-a)Z). La réciproque de cette application est donnée par G(u) = ¥=2 = 4=1 4 1,
La transformation ponctuelle associée qui & tout point d’affixe u associe le point d’affixe G(u) est alors
I’homothétie de centre 1 et de rapport ﬁ Construisons I'image de N’ sous cette homothétie. Pour cela
il suffit de construire la droite passant par N’ et le point P(1) d’affixe 1. Elle rencontre C; en N”.

Or, nous savons que N est I'image sous I'application associée & 1’application ¢ : z —— % de C* dans
C* qui est une involution, c’est-a-dire elle est égale a son inverse. Donc nous devons construire ’image
de N sous l'application ponctuelle ® associée & . Pour cela, soit Q le symétrique de N” par rapport
a la droite (O; ). L'image de N par ® est sur la demi-droite [0Q) (et OQ = 1/||ON"||*> — mais nous
n’aurons pas besoin de cela). Comme on sait que N est sur le cercle C; image de A par @, on sait que
I'image de N par ® est aussi sur A de sorte que N est le point d’intersection de A et de [0Q).

Calculs : écrivons l'affixe 2 de N’ sous forme exponentielle. Le triangle ON'P(14%) = ON'P(2)

étant rectangle en N’, nous pouvons calculer le module de 2’ & 1'aide du théoréme de Pythagore par

ON' = \/OP(%)2 — P(3)N"? = \/% —§ =V3/3. Donc 2/ = @em/q Ensuite 2, Paffixe associé a N

s’obtient par z” = Zl,:; +1=30F-1)+1=32—-1= ?e”/ﬁ -1= %—l—j? (on observe que || = 1,




c’est-a-dire z € C1). Nous obtenons

1 4 _41f¢$

Z”_l—f—\/gj_ 12+\/§2_

1—/3j.

Nous obtenons HN =y = /3. Onay = i donc b = f . Puis a = b/« \/?i = V3 ot finalement

w !’
_a _ 3
C_Rl_UJRl.

Fonctions numériques

Exercice 1. Calculer Iney/e + Ine? + 3Ine—In-L =+ 2In-L e Ezprimer en fonction de In2, ’expression
In4e — 3lne? —In16e + In 5

Iney/e+1ne? +3In*e —In % +21n% =2

Inde — 3Ine? — In16e + lnf —6—5In2

Exercice 2. Résoudre a) (Inz)? +2Inx —3 =0, b) e?* +2¢* —3 =0, ¢) Te® +4e™® — 11 = 0.

a) Posons u = Inz. On doit alors résoudre u?+2u—3 = 0, dont les solutions sont 1 et —3. Les solutions
de l’équation initiale sont donc e et e™3

b) Posons u = e®. On doit & nouveau résoudre u? + 2u — 3 = 0. Maintenant, comme u = e® est
un nombre strictement positif, seulement v = 1 est possible. Donc I’équation b) a pour seule solution
r=Inl=0.

¢) Posons & nouveau u = e* qui est un nombre différent de zéro (strictement positif). Alors on doit
résoudre 7Tu+ 2 — 11 = 0 ou encore 7u* — 11u+4 = 0(*). On obtient A =9 > 0 et donc (*) possede deux

i3 —Jetup =172 =8 Doncz=In1=0et z=1Ing sont les deux solutions.

solutions u; =
Exercice 3. Résoudre dans [0,27] les équations et inéquations :

On a 2sin(4t— %) = 1 si et seulement si sin(4t7 2)=3.Orsin%

l , et comme le graphe de la fonction

on a aussi sin 2& = l Donc par 27-périodicité, sinu = 1

sinus est symétrique par rapport a I'axe x = 2, 5 5
si et seulement si u = § + 2k, k €Z,ouu=>2242knm, kecZ. Donc 2sin(4t — ) = 1 si et seulement si
At — 5 =5 +2kmoudt — 5 = 3F + 2km, ce qu1 se produit si et seulement si ¢t = 7( +2km) = 5 + kG
out = i(%’ + 2km) = ;—Z + kz = 7+§k7r Parmi ces solutions, on cherche celles qui sont dans l’m—
tervalle [0,27]. Dans le premier cas cela se produit si k¥ € {0,1,2,...,7}, ce qui donne les solutions
Sy =1{%, 3”, 15”} Dans le deuxiéme cas, cela se produit si k € {O 1 .,6}, ce qui donne les solutions
So = EZ, 1234”, ceey 247r} (on constate que pour k = 7 on a 6+74X67r > 27r) L’ensemble des solutions est
donc donné par S = S U S,.

Concernant l'inégalité 2sint < /2, une étude de la fonction sin sur [0, 27r] montre que celle-ci est vraie

si et seulement ¢ € [Z, 2]

Exercice 4. Déterminer les limites en +00 el —oo des fonctions définies par f(x) = % et g(x) =

2v —1

—
T +x+3

Nous devrions d’abord mentionner que f n’est pas définie en x = —2. Le discriminant du dénominateur
de g étant égal & 12 — 4 x 3 = —11 < 0, il ne s’annule jamais de sorte que g est définie sur tout R (en

tant que fraction rationnelle dont le dénominateur ne s’annule pas).
On pourra écrire pour = # 0 (ce que I'on peut supposer car on s’intéresse aux limites en +00 et —c0) :

z(3-1) 3-
z(1+2) 1+

fx) =

8|8 =

Sachant que limmﬁoo% =0et limxﬂ,oo% = 0, de sorte qu’en particulier 1 + % admet une limite non
nulle en +00 et —00, ce quotient admet une limite que ’on peut calculer a I'aide des regles usuelles sur
les sommes, produits et quotients de limites par

et la limite en —oo sera la méme.



De méme

2 — 1 x(2—%)

1
g(x)7x2+x+37x2(1+% 3y x

Par les mémes arguments que ci-dessus,

2-1 3
a: = =9
L7 + + 2 )
et en —oco on obtient la méme limite. Or limwﬁoo% = lim$ﬁ,oo% = 0, et par produit de limites on

obtient que la limite de g en 400 et —oo est égale a zéro.

Exercice 5. Soit f la fonction définie sur R par f(x) = |sin(2z)|. Montrer que f est paire et périodique
de période /2. Etudier les variations de f. Donner la représentation graphique de f sur [—m,27]. Etudier
la continuité et la dérivabilité de f.

On a f(—xz) = |sin(—2z)| = | — sin(2x)| = | sin(2z)| = f(z), d’ou la parité de f.

Ona f(x+ F) = |sin(2z + )| = | — sin(2x)| = |sin(2z)| = f(z), donc f est périodique de période /2
(et c’est en fait la plus petite période).

Par périodicité, il suffit d’étudier f sur [0, 7/2]. Or, si z € [0,7/2], alors 2z € [0, 7], intervalle sur lequel
le sinus est positif. Donc f(x) = sin(2x), « € [0, 7/2]. Par les propriétés usuelles du sinus, on obtient que
f croit de 0 & 1 sur [0, /4] pour décroitre de 1 & 0 sur [7/4,7/2].

La continuité et la dérivabilité de f sont acquises par les propriétés du sinus (et de la fonction linéaire
x — 2z) en dehors des points k7 /2, k € Z. Or, lim,_,o- f(z) = lim,_,o-(—sin(2z)) = 0 = f(0) =
lim, g+ sin(2z) = lim,_, o+ f(z). Donc la limite & gauche en 0 est égale a la limite & droite en 0 est égale
a la valeur de f en 0, ce qui prouve la continuité de f en 0. Et donc par F-périodicité en tous les points
k%, k€ Z.

La fonction n’est pas dérivable en 0 (et donc en aucun point k%, k € Z). Pour vérifier cela, on ob-

s

serve d’abord que f(z) = —sin(2z) sur [-7,0] (nous avons déja utilisé ce fait ci-dessus). La dérivée de

f & gauche en 0 est donc lim,; 0 4<o w = limg—0.2<0 ‘Sln‘ii%)l = lim, 0 4<0 %(29”) = —2. Or
f(x) = sin(2z) pour = € [0, 5], et par des calculs analogues on vérifie que la dérivée a droite de f en 0

est égale a 2.

Exercice 6. Aprés avoir précisé le (ou les) intervalle(s) ot la fonction est dérivable déterminer dans
chaque cas la fonction dérivée de

a) f(z) = m alors f'(z) = (m+4)2 sur R\ {—4};
b) f(x) = 2x + 7, alors f’ L

(x msur]T,—I—oo[,
c) f(x) = \/1_|_l,,alorsf

z) = =L sur ] — 1,1[ (il peut étre utile d’écrire f(z) = 3(In(1 — z) —
In(1 +1))).

2 w 2_ 1
d) f(w) = \/R? + (Lw — &) , L, C étant des parametres positifs. Alors f/(w) = 1;21(753;) sur

R* (I’expression sous la racine étant toujours strictement positive — car R est strictement positif —
le seul probleme qui se pose est lorsque w = 0 dans la fraction & ; physiquement on ne considéra que
des fréquences w positives, et comme on doit exclure w = 0, on prendra R’ comme domaine de définition).

/—\\_/

Exercice 7. Aprés avoir précisé le (ou les) intervalle(s) ot la fonction est dérivable, calculer les dérivées
premiéres des fonctions f définies par :

a) f(z) = arctan ; T4 1 , alors f/(z) = —% pour x € R\ {1} (pour simplifier le calcul de la dérivée
de z +— % il pourra etre utile d’écrire 755 =1+ — )

b) f(z) = zarcsinxz + /1 — a2, alors f( ) = arcsinx sur | — 1,1 (on vient donc de trouver une
primitive de la fonction arcsin!);

¢) f(z) = sin(arctan z), alors f/(z) = <rtans) o R Calculons cos(arctanz). On a

1422
5 cos?(arctan x) cos?(arctan x) 1 1
cos”(arctan x) = = — = — = 5
1 cos?(arctan x) + sin®(arctanz) 1 4 Sinc(arctanz) ] 4 g

cos? (arctan z)

On remarquera que pour € R on a arctanz €] — 7/2,7/2[ intervalle sur lequel le cos ne s’annule
jamais ce qui justifie que 'on peut diviser par cos(arctanx) dans les calculs ci-dessus. Par ailleurs, sur



| — 7/2,7/2], la fonction cosinus est strictement positive de sorte que pour tout = € R

1
cos(arctan z) = +/cos?(arctan z) = “ﬁ'
x

D’otu finalement
1
! —
f (.13) - (1+.’L‘2)3/2.

Exercice 8. Fonctions hyperboliques inverses : a) Montrer que ch?z = %(23”)

C’est un calcul immédiat en utilisant la définition cha = <£e—;
b) Donner une expression plus simple de argch #,

On a argchy = In(y + /%2 — 1) pour y > 1. Donc, en utilisant a) (et en observant sh? z = %)

1 h 1 h hr —1
argchW:IH(\/ +2C x+\/c 932 ):hl(chg—&—shg):lnemﬂ:%.

1+chzx
2

(On observera d’abord qu’il faut supposer x > 0 afin que soit supérieur ou égal a 1 pour pouvoir

ensuite prendre I’argch. Or si > 0, alors vV sh?z = shz — remarquons qu’on a toujours \/ch?(z) = x.)
¢) Montrer que sh(a + b) = sh(a) ch(b) + sh(b) ch(a),

Ceci est un calcul immédiat a partir des définitions sha = ea_;% et chb = % (on partira de
lexpression de droite).

d) Donner une expression plus simple de argsh(2zv/'1 4 22) (on pourra poser x = sht).

On a argshy = In(y + y/1 +y?) pour y € R. Comme sh est bijective de R sur R, on peut faire le
changement de variable z = sht. On observera alors 1 + 22 = 1 4+ sh?t = ch®¢, et comme cht > 1 >0
pour tout ¢, on obtient v/1+ z2 = 1/ch?(t) = cht. Donc argsh(2zv/1 + x2) = argsh(2shtcht). Par c) on
obtient 2sh¢cht = sh(2t), d’ot argsh(2zv/1 + x?) = argshsh(2t) = 2t = 2 argsh(x).

Probléeme. Un quadripole composé dune résistance R > 0, d’une inductance L > 0 et d’une capa-
cité C' > 0 transforme un signal d’entrée d’une tension alternative V; de pulsation w (w > 0) en un signal
de sortie de tension V5. La fonction de transfert en régime sinusoidal est la fonction F' définie sur ]0, +-o00[
par

1

:1+jR(Cw—L—1w)'

F(w)

1. On note H(w) le module de F(w) [gain du systéme]. Montrer que

1
H(w) = =
\/ 1+ R? (Cw - ﬁ)
On pourra poser p(w) =1 JrjR(Cw - i), alors |H(w)| = m, et le résultat est immédiat a partir

de la définition du module d’un nombre complex.

2
2. a. Soit U la fonction définie sur I =)0, +oo[ par U(w) = 1+ R? (Cw - L—L) . Montrer que

2R? 1

1 v =2 LY )
) @) =204 ) (oW — 1)
On calcule U’ (w) = 2R*(Cw — =) (C’ + ﬁ), et on met 7= en facteur dans la premiére parenthese

pour obtenir (1).
b. En remarquant que

1
2 H(w) = =U(w *1/2,
(2) (w) ) [U(w)]
montrer que H'(w) et U'(w) sont de signes contraires.
11 est clair que l'on a (2). Donc H'(w) = —1U(w) /20" (w). Comme U est de signe positif (au fait

U(w) > 1 pour tout w), alors H'(w) et U’(w) sont de signes contraires.

c. Etudier les variations de la fonction H sur I. On précisera les limites en 0 et en +oc0.

Etudions d’abord les variations de U. Par (1), on voit que le signe de U’ dépend uniquement du signe de
LCw? —1 (les autres facteurs de U’ étant strictement positifs). Cette expression s’annule si et seulement



si wg = \/%; elle est strictement négative pour 0 < w < wq et strictement positive si w > wy. Donc
H'(w) est strictement positive pour 0 < w < wy et strictement négative pour w > wy.

Considérons la limite en +oo. L’expression ﬁ tend vers 0 lorsque w tend vers +oo, et est donc
négligeable par rapport a l'expression Lw qui, elle, tend vers 4+oc0. Donc le dénominateur tend vers +oo,
et H(w) tend vers 0 pour w — o0.

Considérons la limite en 0 de H : on a (en multipliant numérateur et dénominateur par w > 0)

H(w) _ 1 _ w

\/1+R2(CwL1w)2 \/w2+R2<Cw2i>2

Lorsque w tend vers 0, le dénominateur de cette expression tend vers R/L qui est un nombre strictement
positif (et donc non nul). Le numérateur tend vers 0, et donc la limite en 0 de H est 0.

On obtient donc le tableau des variations suivant
1

H’ + 0 —
Hlo /1 N0

3. Donner lallure de la représentation graphique de H dans un repére orthogonal.

4. On note wy la valeur de pulsation pour laquelle la fonction H est maximum. On appelle alors
pulsation de coupure -3dB toute valeur de w telle que H(w) = \%H(wo). Montrer graphiquement que
le filtre présente deux pulsations de coupure wy et wy (0 < w1 < ws). Calculer wy et we (on pourra se
ramener a la résolution de 2 équations du second degré).

On a déja calcule H(wg) = 1. On cherche donc & résoudre H(w) = % ce qui est équivalent a 1 +
R?*(Cw — £-)? = 2 c’est-a-dire Cw — 7= = +. On doit donc trouver les solutions de Cw? — % — 1+ =0

(*). Or A = b? — dac = }%2 + 4C est un nomre strictement positif. Donc I'équation (*) possede deux
_ LiJRCT*siR*CL _ LoyRCITHRCL
solutions : wy := LHVECLZHARZCL o, . L=vVRCL?’+4R?CL

5. L’intervalle [wy; wg]R(ejst appelé bande passante du ﬁltre Déterminer la longueur de la bande passante
du filtre. Seules les fréquences situées dans la bande passante du filtre sont transmises. Ce filtre est donc
appelé un “filtre passe bande”.

On a



