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LHYPERANNEAU DES CLASSES D ADELES

1. Introduction

Mon cours portait cette année sur les résultats récents (obtenus en collaboration
avec C. Consani [3], [4], [5], [6]) sur le cas limite de la « caractéristique 1 ». Le
but principal est de montrer que I'espace des classes d’adéles d’'un corps global, qui
jusqu'a présent n'a été considéré que comme un espace (non-commutatif), admet
en fait une structure algébrique naturelle. Nous verrons également que la
construction de 'anneau de Witt d’un anneau de caractéristique p > 1 admet un
analogue en caractéristique 1 et que la déformation de la structure additive
implique de maniére cruciale 'entropie. Ces résultats sont reliés a l'analyse
idempotente. Cette théorie utilise, au lieu du corps R des nombres réels, le semi-
corps R qui est obtenu en utilisant comme addition dans R* l'opération
max(x,y) alors que la multiplication reste inchangée. Elle fournit un cadre trés
naturel pour la thermodynamique et 'analogue de la transformation de Fourier est
la transformation de Legendre. Un des avantages de la théorie est que I'on peut
calculer avec des matrices. De plus, on a un résultat au premier abord étonnant :
une matrice « générique » Ze. dont tout élément est non-nul, admet une et une
seule valeur propre. Lanalyse idempotente est intimement reliée & la géométrie
tropicale. Dans notre contexte, elle fournit 'analogue en caractéristique 1 des
automorphismes de Frobenius des corps parfaits, ainsi que 'analogue des anneaux
de vecteurs de Witt, qui implique I'entropie, comme nous le verrons au § 2. Mais
le point de vue vraiment nouveau dans le cours de cette année est basé sur la
notion d’hyperanneau inventée par Krasner dans le contexte de la théorie du corps
de classe, pour approcher un corps local de caractéristique non-nulle par des corps
locaux de caractéristique zéro. Dans notre contexte, il dévoile la vraie nature de
lespace des classes d’adéles: cest un hyperanneau, extension de I'hypercorps
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K =1{0,1}, 1 + 1 = {0,1}. En fait, un hyperanneau de la forme R/G (ol R est un
anneau et G C R* un sous-groupe du groupe des unités) est une extension de K
si et seulement si G U {0} est un sous-corps de R. La géométrie algébrique sur K
est duale dans le cas affine d’une catégorie qui contient a la fois celle des algebres
(sur un corps), celle des groupes abéliens et les géométries non arguesiennes
homogenes. Nous avons montré que le groupoide P(H) des éléments premiers de
I'hyperanneau Hy = Ag/K*, sous l'action du groupe Cx = H% des unités, est,
en caractéristique p > 1, isomorphe de manitre équivariante et canonique au
groupoide TI2P(X) CTIfP(X) des lacets du revétement X2 — X associé i
Pextension abélienne maximale K% de K munie de 'action du groupe de Weil :

Wab C Gal(K2b : K).

2. Caractéristique p = 1, entropie et anneau de Witt

Le but de cette section est de présenter I'analogue en caractéristique p =1,
développé dans [5], de la construction fonctorielle de Witt. Nous rappelons
d’abord bri¢vement cette construction. Soit p un nombre premier. Soient
Sy € L[xg, X150 »X5 )05 - )nl les polyndmes de Witt définis par

n n—1 n n n—1
x4 pxl At prx, Aty =S8+ pSE 7S, (1)

Soit alors R un p-anneau strict, S= R/pR l'anneau résiduel et 7: S>> R le
relévement de Teichmiiller 7(x) = [x]. Considérons I'anneau S[[7]] des séries
formelles en 74 coefficients dans S. Lapplication 7 donne une bijection de S[[77]]
avec R,

T T") =2 7(s,)p" €R )
Comme § est de caractéristique p, il contient F, et on a
F,[[77] C SI[TT] ®3)
Soit alors
I, ={a €[0,1], In, p"a € Z} (4)

Théoréme 2.1 1/ existe une application w,: 1, > F[[T]] telle que pour rous
x, y€ S on ait

() +7() =7 w,(@)xy'~) 5)
a€l
?
Ce résultat se généralise et donne une application
wp(al,...,ak)EFp[[T]] Voz]- EIP,Za]- =1 (6)

telle que
k

D e =7 wylagemag)z e zgh)
i=1 Y=l @)
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Passons a la caractéristique 1. Un semi-anneau A est un monoide pour 'addition
et la multiplication, avec éléments unité 0 et 1, et la multiplication est distributive
par rapport a I'addition. Il est de caractéristique 1 quand

x+x=x Vx€A (8

Un semi-anneau A est simplifiable si la multiplication par tout x = 0 est injective.

On a alors ([9]).

Proposition 2.2 Soit A un semi-anneau simplifiable de caractéristique 1. Pour rour
n €N, n>0, lapplication V,(x) = x" est un endomorphisme injectif de A.

Nous dirons que A est parfait quand 9, est surjectif pour tout 7. On a alors un
groupe 4 un paramétre \ € Q7 d’automorphismes ¥ € Aut(A) tels que

* 9,(x) =x" pour tout n € Net x € 4;

e Jyod, =1y, pour tout \,yeQj ;

* 05(0)9,(x) = Jyy,(x) pour tous A\,pu€Ql et x € A

Nous utiliserons la notation ¥(x) = x*. Bien entendu B = {0,1}, 1 + 1 =1,
est parfait ; un autre exemple important est R}™ obtenu ainsi. Si I'on transmue
les lois d’addition et de multiplication dans le semi-corps R par I'application
bijective x > x? (avec p > 0) les semi-corps obtenus ont une limite quand p — oo.
Clest le semi-corps RT¥, 7.e. 'ensemble [0, 00) muni de la multiplication usuelle
et de la nouvelle addition donnée par

x4 y:=max(xy), Vxy€eR, 9)

Pour obtenir 'analogue de la construction de 'anneau de Witt dans le cadre des
semi-anneaux parfaits de caractéristique 1, on recherche les fonctions w(c) définies
pour o € /=Q N [0,1] qui rendent associative et commutative 'opération

er/y:Zw(a)x“)/]*a (10)
a€l
Outre la condition de symétrie

w(l — o) = w(a) (11)

on obtient I'équation fonctionnelle

waw(8)* = wlaBw(y)i-a9, = 215 (12)
1—ap

La solution générale de cette équation est donnée par
Proposition 2.3 Soient G un groupe abélien uniquement divisible et w: 1 —G,

avec w(0) = w(1) =1 € G. Pour que w vérifie (11) er (12), il faut et il suffit qu’il
existe un homomorphisme x: Q% — G rel que

wla) = x(@)* x(1 —a)l=®,  Vae (0,1)NQ (13)

Lhomomorphisme X est déterminé par les x(p) € G quand p parcourt 'ensemble
des nombres premiers. Dans le cas qui nous intéresse, le groupe G est le groupe
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des éléments inversibles d’'un semi-anneau de caractéristique 1 parfait. Dans ce cas
le groupe est ordonné par la relation x 4 y = y notée x < y.

Théoréme 2.4 Soit G un groupe abélien ordonné uniquement divisible et rel que
laction x> x de Q™ sur G par divisibilité se prolonge en une action de R*. Soit
w: I — G une solution de (11) er (12) telle que

w) >1, VYael (14)
1 existe alors p € G, p 2 1 tel que
w(a) — p—aloga—(l—a)log(l—a)) Vacl (15)

On démontre en effet l'inégalité suivante sur les x(p). Pour deux nombres

premiers p;, soit Z—T une approximation nc}iophantienne de ll;’gﬁ; telle que
a=p/155" <1. On a alors X(22) < x(p1)™ .
On reconnait dans la formule (15), I'entropie
S(e) = —aloga—(1—a)log(1—a) (16)

qui est une fonction strictement concave de o € [0,1] qui joue un réle fondamental
en thermodynamique, dans la théorie de I'information et celle des systémes
dynamiques.

Dans le cadre ci-dessus des semi-anneaux A de caractéristique 1, nous associons
A p€A p=>1, une métrique dlx,y) construite en utilisant la relation x +y =y
notée x < y, et telle que

d(x,y) = infla | x < yp®, y < xp*). (17)

Elle est finie sur les intervalles [p~", p”]. Nous noterons A, la réunion de {0} et
des séparés complétés des intervalles [p~7, p"].

Théoréme 2.5 Soit p € A, p > 1 un élément inversible. Alors la formule

X+,y= Z pS@xayl=a vy, ye A,
a€0,11NQ

définit une loi associative sur A, avec O comme élément neutre. La multiplication est
distributive pour cette addition et le groupe de Grothendieck du monoide (A, +,) est
une algébre normée W (A, p) sur R qui dépend fonctoriellement de (A, p).

Ainsi, aprés complétion de I'algébre normée, cet analogue de la construction de
Witt en caractéristique 1 donne une algébre de Banach commutative a la quelle
on peut appliquer le Théoréme de Gelfand qui montre qu'elle posseéde des
caractéres K A valeurs dans C. On démontre que pour tout caractére on a K(p) = ¢
oll ¢ =2.71828... est le nombre d’Euler.
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3. Arithmétique de hyperanneau Hy = Ag/K* des classes d’adéles

Nous exposons, dans cette section, les résultats de [6] qui montrent que la
notion d’hyperanneau introduite par M. Krasner permet de comprendre la
structure algébrique de l'espace Hyg = Ag/K* des classes d’adéles d’un corps
global K. Il faut bien entendu commencer par accepter que la loi de groupe additif
d’un anneau soit remplacée par une opération x,y > x + y C H 4 valeurs dans les
sous-ensembles non vides de H. La notion d’hypergroupe est due & Marty [13] et
la commutativité et 'associativité ont le sens usuel. Les deux axiomes qui remplacent
Pexistence et 'unicité de l'opposé —x de x sont

() Ve H dy=—x€H tq 0€x+y

2 xey+z=>z€x—y.

Dans un hyperanneau H, la multiplication donne une structure de monoide
(H,-) et la distributivité s'écrit

(3) xy+2)=xy+xz Vx, 9 2

On vérifie que K=1{0,1} avec 1+ 1=1{0,1} est un hypercorps, ie. un
hyperanneau dans lequel tout élément non-nul est inversible. Le quotient R/G
d’un anneau commutatif R par un sous-groupe G C R* du groupe multiplicatif
des unités de R est un hyperanneau pour laddition qui & xG et yG associe
Iensemble de classes modulo G d’éléments de xG + yG.

Proposition 3.1 Soit R un anneau commutatif et G C R* un sous-groupe G = {1}
du groupe multiplicatif des unités de R. Alors Uhyperanneau R/G contient K si et
seulement si {0} U G est un sous-corps de R.

Nous montrons que la théorie des hyperanneaux extensions de K est trés
structurée grice a la réciproque ci-dessous (théoréme 3.5) de la proposition 3.1.
Cette réciproque utilise

¢ le théoréme de Von Staudt et Hilbert sur les géométries desarguesiennes ;

* la théorie des « Inzidenzgruppen » de E. Ellers et H. Karzel ;

* la construction de hypercorps des fractions [14] d’'un hyperanneau intégre.

La classification (théoréme 3.4) des hypercorps extensions finies de K est
directement reliée & une question ouverte sur les géométries non-arguésiennes
finies homogenes.

3.1 K-espaces vectoriels et géométrie projective

Un K-espace vectoriel est un hypergroupe muni d’une action compatible de K.
Comme K ne contient que 0 et 1 qui agissent de maniere évidente, un K-espace
vectoriel est un hypergroupe tel que

x+x={0x, Vx=0 (18)

Rappelons que les 3 axiomes de la géométrie projective concernent les propriétés
d’une famille £ de sous-ensembles L C P d’un ensemble P. Les éléments L € L
sont appelés droites.

IP; : Deux points distincts appartiennent & une droite unique.
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IP, : Si une droite rencontre deux cotés d’un triangle! elle rencontre le troisiéme.
]P’3' : Toute droite contient au moins quatre points.

Proposition 3.2 Soit E un K-espace vectoriel. Soit P = E\O. Légalité
Lix,y) =+ Ulxyt, Vx,yeP (19)

définit une géométrie sur P qui vérifie Py, P,, P§.
Soit (P, L) une géométrie vérifiant Py, Py, P4. Alors E="P U {0} muni de

L(x, )\ {x, y}, si
. y:{(xy) {x,y}, si x=y 20)

{0, x}, six=y

est un K—C’.Ypﬂt‘f Uf[tOVif/.

Notons que la dimension d’un K-espace vectoriel est dim(P, L) + 1, ou (P, L)
est la géométrie associée.

3.2 Géométrie algébrique sur K

La proposition 3.2 relie la théorie des K-hypercorps a celle des « Inzidenszgruppen »
(groupes d’incidence) de [8]. Un groupe d’incidence est un groupe G muni d’une
structure d’espace projectif telle que les translations & gauche et 4 droite soient des
automorphismes de I'espace projectif.

Proposition 3.3 Soit H un K-hypercorps. Alors le groupe multiplicatif H* muni
de la géomérrie (19) est un groupe d'incidence. Réciproquement soit G un groupe
d'incidence et munissons H = G U {0} de la structure de K-espace vectoriel donnée par
(20) et du produit de G (avec 0+ g=g- 0 =0). Alors H est un K-hypercorps.

On déduit alors des résultats de [11] que

Théoréme 3.4 Toute extension finie (commutative) H de K est d'une des trois
formes suivantes

(1) H =KIG] pour G groupe fini abélien G.

2) H= qu/ ]Fé< o1l Fq C qu sont des corps finis.

(3) Lextension associée & un plan P non-arguésien muni d’'un groupe G, simplement
transitif d automorphismes de P.

On ne sait pas si le cas (3) se produit. La structure géométrique de G dans le
cas (3) est entierement déterminée par un sous-ensemble D C G tel que 'application
(x,9) > xy~! soit une bijection du complément de la diagonale dans D x D avec
le complément de I'élément neutre dans G. Lordre de G est alors de la forme
n* 4+ n+1 et les seuls exemples connus sont de la forme (2), pour 7= g une
puissance d’'un nombre premier. Les résultats de M. Hall [10] montrent que si G
est cyclique, pour tout diviseur premier p|n, I'application x> x? définit un

1. Pas au sommet correspondant.
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automorphisme de I'hypercorps H qui est un analogue de 'automorphisme de
Frobenius.

Théoréeme 3.5 Soit H une K-algébre commutative sans diviseur de zéro et relle que
dimgH > 3. [/ existe alors une unique paire (A, L) d’un anneau commutatif intégre
A et dun sous-corps L C A tels que

H=A/L* 1)

Les notions d’idéal, d’idéal premier, de spectre premier et de schéma se prolongent
aux hyperanneaux. La catégorie des Z-schémas usuels est une sous catégorie pleine
de celle des hyperschémas.

Théoréme 3.6 Pour tout Z-schéma X, on a une identification canonique
X~ Hom(Spec (K),X)

On considere la droite affine D = Spec(Z[7]. Pour un anneau R on a une
identification ensembliste Hom(Z[77],R) ~ R, mais cette égalité n’est plus vraie
dans le cas des hyperanneaux et on définit en général la notion de fonction sur le
spectre d’un hyperanneau H comme un élément de Hom(Z[T], R).

Théoreme 3.7 Soir Hq [hyperannean des classes dadéles sur Q, er soit
p € Hom(Z[T), Hg). Alors ou bien p =&,

& (P(T)) = P(@)Q* € Hy, VPeZ[T] (22)

pour une unique adéle a € A, ou p se factorise par Qle,]/Q*, ou e, est Lidempotent
de Aq associé & un sous-ensemble Z C Y.

Les deux coproduits AT(7) =7T® 1+ 1® Tet AX (T) = T® T de 'anneau
Z[T) permettent d’obtenir les opérations élémentaires sur les fonctions (¢f [6]).

3.3 Vers SpecZ

Les trois points de vue sur F; sont reliés entre eux et & Spec Z par le diagramme
suivant, olt S désigne 'hypercorps des signes dont les éléments sont 0 et £1 et les
lois sont données par la régle des signes, évidente pour la multiplication et donnée
pour l'addition par

1+41=1,14+(—-1)=1{-1,0,1}

Lapplication 7> signe(n) donne l'unique homomorphisme Z — 8 et
lapplication x> |x| 'unique homomorphisme S — K. Le semi-corps B est
simplement la partie positive B = ST de I’hypercorps S. Tous ces objets sont des
monoides et leur spectre sont au dessus de SpecF; pour cette raison.
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Spec S Spec K

Spec Z Spec B (23)

Spec Fy

Dans ce diagramme, Spec K est situé au dessus du point générique de Spec Z
et il est naturel de chercher a relever Spec Z au-dessus de Spec K. Pour cela
considérons 'anneau Z complétion profinie de 'anneau Z et le produit tensoriel

ZS:Z@)ZS (24)

Tout élément de Z®z S est de la forme x® 1 pour un x € Z et la regle de
simplification dans le produit tensoriel donne la relation d’équivalence

x~y< dn, me NX, nx=my (25)

Or cette relation d’équivalence est la relation de commensurabilité pour les
Q-réseaux (¢f [7]) qui définit un espace non-commutatif de type III. Cet espace
est le point de départ des relations entre thermodynamique, transitions de phase
et théorie des nombres initiée dans [1]. Lalgebre naturelle de fonctions sur I'espace
Zg est une algebre de Hecke non-commutative . La non-commutativité donne
un groupe a un paramétre d’automorphismes o, € Aut(H) et I'étude des états
d’équilibre A température inverse 3 =1/kT montre qu'il y a une transition de
phase avec brisure de symétrie spontanée en 3= 1. A haute température (3 < 1)
il y a unicité de Iétat d’équilibre, mais en dessous de la température critique, les
états d’équilibre extrémaux (phases pures) sont paramétrés par les plongements
Q> — C de l'extension abélienne maximale Q de Q dans le corps des complexes.
De plus la fonction de partition du systéme coincide avec la fonction zéta de
Riemann et cette coincidence est le point de départ de la réalisation des formules
explicites comme formule de trace de [2]. La réalisation spectrale des zéros de zéta
est obtenue en passant au syst¢tme dual du systtme (H, o,) (appelé systtme BC)
et ceci correspond géométriquement 4 un remplacement de l'espace Zg par I'espace
des classes d’adeles sur Q i.e. Hg = Ag/Q*. Cet espace est muni par construction
d’une action naturelle du groupe Cq des classes d’ideles. Nous avons déja vu dans
le cours de I'an dernier que 'on peut mieux comprendre ces constructions grice a
la structure naturelle de monoide de I'espace des classes d’adéles. Comme nous le
verrons ci-dessous, la structure d’hyperanneau de cet espace permet d’aller plus
loin. En particulier, on peut formuler géométriquement les relations entre les
divers espaces ci-dessus sous la forme du diagramme suivant qui compléte (23) :
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Spec Zg <+—— Spec Zxy —Spec Hg

N

Spec Z Spec S Spec K
Spec Z Spec B
Spec Iy

.

Il reste & identifier une structure géométrique utile sur les espaces tels que
Spec Zg qui forme la premiére ligne de ce diagramme. Bien entendu, cet espace
est le spectre de Thyperanneau Zg et n'est pas hyperanneau Zg. Il s'agit donc de
faire de la géométrie algébrique sur I'espace Spec Zg. La relation avec I'étude
de l'espace Zg comme espace (non-commutatif) est la méme que celle qui relie la
géométrie d’une variété V avec la théorie des champs quantiques sur V; ou sous
une forme plus rudimentaire la relation entre calcul infinitésimal et calcul
variationnel qui est le théme de I'analyse fonctionnelle.

3.4 Le groupoide P(H)

Nous dirons qu'un élément p € H d’un hyperanneau H est premier si 'idéal pH
qu’il engendre est premier (i.e. son complémentaire est multiplicatif).

Théoreme 3.8 1) Tout idéal premier principal de I'hyperanneau Hy = Ak /K>
est de la forme

py = {r € Hylx, = 0} 27)

onvE ZK est une place de K.

2) Le groupe Cyx =A% /K> agit transitivement sur les générateurs de lidéal
premier P,

3) Le groupe d’isotropie de tout générateur de l'idéal premier p,, est K, C Ck.

Lespace P(H) des éléments premiers de Uhyperanneau Hyg = Ag/K* a une
structure naturelle de groupoide. Lensemble des unités est I'ensemble 2k des
places de K. Le produit de deux éléments premiers est encore premier si ils
engendrent le méme idéal. Il y a pour chaque place v € 2 un unique idempotent
v € Hg qui engendre p,,

3.5 Groupoide fondamental

Soit m: X — X un revétement galoisien de groupe W. Le groupoide fondamental
du revétement est le quotient

;=X xX)/W
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de X XX par l'action diagonale de W. C’est un groupoide dont les applications
source s et but 7 sont données par

rxy) =), s(ey) =70), Vxy€eX,
et la loi de composition par
) o2 =2, Vxyz€ X.
Nous considérons le sous-groupoide H{ des lacets, défini par

M ={y el [7(y)=s(1}.

Les fibres de la projection » = s : 17 — X sont des groupes. De plus si West un
0 . ! .
groupe abélien, on a une action naturelle de W sur I1; donnée par

w-(%,7) = wx,7) = (%,w=17). (28)

3.6 Lisomorphisme Hf‘b (X) = P(Hg) en caractéristique p = 0

Soit K un corps global de caractéristique p = 0. Nous appliquons les définitions
ci-dessus au revétement abélien 7 : X3 — X de la courbe non-singuliére X sur F
de corps de fonctions égal 2 K. Ce revétement est ramifié mais le groupoide I1;
des lacets continue 2 avoir un sens. On identifie le groupe Ck des classes d’ideles
avec le groupe de Weil abélianisé W C Gal(K*®: K) par la théorie du corps

de classe.

Théoréeme 3.9 Soit K un corps global de caractéristique p = 0, er X le schéma
associé sur .

o Le groupoide H'i‘b(X ) est canoniquement isomorphe au groupoide P(H) des
éléments premiers de Uhyperanneau des classes d'adéles.

o Lisomorphisme TIE(X) ~ P(Hy) est équivariant pour laction du groupe de
Weil (abélianisé) W sur T13P (XY et Laction de H% = Cx sur P(Hy) par multiplication.

Cet énoncé n'a de sens quen caractéristique non nulle. En caractéristique 0, le
groupoide P(H) continue & avoir un sens et donne une premiére indication sur
la relation entre la «courbe» hypothétique C reliée a la fonction zéta et
I'hyperanneau H. En effet P(Hg) C Hg est la réunion des orbites périodiques de
laction de Cg sur Hg qui contribuent 2 la formule de trace [2].

3.7 La place archimédienne et les hypercorps RO™e et TR

Pour terminer cette présentation succinte, nous montrons comment réconcilier
les deux points de vue sur la caractéristique 1 des § 2 (semi-anneaux) et § 3 (hyper-
anneaux). En fait, la construction de R¥* du § 2 se prolonge & R tout entier et
on obtient
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Théoreme 3.10 1/ existe sur R une unique structure d'hypercorps ROV extension
de S, telle que la multiplication soit inchangée et que

x+y=(%y), VYxycR, 0<x<y

Pour tour \ € R* il existe un unique automorphisme 9 € Aut(RO™X) te/ que
I5(x) = x* pour tout x > 0. De plus tout élément de Aut(RO™Y) est un .

Lhypercorps R®mex est une extension de S au sens strict car il contient S comme
sous ensemble stable pour I'addition et la multiplication. Il y a (¢f [15]) une autre
extension naturelle 7R de S au sens faible, 7.e. munie d’'un homomorphisme
S = 7TR. La multiplication dans 7R est la méme que dans R et 'hyperaddition
est donnée par (cf [15])

a, sila|>|b|oua=0b;
aUb=1b, silal<|b|loua=1b; (29)
[~a,a], sib=—a.

Comme dans le théoréme 3.10 on a, mais en supposant A > 0, un unique
automorphisme ¥, € Aut(7R) tel que ¥ ,(x) = x* pour tout x > 0. Cette extension
joue le méme role que RY™ comme extension de B =87, ce que résume le
diagramme

Spec (TR) o Spec(S)

l ! o

Spec (R™) —— Spec (B)
LChypercorps TR extension de S devrait jouer en caractéristique 1 un réle
analogue a celui des clotures algébriques I, des corps finis F, de caractéristique p.
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