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par

Ilia Itenberg

1. Introduction

Ce texte est une introduction a la géométrie tropicale, un nouveau
domaine de mathématiques qui a connu un progrés spectaculaire
durant les huit derniéres années. La géométrie tropicale a des
liens multiples et profonds avec de nombreuses branches des ma-
thématiques, tant en mathématiques pures qu’en mathématiques
appliquées. On peut citer, par exemple, la géométrie algébrique,
la géométrie symplectique, 'analyse complexe, les systémes dyna-
miques, la logique, la combinatoire, le calcul formel, et les modéles
statistiques (cette liste est, bien sir, loin d’étre exhaustive). Des
objets tropicaux apparaissent aussi dans la cristallographie et la
biologie quantitative.

Les racines de la géométrie tropicale remontent au moins au travail
de G.Bergman [1] sur les ensembles limites logarithmiques au début
des années 1970. L’essor actuel de la géométrie tropicale est princi-
palement da & M. Kapranov, M. Kontsevich, G. Mikhalkin, O. Viro et
B. Sturmfels.

En géométrie tropicale, les objets algébro-géométriques sont rem-
placés par des objets affines par morceaux. Par exemple, les courbes
tropicales planes sont des graphes rectilignes dont les arétes ont des
pentes rationnelles. Nous allons présenter les notions de base et les
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premiers résultats de la géométrie tropicale, en nous concentrant prin-
cipalement sur les courbes tropicales dans le plan.

2. Semi-corps tropical

2.1. Opérations tropicales. Un role trés important dans la suite
sera joué par le semi-corps tropical Riop. Il s’agit de I'ensemble R
équipé des deux opérations @ et ® définies de la fagon suivante :

a®b=max{a,b} et a®b=a+b (pour tousa et b dans R).

Les opérations @ et ® s’appellent 1'addition tropicale et la multi-
plication tropicale, respectivement. L’ensemble R muni de ces deux
opérations n’est pas un corps (par exemple, 'opération @ n’a pas
d’élément neutre), mais un semi-corps. Ceci signifie que (R, ®) est
un semi-groupe commutatif, (R, ®) est un groupe commutatif (avec 0
pour élément neutre), et I'opération ©® est distributive par rapport a
lopération & :

a®b®dc)=(a®b) @ (a®c) (pour tous a,b et c dans R).

L’ensemble R muni des opérations @ et © s’appelle le semi-corps
tropical et est noté Ryop. Dans Ryyop, on peut additionner, multiplier
et diviser, mais on ne peut pas soustraire. Le nom tropical a été donné
& ce semi-corps par des informaticiens francais en I’honneur du travail
pionnier de leur collégue brésilien Imre Simon sur le semi-anneau max-
plus.

2.2. Déquantification des nombres réels strictement positifs

Il est important de remarquer que les opérations tropicales peuvent
étre vues comme opérations limites sous une certaine déformation de
I’addition et la multiplication habituelles.

Considérons une famille de semi-corps {Sy}, h € [0, +00). Comme
ensemble, chaque semi-corps S}, coincide avec R. Les opérations d’ad-
dition et multiplication dans S}, sont définies de la maniére suivante :

o b hln(exp(a/h) 4+ exp(b/h)) si h #0,
a =

" max{a, b}, si h =0;
a®pb=a+b.
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Ces opérations dépendent de h de fagon continue. Pour toute valeur
non nulle de h, le semi-corps S}, est isomorphe au semi-corps R* des
nombres réels strictement positifs (munis des opérations habituelles
d’addition et multiplication) : l'application = +— hlnz effectue un
isomorphisme entre R* et Sj. Par contre, Sy coincide avec Ryop et
n’est pas isomorphe a R .

Le passage de valeurs non nulles de h & la valeur 0 dans la fa-
mille {Sy} s’appelle la déquantification de Maslov des nombres réels
strictement positifs (voir [13] et [14]). Des déformations similaires
sont connues dans plusieurs domaines des mathématiques. Comme il
a été remarqué par O.Viro [31], la déquantification de Maslov est
directement liée au patchwork, la méthode de construction de varié-
tés algébriques réelles proposée par Viro il y a une trentaine d’années
(voir [29, 30] et |23]). La déquantification de Maslov est aussi direc-
tement liée au passage a la « large complex limit » (voir [12]) qui fait
dégénérer une structure complexe sur une variété. Toutes ces déforma-
tions fournissent un lien trés important entre la géométrie algébrique
et la géométrie des complexes polyédraux.

3. Courbes tropicales dans R?

3.1. Polynémes tropicaux. Nous allons maintenant faire une
bréve description de la géométrie algébrique sur le semi-corps tropical
Rirop- Cette description est limitée au cas des courbes tropicales
dans R? et est orientée vers les problémes énumératifs présentés dans
le texte d’E.Brugallé (ce volume). On renvoie a |20, 9| pour une
information plus compléte sur les variétés tropicales.

Soit

ple,y) = Y area™y

(k,0)eA,

un polynéme (de Laurent) & deux variables et & coefficients réels (ici
A, est une collection finie de points ayant des coordonnées entiéres
dans R?). Si on considére p comme polynome tropical (c’est-a-dire,
si on remplace dans ce polynéme I'addition et la multiplication habi-
tuelles par leurs analogues tropicales), on obtient une fonction convexe
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affine par morceaux

- k .
fo(z,y) (k{%%}f\p{ak,é‘F x + Ly}

Cette fonction est définie sur R? et prend ses valeurs dans R (en fait,
pour étre plus précis, on peut dire que cette fonction est définie sur
(Rtmp)z et prend ses valeurs dans Ryp). La fonction f, s’appelle
la transformée de Legendre de la fonction v, : A, — R définie par
vp(k,€) = —ay e, pour tout (k,l) € Ay.

Pour introduire la courbe tropicale définie par notre polynéme tro-
pical, considérons le lieu des coins T, de la fonction f, : le sous-
ensemble T}, de R? est formé par les points ou la fonction fp n'est
pas localement affine. Le graphe I', de la fonction f, est une surface
polyédrale dans R3. En projetant sur R? la réunion des sommets et
des arétes de I'p, on obtient 7},. L’ensemble T}, contient un nombre fini
de sommets (qui sont les images des sommets de I',) et un nombre
fini d’arétes (qui sont les images des arétes de I'y). Si T}, n’est pas
une droite, chaque aréte de T}, est soit un segment reliant deux som-
mets, soit une demi-droite ayant un sommet pour extrémité. Dans le
deuxiéme cas, on dit que I'aréte en question est un bout de T),.

Exemple 3.1. Soit p(z,y) = a®x ® b©® y @ ¢ un polyndme tropical
de degré 1. L’ensemble T}, associ¢ a p est la réunion de trois demi-
droites qui ont la méme extrémité. Les directions des trois bouts de 7T},
sont, respectivement, sud, ouest et nord-est (voir la figure 1). Dans
ce cas particulier, une modification des coefficients de p résulte en
translation de 7). L’extrémité commune des trois arétes de T}, est le
point (¢ —a, ¢ —0).

Exemple 3.2. Le polynoéme p(z,y) = = produit la fonction affine f, :
(z,y) — 1+ x (et pas la fonction (x,y) — z), car, du point de vue
tropical, on a p(z,y) = 1 ® . Dans ce cas, 'ensemble T}, est vide.

Chaque aréte de I’ensemble T}, associé¢ a un polynome tropical

pz,y) = @B areozy™
(k,Z)EAp
(ici 9% et y©¢ sont la k-éme puissance tropicale de x et la f-éme
puissance tropicale de y, respectivement) peut étre munie d’un en-
tier strictement positif de la fagon suivante. Soit o une aréte de T),.



INTRODUCTION A LA GEOMETRIE TROPICALE 5

FiGURE 1. Une droite tropicale

Notons o l'aréte de I'y, telle que la projection de o coincide avec o.
L’aréte ¢ est adjacente a deux faces de I', contenues dans les graphes
de deux fonctions affines

(:Ua y) = 0k .0, + klx + glya (.1', y) = Ay 0 + ka + €2ya

ou (ki1,¢1) et (k2,02) sont des points de A,. Associons a o le poids
w(o) égal a la longueur entiére du segment reliant les points (k1, ¢1)
et (kz,¢2). (Un point de R? est dit entier, si les deux coordonnées de
ce point sont entiéres; pour un segment reliant deux points entiers
de R?, la longueur entiére de ce segment est le nombre de ses points
entiers diminué de 1; par exemple, le segment reliant les points (3, 0)
et (0,3) a la longueur entiére 3.)

L’ensemble T}, dont les arétes sont munies des poids définis ci-dessus
s’appelle la courbe tropicale associée au polynéme tropicale p. On uti-
lise la méme notation 7, pour cette courbe tropicale. L’enveloppe
convexe A, (dans R?) de A, s’appelle le polygone de Newton de p
(parfois, on dit que A, est le polygone de Newton de la courbe tropi-
cale T},). Si A est le triangle & sommets (0, 0), (d,0) et (0, d), ot d est
un entier strictement positif, on dit que notre courbe tropicale est de
degré d. La figure 2 montre certaines courbes tropicales de degrés 1,
2 et 3 (sur les figures, on n’indique que les poids différents de 1).

Un bout quelconque d’une courbe tropicale de degré d a une des
trois directions : sud, ouest ou nord-est. Pour toute courbe tropicale
de degré d, le nombre de bouts (comptés avec les poids) ayant une
direction donnée est égal & d. Ces affirmations seront justifiées dans
la section suivante.
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1 % <

FI1GURE 2. Exemples de courbes tropicales de degrés 1, 2 et 3

3.2. Dualité. L’utilisation d’une transformation de Legendre in-
dique la présence d’une dualité. Dans notre cas, il y a une dualité
entre la subdivision ©, du plan donnée par une courbe tropicale T,
et une certaine subdivision du polygone de Newton de p.

La subdivision en question de A, est définie par la fonction v, :
(k,€) — —ay, ¢ de la facon suivante. Considérons le graphe de v, : c’est
un ensemble fini de points dans R?. L’enveloppe convexe de ce graphe
est un polytope convexe dans R3. Quand on le regarde par-dessous, on
voit un certain nombre de faces, et quand on projette ces faces sur A,
on obtient une subdivision de A,. Notons ®,, cette subdivision.

On a donc, d’une part, une subdivision du polygone de Newton, et
d’autre part une subdivision du plan donnée par la courbe tropicale.
Ces deux subdivisions sont duales I'une de 'autre.

Théoréme 3.3 (Théoreme de dualité). Pour tout polyndéme tropical

p,y) = @ ape®aFy®*
(k,0)eN,

tel que son polygone de Newton A, soit non dégénéré (c’est-a-dire, ne
soit pas contenu dans une droite), il existe une bijection B entre les
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FIGURE 3. Exemples de subdivisions du triangle & sommets
(0,0), (2,0) et (0,2)

éléments de ®, d’un coté et les éléments de ©, de 'autre coté telle
que

— pour chaque polygone I1 de ®,, I’élément B(II) soit un sommet
de T,

— pour chaque aréte E de ®,, l'élément B(E) soit une aréte de T),
et les arétes E et B(E) soient orthogonales,

— une aréte B de ®,, soit contenu dans un coté de A, si et seulement
si B(E) est un bout de T),

— pour chaque sommet V' de ®,, l’élément B(V') soit une région de
R? < Ty,

— la correspondance B renverse la relation d’incidence.

Remarquons que, pour toute aréte d’'une courbe tropicale, le poids
de cette aréte est égal a la longueur entiére de I'aréte duale.

Le théoréme 3.3 peut étre facilement démontré a I’aide des deux
lemmes suivants.

Lemme 3.4. Soit

p,y)= @ are®z Py
(k,0)eA,

un polynome tropical, et (i, ) un vecteur a coordonnées entiéres dans
R2. Alors, le polynome tropical

p(r,y) = @ apeaFyoltH)
(kL)eN,

définit la méme courbe tropicale que le polynome p.
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FIGURE 4. Exemples de coniques tropicales et leurs subdi-
visions duales

Lemme 3.5. Soit

p(z,y) = @ ape® "y
(k,0)eN,
un polynéme tropical, et L : R? — R, L : (k1) — ak + Bl + v,
une fonction affine. Alors, la courbe tropicale définie par le polynéme
tropical

@D (are+ Lk, 1)) O zOFy Ot
(k,0)eA,

peut étre obtenue de la courbe tropicale T}, par la translation de vec-
teur (—a, —f3).

3.3. Description géométrique. Les courbes tropicales dans R?
peuvent étre décrites de facon géométrique. Soit

— V une collection finie de points distincts dans R2,

— &, une collection finie de segments dont les extrémités appar-
tiennent a V,

— &, une collection finie de demi-droites dont les extrémités appar-
tiennent & V.
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Supposons que lintersection de deux éléments quelconques de
Ey U &, est soit un point de V, soit vide. Considérons une fonction
w: & UE, — N~ {0}. Pour chaque élément e de & U E,, le nombre
w(e) s’appelle le poids de e. Un tel quadruplet (V, &, &,, w) s’appelle
un graphe rectiligne pondéré. Les éléments de V (respectivement,
de & U &) s'appellent sommets (respectivement, arétes) du graphe
rectiligne pondéré (V, &, &y, w).
Un graphe rectiligne pondéré (V, &, E,, w) est dit équilibré si

— chaque aréte dans & U &, a une pente rationnelle,

— aucun sommet dans V n’est adjacent a exactement deux arétes
dans & U &,

— pour tout sommet v dans V, on a Y . . g, w(€) - e =0, ou
E(v) C & UE, est I'ensemble formé par les arétes dans & U &, qui
sont adjacentes a v, et e; est le plus petit vecteur a coordonnées
entiéres sortant de v le long de e;.

La derniére propriété de la définition ci-dessus s’appelle la condition
d’équilibre.

Théoréme 3.6. Toute courbe tropicale T dans R? telle que T (consi-
déré comme ensemble) ne soit pas une droite représente un graphe
rectiligne pondéré équilibré. Inversement, tout graphe rectiligne pon-
déré équilibré représente une courbe tropicale.

Démonstration. Soit T, la courbe tropicale associée & un polynoéme
tropical p. Supposons que 7}, n’est pas une droite, et considérons le
graphe rectiligne pondéré G = (V, &, E,, w) tel que 'ensemble V (res-
pectivement, &, &,) soit formé par les sommets (respectivement, les
arétes bornées, les bouts) de T), et les poids des arétes de G coin-
cident avec les poids des arétes correspondantes de 7),. Remarquons
que

— chaque aréte de la subdivision duale ®, du polygone de Newton
de T}, a une pente rationnelle,

— chaque polygone dans ®, a au moins trois cotés,

— pour chaque polygone dans ®, a sommets Vi,V5,...,V,, on a
— —_— ——
Vl‘/Q + -+ Vn—lvn + Vn‘/l =0.

Donc le Théoréme 3.3 implique que le graphe G est équilibré.
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Pour démontrer la deuxiéme partie de 1’énoncé, considérons un
graphe rectiligne pondéré équilibré G = (V, &, &y, w), et choisissons
une région Ry du complémentaire de G' dans R?. Associons & R; une
fonction affine arbitraire g, : R? — R, pg, (z,vy) = kr,v+{p, y+ag, .
Soit Rp une région voisine de Ry, c’est-a-dire, une région telle que 'in-
tersection e des adhérences de Ry et Ry soit une aréte dans & U &,,.
Associons & Ry la fonction affine pr, : R? — R, pr,(2,y) = kr, +
lr,y + ag, telle que ((kr, — kgr,)/w(e), ({r, — Cr,)/w(e)) soit le plus
petit vecteur & coordonnées entiéres normal & e et pointé vers Rs, et
les restrictions de ¢gr, and @g, sur e coincident. Continuant de la
méme maniére, on associe a toute région R du complémentaire de G
dans R? une fonction affine ¢ : R? — R, pr(z,y) = krz +/Lry +ag.
La condition d’équilibre garantie que la fonction ¢ ne dépend pas de
la suite de régions utilisée dans la définition de ¢gr. On obtient une
collection finie A de points entiers (kg,fr) (ou R parcourt toutes les
régions du complémentaire de G’ dans R?) et un polynéme tropical

pEy)= D  appe, © TRy
Le graphe G représente la courbe tropicale T}, définie par p. ]

La construction ci-dessus produit une courbe tropicale a partir d’un
graphe rectiligne pondéré équilibré. Le polygone de Newton de la
courbe obtenue n’est déterminé par le graphe de départ qu’a une
translation de vecteur & coordonnées entiéres prés.

3.4. Courbes tropicales irréductibles. Soient pi, ... , p, des
polynoémes tropicaux qui définissent dans R? des courbes tropicales
Ti, ..., T,, respectivement. La somme T} + --- + T,, des courbes
tropicales 11, ..., T}, est la courbe tropicale définie par le polynéme
tropical p1 ®- - -®p,. Comme ensemble, la courbe tropicale T1+- - -+T,
est la réunion des ensembles 17, ..., Ty, et le poids de chaque aréte
de Ty + --- 4+ T}, est égal a la somme des poids des arétes correspon-
dantes des courbes 71, ..., T;,. Une courbe tropicale dans R? est dite
réductible si elle peut étre représentée comme somme de deux courbes
tropicales plus petites. Une courbe tropicale non réductible dans R?
est dite irréductible. Par exemple, les coniques tropicales présentées
sur la figure 4 sont irréductibles. Par contre, la conique tropicale pré-
sentée sur la figure 5 est réductible.
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FI1GURE 5. Une conique tropicale réductible

3.5. Version tropicale du théoréme de Bézout. Les courbes
tropicales ont beaucoup de propriétés en commun avec les courbes al-
gébriques complexes. Par exemple, deux droites tropicales en position
générale une par rapport & I'autre ont exactement un point commun.
Cette observation peut étre généralisée de la fagon suivante (voir, par
exemple, [27]).

Théoreme 3.7 (Version tropicale du théoreme de Bézout)

Soient Ty et Ty des courbes tropicales dans R? de degrés mi et mo,
respectivement. Supposons que Ty et Ty sont en position générale (cette
condition signifie que T et Th ne se coupent qu’en points intérieurs
d’arétes). Alors, le nombre de points d’intersection (comptés avec cer-
taines multiplicités) de Ty et Ty est égal & mymsy. Les multiplicités des
points d’intersection sont définies de la fagon suivante. Considérons
un point d’intersection d’une aréte ey de T1 et d’une aréte eo de Ts.
Soient (a1,b1) et (ag,b2) les plus petits vecteurs directeurs a coor-
données entiéres de e1 et e, respectivement. Alors, la multiplicité du
point d’intersection en question est égale a

w(el)w(eg) ’albg — (lgb1|.

Démonstration. Soient « et 3 deux nombres réels tels que a < 0,
B > 0 et a/ soit irrationnel. Pour tout nombre réel positif ¢, notons
T (t) 'image de la courbe tropicale T} par la translation de vecteur
(ta, t8) (remarquons que T1(t) est une courbe tropicale de degré m;).
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Il existe un nombre positif ¢ tel que tout sommet de Ty (%) ait sa
premiére coordonnée strictement plus petite que la premiére coordon-
née de tout sommet de Th, et tout sommet de T} (%) ait sa deuxiéme
coordonnée strictement plus grande que la deuxiéme coordonnée de

tout sommet de T,. Tout point d’intersection de T (t) et T est un
point d’intersection d’un bout vertical de T} (t) et d’un bout horizon-
tal de T5. Donc, le nombre de points d’intersection, comptés avec les
multiplicités, de T (%v) et Ty est égal & mims.

D’autre part, sur I'intervalle [0, f], il n’y a qu’un nombre fini de va-
leurs ¢ telles que les courbes tropicales 77 (t) et T, ne soient pas en po-
sition générale. Si ¢’ est une telle valeur, alors, la condition d’équilibre
implique que, pour tout nombre & strictement positif et suffisamment
petit, le nombre de points d’intersection, comptés avec les multiplici-
tés, des courbes tropicales Ty (t' —¢) et T est égal au nombre de points
d’intersection, comptés avec les multiplicités, des courbes tropicales
Ti(t' + €) et Ty. Par conséquent, le nombre de points d’intersection,

comptés avec les multiplicités, de T7 et Th est égal & mymeo. ]

Avant de formuler une généralisation du théoréme que l'on vient
de démontrer, introduisons la notion de wolume mizte de polytopes
convexes. Soit n un entier strictement positif, et soient I1y, ..., II,, des
polytopes convexes dans R™ (chacun de ces polytopes est I'enveloppe
convexe d’une collection finie de points). Pour tous nombres réels
positifs Ay, ..., Ay, considérons le polytope AIl; + -+ + A, IL, (ce
polytope est formé par les points de la forme Ajz1+- - -+ Az, o0 x; €
I;,i =1, ..., n). Le volume (euclidien standard) du polytope A;IT; +
-+ 4+ ApIL, est un polynéme de degré n en Ay, ..., A,. Ce polynéme
a un monoéme de la forme MM\;...\,. En divisant le coefficient M
du monodéme en question par n!, ont obtient la quantité qui s’appelle
volume mixte des polytopes I, ..., II,, et est notée Vol,, (IIy, ..., II,).

Si tous les polytopes 11y, ..., I, coincident avec un polytope II,
alors le volume mixte de IIy, ..., II,, est égal au volume vol(II) de II.
Si n = 2, alors le volume mixte de II; et Iy s’appelle aussi aire mixzte
de IT; et 115 et est égal a

VO](Hl + Hg) - VO](Hl) — VO](HQ)
B .
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Théoreme 3.8 (Version tropicale du théoreme de Bernstein)

Le nombre de points d’intersection, comptés avec les multiplicités,
de deuz courbes tropicales en position générale dans R? est égal a
2Vola(A1, Ag), ot Ay et Ay sont des polygones de Newton de ces
courbes.

SiIl;, i = 1,2, est le triangle a sommets (0,0), (m;,0) et (0,m;),
alors le polygone IT; +115 est le triangle & sommets (0,0), (m+mg,0),
(0, m1 + ma), et 'aire mixte de II; et Ily est égale & mymy/2. Dans
ce cas, le Théoréme 3.8 se réduit au Théoréme 3.7.

Considérons un autre exemple. Soit Iy le trapéze a sommets (0, 0),
(2,0), (2,2), (0,4), et Iy le triangle & sommets (0,0), (1,0), (0,3);
voir le dessin 6.

(0,7)
,,,,,,,,, (2,5)
,,,,,,,,,,,,, (3.2)
+ = |
00 G0

FIGURE 6. La somme d’un trapéze et d’un triangle

Dans ce cas, la somme II; + Iy est un pentagone ayant 'aire 15, 5.
L’aire mixte de II; et Il est égale & 4. Donc, une courbe tropicale T}
ayant II; pour polygone de Newton et une courbe tropicale T5 ayant
ITs pour polygone de Newton se coupent en 8 points (si on compte les
points d’intersection avec les multiplicités et si les courbes tropicales
T} et Ty sont en position générale).

Si Ty et Il sont deux polygones convexes dans R?, et I, est un
polygone convexe entiérement contenu dans Ils, alors

VOIQ(Hl, ng) < VO]Q(Hl, HQ)

Essayez de démontrer cette affirmation (par exemple, en utili-
sant le Théoréme 3.8). Remarquons que 'on peut avoir 1'égalité
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Voly (113, IT5) = Volg(IIy, 1) meéme si I, & IIs. Par exemple, laire
mixte du triangle a sommets (0,0), (4,0), (0,4) et du carré a som-
mets (0,0), (2,0), (2,2), (0,2) (ces polygones sont représentés sur la
figure 7) est égale a 8, c’est-a-dire, a l'aire mixte de deux triangles a
sommets (0,0), (4,0), (0,4).

0,6) (2,6)

0.0)

FIGURE 7. La somme d’un triangle et d’un carré

Un autre exemple est fourni par les deux segments [(0,0), (mq,0)]
et [(0,0), (0,mz2)] : leur aire mixte est égale a mima/2.

Le volume mixte a beaucoup de propriétés importantes. Voici une
de ses propriétés.

Théoréme 3.9 (Inégalité d’ Alexandrov-Fenchel ; voir, par exemple, [3])
Soit n un entier supérieur ou égal a 2, et sotent Iy, ..., I, des
polytopes convezes dans R™. Alors,

Vol,, (T, g, T, .. ., IT,,)
2 VOln(Hl,Hl,Hg, e ,Hn) VOln(HQ,HQ,Hg, ey Hn)

Il est remarquable que 'inégalité de Alexandrov-Fenchel peut étre

démontrée en utilisant une approche algébro-géométrique (voir |28,
11]).

3.6. Problémes énumératifs. Si on choisit deux points en position
générale dans R? (ici la position générale signifie que les points choisis
ne sont pas sur la méme droite horizontale, sur la méme droite verti-
cale ou sur la méme droite de pente 1), alors, par ces deux points, on
peut faire passer exactement une droite tropicale. Notons ¢ la pente
de la droite (habituelle) passant par les deux points choisis.
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— Si p € (—00,0), alors le bout « sud » et le bout « ouest » de la
droite tropicale T' en question contiennent chacun un point choisi.

— Si g € (0,1), alors le bout « ouest » et le bout « nord-est » de T
contiennent chacun un point choisi.

— Si g € (1,400), alors le bout « sud » et le bout « nord-est » de T
contiennent chacun un point choisi.

L’observation concernant I'unicité de la droite tropicale qui passe
par deux points en position générale dans R? a une généralisation
trés importante : le théoréme de correspondance de G.Mikhalkin
(voir [19]). Ce théoréme est la base des applications spectaculaires
de la géométrie tropicale en géométrie énumérative et est présenté
dans le texte d’E. Brugallé.

FI1GURE 8. Droite tropicale passant par deux points

4. Amibes de courbes complexes

Dans les applications énumératives de la géométrie tropicale, un
role trés important est joué par les amibes de courbes complexes.

Considérons le tore compleve (C*)%, ott C* = C ~ {0}. Une courbe
algébrique X dans (C*)? est le lieu des zéros d’un polynome de
Laurent P € C[z*!, w*!],

P(z,w) = Z Ap g 2"t
(k,0)eAp
ol Ap C Z? est un ensemble fini, appelé le support de P, et Ape #0
pour tout (k,¢) € Ap. Comme ci-dessus, on appelle polygone de New-

ton de P l'enveloppe convexe (dans R?) du support Ap. Notons Ap
le polygone de Newton de P.
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Si Ap C N2 on a affaire & un polynéme habituel (et non a un
polynéme de Laurent). Un polynéme complexe & deux variables définit
une courbe dans C?. Deux polynémes P et () définissent la méme
courbe dans C? si et seulement si ils sont proportionnels : P = \Q,
ol A € C*; ils ont alors le méme polygone de Newton, et on 'appelle
le polygone de Newton de la courbe X = {(z,w) € C? | P(z,w) = 0}.

Pour les courbes dans le tore complexe (C*)?2, la situation est un peu
différente : deux polynémes de Laurent P et () définissent la méme
courbe dans le tore complexe (C*)? si et seulement si il existe A € C*
et (i,) € Z* tels que Q(z,w) = A\2'w/Q(z,w); on a alors Ag = Ap+
(i,7) et Ag = Ap+(i, j). Par conséquent, on peut parler du polygone
de Newton Ay d'une courbe X = {(z,w) € (C*)? | P(z,w) = 0},
mais il est défini modulo les translations de vecteurs a coordonnées
entiéres (comparer cette situation avec celle des polygones de Newton
des courbes tropicales dans R? ; voir section 3.3).

Dans le cas de (C*)2, le théoréme de Bernstein [2], dont le Théo-
réme 3.8 est une version tropicale, affirme que, si P; et P, sont des
polynémes de Laurent ayant des polygones de Newton A et Ao,
respectivement, et P; et P, sont suffisamment génériques (parmi les
polynémes de Laurent ayant les polygones de Newton Aj et Ag), alors
le nombre de racines dans (C*)? du systéme Py (z,w) = Pa(z,w) =0
est égal a 2 Voly(Aq, Ag).

Maintenant, considérons 'application

Log: (C*)? — R?

(z,w) — (In|z],1n |w]).

Pour une courbe algébrique X dans (C*)2, I'amibe A(X) de X est
I'image de X par 'application Log.

L’amibe est toujours un sous-ensemble fermé de R%. Son com-
plémentaire est non vide et posséde un nombre fini de composantes
connexes, qui sont toutes convexes. L’amibe A(X) a un nombre
fini d’asymptotes le long lesquelles elle va vers l'infini. Les direc-
tions asymptotiques sont orthogonales aux cotés du polygone de
Newton Ax (voir [5]).

Les amibes permettent d’étudier et, d’une certaine facon, de visua-
liser les courbes algébriques complexes. Le cas des droites est parti-
culiérement simple.
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FIGURE 9. Amibe d’une courbe

L’amibe d’une droite X définie dans (C*)? par un polynome az +
bw + ¢ tel que abc # 0 peut étre décrite de la fagon suivante. Si ’on
pose

u=Inlz| et v=Inwl,
alors 'amibe A(X) est I’ensemble des points (u,v) € R? qui vérifient
les trois inégalités
u < —1In|a| + In(|c| + |ble”),
< —Infbf + In([ef + |ale®),
lale® + |ble” = |c|.

v

Le polygone de Newton de la droite X est (& translation pres) le
triangle de sommets (0,0), (1,0), (0,1), donc les directions asympto-
tiques de ’amibe de la droite X sont sud, ouest et nord-est. Au-dessus
de chaque point (u,v) qui se trouve a l'intérieur de A(X), il y a deux
points de X, et au-dessus de chaque point (u,v) du bord de I'amibe, il
n’'y a qu'un seul point de X (cela n’est pas vrai pour 'amibe d’une
courbe algébrique quelconque; le cas d’une droite est trés spécial).
Donc, pour imaginer la droite X, on peut prendre deux copies de
A(X) et les recoller le long du bord. Du point de vue topologique, on
obtient une sphére (de dimension 2) privée de trois points.
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FIGURE 10. Amibe de la droite définie par le polynéme z + w + 1.

La notion d’amibe est apparue plusieurs fois en mathématiques,
sous des noms différents. Sous le nom amibe, cette notion a été in-
troduite par .M. Gelfand, M. Kapranov et A.Zelevinsky [5] en 1994.
Depuis, les amibes ont fait ’objet d’études approfondies et de généra-
lisations diverses, notamment par M. Forsberg, M. Passare, A. Tsikh,
H. Rullgard, L. Ronkin et G. Mikhalkin (voir, par exemple, [4, 15, 18,
17, 21, 22, 24, 25, 6|).

Citons seulement un des résultats importants concernant les amibes
des courbes algébriques dans (C*)2.

Théoréme 4.1 (M. Forsberg, M. Passare et A. Tsikh, [4])

Soit A un polygone convexe a sommets entiers dans R?, et soit X
une courbe algébrique dans (C*)? telle que X ait A comme polygone
de Newton. Alors, il existe une fonction localement constante Ind :
R\ A(X) — ANZ? qui envoie des composantes connexes différentes
du complémentaire de A(X) sur des points entiers différents de A.
En particulier, le nombre de composantes connexes de R? . A(X) est
inférieur ou égal au nombre de points entiers de A.

5. Amibes non archimédiennes

Une des explications du phénoméne de ressemblance des courbes
tropicales et des courbes algébriques est le fait que toute courbe
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tropicale dans R? peut étre vue comme I’amibe d’une courbe algé-
brique définie sur un corps valué non archimédien.

Soient K un corps avec une norme, et V C (K*)? une courbe
algébrique, c’est-a-dire, le lieu des zéros d’un polynéme (de Laurent)
P e K[z wtl],

P(z,w) = Z Apy 2Pt

(k‘,f)EAp

ot Ap C Z? est un ensemble fini. La définition de 'amibe se généralise
facilement a cette situation : 'amibe A (V) est I'image de V par
I’application

Log : (K*)? — R?,

(2, w) — (In |z[, In fw]),

ou |z| et |w| sont les normes de z et w, respectivement.

Une valuation (& valeurs réelles) d'un corps K est une fonction
v: K* — R telle que, pour tous z et w dans K, on ait

v(zw) =v(z) +v(w) et v(z+w) = min{v(z),v(w)}.

Un corps muni d’une valuation est dit valué non archimédien. Si K
est un corps valué non archimédien et v est sa valuation, on définit la

norme |z| de z € K* par |z| = ¢ *), et on pose | 0 | = 0. L’amibe
d’une variété algébrique V' C (K™*)™ est I'image de V' par I’application
Log: (z1,...,2n) — (—v(21),...,—v(zn)).

Un exemple important d’un corps valué non archimédien est le
corps Ups1 k((t!/")) des séries de Puiseux sur un corps k. Les éléments
de ce corps sont les séries formelles b(t) = 3 .o byt" a coefficients dans
k et a une variable ¢ telles que S C Q soit minoré et contenu dans une
suite arithmétique. La valuation est donnée par le plus petit r tel que
b, # 0. Si k est algébriquement clos et de caractéristique 0, alors le
corps des séries de Puiseux sur k est aussi algébriquement clos (voir,
par exemple, [32]).

Un autre exemple est le corps K des séries transfinies b(t) =
> reg brt” a coefficients complexes et exposants réels (ici S C R est
un ensemble bien ordonné, c’est-a-dire, chaque sous-ensemble de S
contient un élément minimal). Ce corps est algébriquement clos. La
valuation non archimédienne v : * — R est encore une fois donnée
par le plus petit r tel que b, # 0.
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Soit K un corps valué non archimédien algébriquement clos tel que
v(K*) D Q. Considérons un polynéme P € K[z wT!],

P(z,w) = Z Ap g 20t
(k,0)eAp
oit Ap C Z* est un ensemble fini, et Ay, # 0 pour tout (k,¢) € Ap.
Notons Vp la courbe définie par P dans (K*)2. L’amibe Ag (Vp) de
Vp peut étre décrite de la fagon suivante.
Considérons le polynéme tropical
plz,y)= @ ape0zy>,
(krg)EAP

ol a¢ = —v(Aye) pour tout (k,f) € Ap.

Théoreme 5.1 (M.Kapranov, [10]). L’adhérence A(Vp) de [’amibe
Ak (Vp) C R? coincide (comme ensemble) avec la courbe tropicale T,
définie par p. Si la valuation v : K* — R est surjective, alors A(Vp)
coincide avec Tj.

Le théoréme de Kapranov montre en particulier que, contrairement
au cas complexe, (’adhérence de) I'amibe d’une courbe algébrique
dans (K*)? ne dépend que des valuations des coefficients d'un poly-
noéme définissant la courbe.

Un autre corollaire du théoréme de Kapranov est le fait que le
Théoréme 4.1 a un analogue non archimédien : il existe une fonction

localement constante Ind : R? . A(Vp) — Ap NZ2 ot Ap est le
polygone de Newton de P, qui envoie des composantes connexes dif-

férentes du complémentaire de A(Vp) sur des points entiers différents

de Ap. En effet, toute région de R? . A(Vp) correspond & un mondéme
de P et est déterminée de fagon unique par ce monome.

Les amibes non archimédiennes sont des limites de certaines fa-
milles d’amibes de courbes complexes. Soient A une collection finie
de points entiers dans R?, et v : A — R une fonction. Une famille de
polynémes complexes Pi(z,w) = E(k,ﬁ)eA akﬂ”(k’@zkwe a deux va-
riables s’appelle une famille de patchwork (cf. [29, 30]). Notons X (t)
la courbe définie par P; dans (C*)2. Une famille de patchwork peut
étre vue comme polynoéme P(z,w) = >~y pea ag otV B0 2Fwt A coef-
ficients dans le corps K des séries transfinies a coefficients complexes

et exposants réels. Notons Vp la courbe définie par P dans (K*)2.
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Pour tout ¢t > 0, considérons I’homothétie F} : R? — R? définie par
(xay) = (_@7 _ﬁ)

Théoréme 5.2 (G.Mikhalkin, [18], H. Rullgard, [26])

L’amibe Axc(Vp) C R? est la limite dans la métrique de Hausdorff
sur les compactes des images Fy(A(X (t))) des amibes A(X (t)) quand t
tend vers 0.

Le théoréme de Kapranov et d’autres relations entre la géométrie
non archimédienne et la géométrie tropicale sont présentés en détails
dans le texte de B. Teissier (ce volume).

La déquantification de Maslov des nombres réels strictement posi-
tifs peut étre vue comme ombre réelle d’'une déformation de la struc-
ture complexe de (C*)2, une déformation qui produit en particulier
une déformation d’amibes de courbes complexes vers des courbes tro-
picales. Ces déformations jouent un role central dans la démonstration
du théoréme de correspondance de G. Mikhalkin et dans les applica-
tions énumératives de la géométrie tropicale présentées dans le texte
d’E. Brugallé (voir aussi [16, 19, 20, 7, 8, 9]).

6. Exercices

(1) Trouver un polynome tropical dont la courbe tropicale associée
est une droite verticale de poids 1 dans R2.

(2) Trouver un polynéme tropical dont la courbe tropicale associée
est la droite y = 3z + 1 de poids 2 dans R?.

(3) La figure 11 représente une courbe tropicale dans R? et sa sub-
division duale. Quel est le degré de cette courbe ?

(4) Dessiner la courbe tropicale dans R? définie par le polynoéme
tropical

p(r,y) =1@(-1)0rd(-5)0z02z01020yd10Yy0OY.

(5) Soit d un entier strictement positif, et A le triangle & sommets
(0,0), (d,0) et (0,d).
— Quel est le nombre maximal possible de sommets d’une
courbe tropicale dans R? ayant A pour polygone de Newton ?
— Quel est le nombre minimal possible de sommets d’une
courbe tropicale dans R? ayant A pour polygone de Newton ?
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FIGURE 11

(6) Trouver un polygone convexe A C R? & sommets entiers et deux
polyndémes tropicaux p; et ps ayant A pour polygone de Newton tels
que

— les courbes tropicales T et T» définies dans R? par p; et
p2, respectivement, coincident en tant qu’ensembles (on ne tient
pas compte du poids des arétes des deux courbes tropicales en
question),

— les subdivisions de A duales aux subdivisions de R? définies
par T et T5 ne coincident pas.

(7) Considérons une courbe tropicale 7' dans R? telle que T ait le
triangle a sommets (0,0), (1,0), (0,2) comme polygone de Newton.
La courbe T peut-elle étre réductible 7

(8) Soit A le carré a sommets (0,0), (1,0), (1,1) et (0,1) dans R2.

— Montrer que, par trois points en position générale dans R?,
on peut tracer exactement une courbe tropicale de polygone de
Newton A. Essayer d’expliciter dans ce cas I’expression ‘en po-
sition générale’.

— Combien de courbes tropicales réductibles de polygone de
Newton A passent par deux points en position générale dans
R2? (Ici, la position générale signifie que les points choisis ne
sont pas sur la méme droite horizontale ou sur la méme droite
verticale.)

(9) Soit K le corps des séries transfinies b(t) = > g b,t" a coeffi-
cients complexes et exposants réels (ici S C R est un ensemble bien
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ordonné). Considérons la courbe V' C (K*)? définie par le polynome
1+ z 4+ w + tzw. Trouver 'amibe non archimédienne Log (V).

(1

0) Soit K le corps des séries de Puiseux a coefficients complexes

muni de sa valuation habituelle. Soit V une courbe dans (K*)? définie

par un polynéme de degré 2.

1
2]
13l

4]

]

[6]

7]

18]

— Le point (v/2,1) peut-il appartenir & I'amibe Ax (V) de V' ?

— Soit Ag (V) I'adhérence (dans R?) de I'amibe Ax (V) de V.
Le point (v/2,v/3) peut-il appartenir a A (V) ?

— L’ensemble Ak (V') peut-il contenir un sous-ensemble ho-

méomorphe a un cercle ?

— Trouver un polynéme P de degré 3 & deux variables et
a coefficients dans K tel que l'adhérence Ag (W) de I'amibe
Ax (W) C R? de la courbe W définie par P dans (K*)? ait
un sous-ensemble homéomorphe & un cercle.
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