Université Bordeaux | Analyse Complexe
Master | de Mathématiques 2012-2013

Corrigé du DM
e Exercice 1. Pour quelles valeurs de a > 0, la forme
(x —y)dx + (z + y)dy
(./EZ + yQ)Oé
est—elle fermée dans R?\{(0,0)}? exacte dans R?\{(0,0)}. Calculer

/ w1.
oD

e Solution. Soit (z,y) # 0, on écrit w, = Padx + Qady, avec

Wy 1=

r—vy r+y
P = Q= = ————:
a(l.? y) (.'172 + y2)a et Qa (.TQ + y2)a
On a 90 op
dwe = ( e a—y)dw/\dy
et
Q0 (¢® +y°)* —20x(z +y)(a® +y*)* "
or (22 + y2)2 ’
pour (z,y) # (0,0)
0Py —(x*+yH)* —2ay(z —y)(a® + y*)* !
or (22 + y2)2o :
Donc
don — 2 — 2«
a (ac2 4 yQ)za

et w, est fermé dans R?\{(0,0)} (i.e. dw, = 0) si et seulement o = 1. Notons
que w, n'est pas exacte lorsque o # 1 puisque elle n'est pas fermée.

Considérons maintenant le cerce unité 0D orienté positivement. Soit v :
[0, 27] — OD avec y(t) = (71(¢),v2(t)) = (cost,sint). On a

/wl = /Plda:+Q1dy
oD 5

27
_ /0 (PL(Y (O () + Qu(v ()b (1)) dt

27
= / [(cost —sint)(—sint) + (cost + sint) cost]dt
0

27
= / dt = 27
0

Donc wj n'est exacte.
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e Exercice 2. Soit 6y un réel, on pose
Cyg = C\{re : r > 0}.
Soit a € C et soit la 1-forme différentielle w, dans Cy définie par
wa = |2|" expliccarg)g, go12x((2)]dz.
Montrer que w, est exacte dans Cy.

e Solution. Soit fo(2) = |2|* explicargjg, g, +2x((2)] pour z € Cy. On pose
Fo(r,0) = folz) = r¥™? avec 2z = re? € Cy. Notons que o = o +iag € C,
donc

F,o(r,0) = 7% [cos(agr) + i sin(agr)]e”*2%[cos(a10) + i sin(a;6)].

Un calcul direct nous donne

Ofa sin OF,

; OF,
0 a
= 0—=(r,0 r,0
T = cost 2 (r0) — T (),
Ofa, 0 . ,0F, cos b OF,
ay(e ) = sinf 5 (r,0) + " oy (r,0).
Donc et en tenant compte de I'expression de F,(r,6) ci-dessus, on obtient
Ofa oy _ L(0fa, oy, Ofa, i
az(e) N 2(8;10( )+10y( ))
1/ ,40F, e OF,
= (OIS 00)
0
— %(ewa,ra 1 za0+le Zoﬂ,aezoﬁ)
r
= 0

Puisque wq = fo(2)dz,
0 fa
0z

et donc w,, est fermée. Puisque Cy est un ouvert étoilé, le lemme de Poincaré
nous donne que w, est exacte sur Cy.

dwo = =—dzZ Ndz =0, z € Cy

e Exercice 3. Soit 2 un ouvert de C et soit f : 2 — C* une fonction de
classe C'. Notre but est de montrer que w = df /f est localement exacte

(1) On suppose f de classe C2. Montrer que w = df/f est une forme
fermée.

(2) Soit K un compact de 2. Montrer qu'il existe (f,,) de classe C* sur
C a support compacts telle que f, converge vers f et df, converge
vers f uniformément sur K.

(3) Conclure.



e Solution. 1. Si f est de classe C?, alors w = df /f est de classe C' et

df 1 1 1 df
dw:d<—) — ~d(df +d<—> /\df:d(f) ANdf = - Aaf =o.

f f () f f f?

Donc w est localement exacte dans 2.
2. Soit K un compact sur €2. On considére
n? n?
pal@y) = e (=S +1), (2 €R?

m 2
©n, est une approximation de I'unité ! :

(a) ¥n =0
(b) pour tout n, ||ppll1 =1

(c) pour tout § > 0, on, — 0.
R2\D(0,5) ~ "TF®
En effet:

2T +oo .2 2
/ o, y)dady —/ (/ ;—e*TTQTdr)do =1
R2 0 0 ™

ce qui donne (a) et la propriété (b) résulte de

27 —+00 2 n2
/ son(x,y)dwdyz/ (/ n—e‘?’"%dr)deze—ﬂﬁ/? — 0.
R2\D(0,8) 0 ) 2w n—+o0

Soit x i la fonction caractéristique de K. On pose f,(x,y) = fxx*pn(x,y).
Rappelons que

Fxi* (o) = /( Sty ads ()
= [wne=ty-e s

e La fonction f,, est a support compact. En effet, il existe R > 0 tel que K C
D(0, R) et pour tout (x,y) ¢ D(0,2R), xx(x —t,y —s) = 0 pour (t,s) € K
car (x—t,y—s) ¢ D(0,R). Donc (2) implique que fxx *x¢,|C\D(0,2R) =0
et par suite f,, est a support compact.

e Montrons maintenant que f,, converge uniformément vers f sur K. La
preuve est classique % et nous allons la donner ici. Grace a la propriété (b),

|f,y) = fxr(z,y)] = ‘ /R[(fo)(ﬂf —t,y —5) — (xx )@, y)]en(t, s)dtds

et puisque x g f est continue a support compact, elle est uniforme continue sur
R. Autrement pout tout ¢, il existe 6 > 0 telle que pour tout (t,s) € D(0,9),

(X )@ =ty = s) = (xx ) (@, y))| < e

Lyoir aussi cours d’intégration de L3.

2yoir cours d’intégration de L3
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Soit € > 0 et soit n assez grand. Pour (z,y) € K on a
|fn($7y) - f($7y)| = |fn($7y) - (fXK)($7y)| + |(fXK)(:E7y) - f(l‘,y)’
= | L1 =ty =) = (e D)ol ieds

< / e )@ty — 8) — Coe ) (@) lon(t, )dids
R
- / e ) (@ — 6y — 8) — (e ) (@ 9)|ont, s)dbds +
D(0,8)
/ e ) (@ =ty — ) — )@ y)lon(t, s)deds
R\D(0,6)

< ellenllr + QHXKfHoo/ on(t, s)dtds
R\D(0,5)

< €1+ 2suplf]).
K

Donc f,, est a support compact et converge uniformément vers f sur K.

e Montrons que df,, converge uniforément vers df sur K. Puisque ¢, est
C™ sur R? et f est continue et donc bornée sur le compact K, le théoreme
de dérivation d’'intégrale implique de f,, est C* sur R? de plus en dérivant
I'expression ci-dessus (1) sous |'intégrale, on obtient

5fn Opn 8fn Opn
t — .
=fxxx—5 - e = fxK * oy
Notons que
don _ Of don _ Of
= n t n.
Fxex 5 = =5 XK *¢n et fxux by~ ayK*E
fn Afn o
Donc comme plus haut, —— (resp. a—) converge uniformément sur K vers
Yy
0
8—;; (resp. &Jgt) D'ou df, = df xx * ©n converge uniforément vers df sur K.

3. Pour montrer que df/f est localement exacte, il suffit de montrer que
pour tout triangle fermé A de 2
/ w = 0.
OA

Soit A C Q un triangle fermé. Puisque f, est C*°, la question 1 implique que
dfy,/ fn est fermé dans Q et donc

Notons que df/ fu — df/f = (dfn/ f — df /) + (df / fu —df / f) et donc par 2

dfy,/ fn converge uniformément vers df / f. Pour conclure, il suffit de remarquer



que

IO

e Exercice 4. Soit w = Adz + Bdz une 1-forme de classe C' dans le disque
unité D := D(0,1). Soit f : D(0,1) — C une fonction de classe C!. On
désigne par D(0,r) le disque de centre 0 et de rayon r > 0. Montrer qu’on a

. 1 of of 0B 0A
tin s [ o= a0 0 -0/ 0 - (0 - 520)s0.

dfn
+/ ahn
A fnn—>+oo

N——

=0

e Solution. Soit w = Adz + Bdz une 1-forme de classe C! dans D := D(0,1)
et soit f : D(0,1) — C une fonction de classe C'. D’aprés la formule de
Green—Riemann, pour tout 0 < r <1, on a

/6D(0,r) fw = /D(o,r) d(fw)

= / df Nw+ fdw
D(0,r)
B af _of A  OB\71
- /WWaz - B5,) +1(5 ~ 55) Jene
M
= 2 dady. 3
i )y 3)
La fonction 1) et continue en 0 et
1
wr fo sty v = | [ wie) w0y
< sup [ —¢(0)f —50 (4)
DO,
Donc les léquation (3) et (4) nous donne
1 1
7 o = e fo PNy 0
B, 0 OB DA
= 4020 - 3020 - (20 - 2Z20) 10

e Exercice 5. 1. Montrer que si u et v sont des fonctions de classe C? sur
D(0,7), alors

v ou ]
w2 dz +ov—dz = / ulAv — vAu)dzdy.
/é)D(O,v) 0z 9z 2 D(Om)( )
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2. Soit f une fonction de classe C? au voisinage du disque D. En utilisant
lexercice précédent aux couronnes K, = {z € C: e < |z| < 1}, montrer

£(0) = -

), f(eZ )dt—i—/DAf(z)lnz\dm(z).

e Solution. 1. Soit u et v sont des fonctions de classe C? sur un compact K
(ou en particulier D(0,7)). On pose w = ua”dz + vg“dz c'est une 1-forme
C' sur K et

o(ud?) o(vdy) du Qv v du
dw = ( 22 o )d Ndz = &% +ulAv —gg—vAu = uAv—vAu.
Le résultat s'obtient par la formule de Cauchy Green sur le compact K.
2. Soit K, = {z € C: e <|z| <1}. On applique la formule ci-dessus sur K
avec u(z) = f(z) et v(z) = In|z|. Notons que sur K, dIn|z|/0z = 1/(22),
Aln|z| =0 et donc

/Mef(

Notons que puisque |z| — In |2| est intégrable sur D(0, 1) et f € C2, la fonction
z — In|z|Af(2) est intégrable sur D(0,1). Nous avons

/(’ / /(?
Ke BD(O,l) D(O,E)

/ w = / f(z)dz+/ ln|z]af7(7z)d2
aD(0,r) aD(0,r) 2z aD(0,r) 0z

2 ) 1 ) 2 ) 6.]6(?"62'9) )
6 .40 0 ]
— ' 1 IR )
; f(re )27“619 ire”df + /0 n|re"| 55 (—ire™"")do

(

o / In || Af()dzdy.  (5)

w

. 2 ) 27 10
- f(re’e)dé? —rlnr Lf(rf )
2 0 0 z

i 2T )
/ w= - f(e%)do
aD(0,1) 2 Jo

et comme f € C?, (f et Of/0z sont continues) alors

: 2 o i0
= 0Ydo — i j Of(ee”) i
2/, f(ee )cl@6 OMrf(O) et zelne/o 5 ¢ dﬁi;()_

Nous obtenons notre résultat par (5) en faisant tendre € vers 0.

e 40,



