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Master I de Mathématiques 2012-2013

Corrigé du DM

• Exercice 1. Pour quelles valeurs de α > 0, la forme

ωα :=
(x− y)dx+ (x+ y)dy

(x2 + y2)α

est–elle fermée dans R2\{(0, 0)}? exacte dans R2\{(0, 0)}. Calculer∫
∂D
ω1.

• Solution. Soit (x, y) 6= 0, on écrit ωα = Pαdx+Qαdy, avec

Pα(x, y) =
x− y

(x2 + y2)α
et Qα =

x+ y

(x2 + y2)α
.

On a

dωα =
(∂Qα
∂x
− ∂Pα

∂y

)
dx ∧ dy

et
∂Qα
∂x

=
(x2 + y2)α − 2αx(x+ y)(x2 + y2)α−1

(x2 + y2)2α
;

pour (x, y) 6= (0, 0)
∂Pα
∂x

=
−(x2 + y2)α − 2αy(x− y)(x2 + y2)α−1

(x2 + y2)2α
.

Donc

dωα =
2− 2α

(x2 + y2)2α

et ωα est fermé dans R2\{(0, 0)} (i.e. dωα = 0) si et seulement α = 1. Notons
que ωα n’est pas exacte lorsque α 6= 1 puisque elle n’est pas fermée.

Considérons maintenant le cerce unité ∂D orienté positivement. Soit γ :
[0, 2π]→ ∂D avec γ(t) = (γ1(t), γ2(t)) = (cos t, sin t). On a∫

∂D
ω1 =

∫
γ
P1dx+Q1dy

=
∫ 2π

0
(P1(γ(t))γ′1(t) +Q1(γ(t))γ′2(t))dt

=
∫ 2π

0
[(cos t− sin t)(− sin t) + (cos t+ sin t) cos t]dt

=
∫ 2π

0
dt = 2π

Donc ω1 n’est exacte.
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• Exercice 2. Soit θ0 un réel, on pose

Cθ = C\{reiθ0 : r ≥ 0}.

Soit α ∈ C et soit la 1-forme différentielle ωα dans Cθ définie par

ωα = |z|α exp[iα arg]θ0,θ0+2π[(z)]dz.

Montrer que ωα est exacte dans Cθ.

• Solution. Soit fα(z) = |z|α exp[iα arg]θ0,θ0+2π[(z)] pour z ∈ Cθ. On pose

Fα(r, θ) = fα(z) = rαeiαθ avec z = reiθ ∈ Cθ. Notons que α = α1 + iα2 ∈ C,
donc

Fα(r, θ) = rα1 [cos(α2r) + i sin(α2r)]e−α2θ[cos(α1θ) + i sin(α1θ)].

Un calcul direct nous donne
∂fα
∂x

(reiθ) = cos θ
∂Fα
∂r

(r, θ)− sin θ
r

∂Fα
∂y

(r, θ),

∂fα
∂y

(reiθ) = sin θ
∂Fα
∂r

(r, θ) +
cos θ
r

∂Fα
∂y

(r, θ).

Donc et en tenant compte de l’expression de Fα(r, θ) ci-dessus, on obtient

∂fα
∂z̄

(reiθ) =
1
2

(∂fα
∂x

(reiθ) + i
∂fα
∂y

(reiθ)
)

=
1
2

(
eiθ
∂Fα
∂r

(r, θ) + i
eiθ

r

∂Fα
∂y

(r, θ)
)

=
1
2

(
eiθαrα−1eiαθ + i

eiθ

r
iαrαeiαθ

)
= 0

Puisque ωα = fα(z)dz,

dωα =
∂fα
∂z̄

dz̄ ∧ dz = 0, z ∈ Cθ

et donc ωα est fermée. Puisque Cθ est un ouvert étoilé, le lemme de Poincaré
nous donne que ωα est exacte sur Cθ.

• Exercice 3. Soit Ω un ouvert de C et soit f : Ω → C∗ une fonction de
classe C1. Notre but est de montrer que ω = df/f est localement exacte

(1) On suppose f de classe C2. Montrer que ω = df/f est une forme
fermée.

(2) Soit K un compact de Ω. Montrer qu’il existe (fn) de classe C∞ sur
C à support compacts telle que fn converge vers f et dfn converge
vers f uniformément sur K.

(3) Conclure.
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• Solution. 1. Si f est de classe C2, alors ω = df/f est de classe C1 et

dω = d
(df
f

)
=

1
f
d(df) + d

( 1
f

)
∧ df = d

( 1
f

)
∧ df = −df

f2
∧ df = 0.

Donc ω est localement exacte dans Ω.
2. Soit K un compact sur Ω. On considère

ϕn(x, y) =
n2

2π
exp

(
− n2

2
(x2 + y2)

)
, (x, y) ∈ R2

ϕn est une approximation de l’unité 1 :

(a) ϕn ≥ 0
(b) pour tout n, ‖ϕn‖1 = 1

(c) pour tout δ > 0,

∫
R2\D(0,δ)

ϕn −→
n→+∞

0.

En effet: ∫
R2

ϕn(x, y)dxdy =
∫ 2π

0

(∫ +∞

0

n2

2π
e−

n2

2
r2rdr

)
dθ = 1

ce qui donne (a) et la propriété (b) résulte de∫
R2\D(0,δ)

ϕn(x, y)dxdy =
∫ 2π

0

(∫ +∞

δ

n2

2π
e−

n2

2
r2rdr

)
dθ = e−n

2δ2/2 −→
n→+∞

0.

Soit χK la fonction caractéristique de K. On pose fn(x, y) = fχK?ϕn(x, y).
Rappelons que

fχK ? ϕn(x, y) =
∫

(t,s)∈K
f(t, s)ϕn(x− t, y − s)dtds (1)

=
∫

R
(χKf)(x− t, y − s)ϕn(t, s)dtds. (2)

• La fonction fn est à support compact. En effet, il existe R > 0 tel que K ⊂
D(0, R) et pour tout (x, y) /∈ D(0, 2R), χK(x− t, y − s) = 0 pour (t, s) ∈ K
car (x− t, y− s) /∈ D(0, R). Donc (2) implique que fχK ?ϕn|C\D(0, 2R) = 0
et par suite fn est à support compact.

• Montrons maintenant que fn converge uniformément vers f sur K. La
preuve est classique 2 et nous allons la donner ici. Grâce à la propriété (b),

|fn(x, y)− fχK(x, y)| =
∣∣∣ ∫

R
[(χKf)(x− t, y − s)− (χKf)(x, y)]ϕn(t, s)dtds

∣∣∣
et puisque χKf est continue à support compact, elle est uniforme continue sur
R. Autrement pout tout ε, il existe δ > 0 telle que pour tout (t, s) ∈ D(0, δ),

|(χKf)(x− t, y − s)− (χKf)(x, y))| ≤ ε.

1voir aussi cours d’intégration de L3.
2voir cours d’intégration de L3
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Soit ε > 0 et soit n assez grand. Pour (x, y) ∈ K on a

|fn(x, y)− f(x, y)| = |fn(x, y)− (fχK)(x, y)|+ |(fχK)(x, y)− f(x, y)|

=
∣∣∣ ∫

R
[(χKf)(x− t, y − s)− (χKf)(x, y)]ϕn(t, s)dtds

∣∣∣
≤

∫
R
|(χKf)(x− t, y − s)− (χKf)(x, y)|ϕn(t, s)dtds

=
∫
D(0,δ)

|(χKf)(x− t, y − s)− (χKf)(x, y)|ϕn(t, s)dtds+∫
R\D(0,δ)

|(χKf)(x− t, y − s)− (χKf)(x, y)|ϕn(t, s)dtds

≤ ε‖ϕn‖1 + 2‖χKf‖∞
∫

R\D(0,δ)
ϕn(t, s)dtds

≤ ε(1 + 2 sup
K
|f |).

Donc fn est à support compact et converge uniformément vers f sur K.

• Montrons que dfn converge uniforément vers df sur K. Puisque ϕn est
C∞ sur R2 et f est continue et donc bornée sur le compact K, le théorème
de dérivation d’intégrale implique de fn est C∞ sur R2 de plus en dérivant
l’expression ci-dessus (1) sous l’intégrale, on obtient

∂fn
∂x

= fχK ?
∂ϕn
∂x

et
∂fn
∂x

= fχK ?
∂ϕn
∂y

.

Notons que

fχK ?
∂ϕn
∂x

=
∂f

∂x
χK ? ϕn et fχK ?

∂ϕn
∂y

=
∂f

∂y
χK ? ϕn.

Donc comme plus haut,
∂fn
∂x

(resp.
∂fn
∂y

) converge uniformément sur K vers

∂f

∂x
(resp.

∂f

∂y
). D’où dfn = dfχK ? ϕn converge uniforément vers df sur K.

3. Pour montrer que df/f est localement exacte, il suffit de montrer que
pour tout triangle fermé ∆ de Ω ∫

∂∆
ω = 0.

Soit ∆ ⊂ Ω un triangle fermé. Puisque fn est C∞, la question 1 implique que
dfn/fn est fermé dans Ω et donc∫

∂∆

dfn
fn

= 0.

Notons que dfn/fn− df/f = (dfn/fn− df/fn) + (df/fn− df/f) et donc par 2
dfn/fn converge uniformément vers df/f . Pour conclure, il suffit de remarquer
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que ∣∣∣ ∫
∂∆

df

f

∣∣∣ ≤ ∫
∂∆

∣∣∣df
f
− dfn
fn

∣∣∣+
∫
∂∆

dfn
fn︸ ︷︷ ︸

=0

−→
n→+∞

0.

• Exercice 4. Soit ω = Adz + Bdz̄ une 1-forme de classe C1 dans le disque
unité D := D(0, 1). Soit f : D(0, 1) → C une fonction de classe C1. On
désigne par D(0, r) le disque de centre 0 et de rayon r > 0. Montrer qu’on a

lim
r→0

1
2iπr2

∫
∂D(0,r)

fω = A(0)
∂f

∂z̄
(0)−B(0)

∂f

∂z
(0)−

(∂B
∂z

(0)− ∂A

∂z̄
(0)
)
f(0).

• Solution. Soit ω = Adz +Bdz̄ une 1-forme de classe C1 dans D := D(0, 1)
et soit f : D(0, 1) → C une fonction de classe C1. D’après la formule de
Green–Riemann, pour tout 0 < r < 1, on a∫

∂D(0,r)
fω =

∫
D(0,r)

d(fω)

=
∫
D(0,r)

df ∧ ω + fdω

=
∫
D(0,r)

[ (
A
∂f

∂z̄
−B∂f

∂z

)
+ f

(∂A
∂z̄
− ∂B

∂z̄

)
︸ ︷︷ ︸

ψ

]
dz̄ ∧ z

= 2i
∫
D(0,r)

ψ(z)dxdy. (3)

La fonction ψ et continue en 0 et∣∣∣ 1
πr2

∫
D(0,r)

ψ(z)dxdy − ψ(0)
∣∣∣ =

1
πr2

∣∣∣ ∫
D(0,r)

(ψ(z)− ψ(0))dxdy
∣∣∣

≤ sup
D(0,r)

‖ψ − ψ(0)‖−→
r→0

0. (4)

Donc les léquation (3) et (4) nous donne

1
2iπr2

∫
∂D(0,r)

fω =
1
πr2

∫
D(0,r)

ψ(z)dxdy−→
r→0

ψ(0)

= A(0)
∂f

∂z̄
(0)−B(0)

∂f

∂z
(0)−

(∂B
∂z

(0)− ∂A

∂z̄
(0)
)
f(0).

• Exercice 5. 1. Montrer que si u et v sont des fonctions de classe C2 sur
D(0, r), alors∫

∂D(0,r)
u
∂v

∂z
dz + v

∂u

∂z̄
dz̄ =

i

2

∫
D(0,r)

(u∆v − v∆u)dxdy.
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2. Soit f une fonction de classe C2 au voisinage du disque D. En utilisant
l’exercice précédent aux couronnes Kε = {z ∈ C : ε ≤ |z| ≤ 1}, montrer

f(0) =
1

2π

∫ 2π

0
f(eit)dt+

∫
D

∆f(z) ln |z|dm(z).

• Solution. 1. Soit u et v sont des fonctions de classe C2 sur un compact K
(ou en particulier D(0, r)). On pose ω = u∂v∂zdz + v ∂u∂z̄ dz̄, c’est une 1-forme

C1 sur K et

dω =
(∂(u∂v∂z )

∂z̄
−
∂
(
v ∂u∂z̄

)
∂z

)
dz̄∧dz =

∂u

∂z̄

∂v

∂z
+u∆v−∂v

∂z

∂u

∂z̄
−v∆u = u∆v−v∆u.

Le résultat s’obtient par la formule de Cauchy Green sur le compact K.
2. Soit Kε = {z ∈ C : ε ≤ |z| ≤ 1}. On applique la formule ci-dessus sur Kε

avec u(z) = f(z) et v(z) = ln |z|. Notons que sur Kε, ∂ ln |z|/∂z = 1/(2z),
∆ ln |z| = 0 et donc∫

∂Kε

f(z)
1
2z
dz + ln |z|∂f(z)

∂z̄
dz̄︸ ︷︷ ︸

ω

=
−i
2

∫
Kε

ln |z|∆f(z)dxdy. (5)

Notons que puisque |z| → ln |z| est intégrable sur D(0, 1) et f ∈ C2, la fonction
z → ln |z|∆f(z) est intégrable sur D(0, 1). Nous avons∫

∂Kε

ω =
∫
∂D(0,1)

ω −
∫
∂D(0,ε)

ω.

Puisque∫
∂D(0,r)

ω =
∫
∂D(0,r)

f(z)
1
2z
dz +

∫
∂D(0,r)

ln |z|∂f(z)
∂z̄

dz̄

=
∫ 2π

0
f(reiθ)

1
2reiθ

ireiθdθ +
∫ 2π

0
ln |reiθ|∂f(reiθ)

∂z̄
(−ire−iθ)dθ

=
i

2

∫ 2π

0
f(reiθ)dθ − ir ln r

∫ 2π

0

∂f(reiθ)
∂z̄

e−iθdθ,∫
∂D(0,1)

ω =
i

2

∫ 2π

0
f(eiθ)dθ

et comme f ∈ C2, (f et ∂f/∂z̄ sont continues) alors

i

2

∫ 2π

0
f(εeiθ)dθ−→

ε→0
iπf(0) et iε ln ε

∫ 2π

0

∂f(εeiθ)
∂z̄

e−iθdθ−→
ε→0

0.

Nous obtenons notre résultat par (5) en faisant tendre ε vers 0.


