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Corrigé (en roman) et texte (en italiques)

Exercice 1

Soient a et b deux réels strictement positifs et K le compact de R? défini par

x2 y2

1. Calculer l'intégrale double

I:= //K(szryQ) dxdy

en utilisant le changement de variables
(z,y) = (r,0),

ot x = arcosf et y = brsind (ce changement de variables réalise un
Ct-difféomorphisme entre R? \ {(0,z); x > 0} et |0, 00[x]0, 27]).

Le jacobien du changement de variables proposé vaut :

acosf —arsinf
bsinf brcosf

= abr.

S

oz
5
a6

La formule de changement de variables dans la théorie de 'intégration
au sens de Lebesgue assure que

I = ab // (a®r? cos® 0 + b*r?sin® 0) r drdf
10,1[x]0,27]

1 2r b(a2+ b2
= ab(a®+ b2)/ ridr x / cos? 0do =T T (a4 i )
0 0

2. Soit (OK)y le bord orienté du compact K (conformément a ['orien-
tation canonique du plan compleze). Comment appelle t’on la courbe
géométrique correspondant au support du chemin (OK), ¢ Calculer (en
utilisant un paramétrage admissible de (0K ), ) lintégrale curviligne

J = / (y* dx — 2° dy).
(0K)+



La courbe géométrique correspondant au support du chemin (0K,
est une ellipse centrée en 0 dont a et b représentent les longueurs des
demi-axes. En utilisant le paramétrage du chemin (0K), donné par

x=arcosf, y="brsinf, 6¢€]|0,2n],

il vient

dxr = —arsinfdf, dy = brcos6df

et, par conséquent :
27
J = — / (ab®sin® § + ba® cos" 0) df
0
27
= —ab(a® +b?) / cos* 0 df
0

2w 2
L 5 o cos?(260) + 1
= —ab(a”+b )/0 <—2 ) db

_ 3mab (a® + b?)
1 .

3. Donner une relation simple reliant les deux nombres I et J. Retrouver
cette relation sans faire le calcul ni de I, ni de J — comme aux questions
précédentes —, mais en utilisant cette fois un théoreme du cours que ’on
citera.

On a manifestement J = —3I. En appliquant la formule de Green-
Riemann dans le compact K, on retrouve bien cette relation car

J:/ d(y*dr—x>dy) =3/ (y*+2?%) dyAdz = —3 // (2% +y?) dzdy.
K K K

Exercice 2

Soit f une fonction holomorphe au voisinage du disque unité fermé D(0,1)
du plan complexe ety : 0 € [0,1] — €27 e chemin (0D(0,1)),.
1. A quel systeme d’équations aux dérivées partielles se plie dans [’ouvert
D(0,1) le couple de fonctions réelles (P, Q) tel que f = P +iQ ? Que
peut-on dire de Uapplication R-linéaire d,,)[(P,Q)] (de R* dans R?)

en un point quelconque (z,y) de D(0,1) ?

Le couple de fonctions (P, Q) se plie dans D(0, 1) au systeme différentiel
de Cauchy-Riemann :

oP _9Q 0P _ 9Q

or — Oy’ Oy ox’
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qui traduit le fait que I'application R-linéaire d,,)[(P, Q)] est en un
point quelconque (x,y) de D(0,1) ou bien I'application nulle, ou bien
une similitude directe (composée d’une rotation et d’'une homothéthie).

. En invoquant un théoreme du cours, prouver l'inégalité

/PdQZO

5

et exprimer cette intégrale curviligne en fonction de la dérivée au sens
compleze " : D(0,1) — C de la fonction f. Que peut-on dire de la
fonction [ si fv PdQ=0*

D’apres la formule de Green-Riemann appliquée dans le compact K =
D(0,1) au voisinage duquel le couple de fonctions (P, Q) obéit au
systeme différentiel de Cauchy-Riemann, on a

APdQ = /md[PdQ]:/,mdPAdQ

op 9P
e

oP
- ___ @
D(0,1) dy

_ //01 ?;:2 (aacj))da:dy>0

dxdy

Comme

fl(x+iy) = %(8(138—; Q) —1 a(PaZ ZQ)) (x +iy)

du fait que f se plie au systeme de Cauchy-Riemann, on peut reécrire

cela :
/PdQ _ // /(& + iy)|? dady.
v D(0,1)

Si [, PdQ =0, on a donc |f'(2)|* = 0 pour tout z dans D(0, 1) puisque
|f']? est une fonction C*°, donc continue, dans D(0, 1), dont I'intégrale
sur D(0,1) est, de par ce qui précede, nulle. La fonction f vérifie alors
dans l'ouvert connexe D(0, 1) la relation df = 0 et est donc constante
dans D(0,1) (donc aussi dans D(0, 1)) d’apres I'inégalité des accroisse-
ments finis.




Exercice 3

Soit p : R? ~ C — C une fonction de classe C* et ) : R? ~ C — C une
fonction de classe C*. Pour tout zg € C et tout € > 0, on note 7., le chemin
0 €[0,1] — 2z + ee?™.

1. Montrer que, pour tout zy € C,

, 1 0
lim (5 /70 PO ) = G a) *)

En utilisant la formule de Green-Riemann dans le compact D(zg, €), il
vient, pour tout € > 0,

1 / 1
4 o(O)d¢ = / dlpd(] = — dlpdC
2ime? Yeore (©) D(z0,6) | | 2ime? D(z0,6) o]

= [ dleaq

D(z0,¢)

_ // —“f5+m>d5dn

Comme 7e? est la surface du domaine d’intégration D(zp, €), 'intégrale
ci-dessus figure la valeur moyenne de la fonction 0p/9Z (qui est continue
puisque ¢ est C1) dans le disque fermé D(zg, €). La continuité au point
zp de cette fonction dp/0Z implique bien que cette valeur moyenne
converge vers la valeur de dp/0Z au point z, lorsque le rayon e du
disque tend vers 0.

2. Si A désigne opérateur laplacien 0*/0x? + 0%/0y*, montrer que, pour
tout zy € C,

i (o [ Al i dean) = A (s

La fonction A[t)] est une fonction continue en tout point zg de C' puisque
1 est supposée C?. Pour € > 0, I'expression

=/ /WD A+ in)ded

représente la valeur moyenne de la fonctlon continue A[y)] dans le disque
fermé D(zg,¢) (dont la quantité au dénominateur we? figure laire).
Puisque Alt)] est continue en tout point, en particulier en zj, cette
valeur moyenne tend bien vers A[Y](zo) lorsque le disque D(zg,€) sur
lequel on calcule la moyenne de A[)] s’< écrase > sur le point zg, ¢’est-
a-dire ici si € tend vers 0.




3. Comment s’exprime l'opérateur laplacien (considéré comme agissant
sur les fonctions de classe C?) a partir des opérateurs différentiels du
premier ordre complexes 0/0z et 0/0Z ? En utilisant cette expression du
laplacien, retrouver la formule (xx) a partir de la formule (%) appliquée
cette fois a la fonction ¢ = 0 /0z.

Si 1) est une fonction de classe C? dans C, on a

M) = 4( 5 0 ) W =40 o) 9]

On a donc, si ¢ := & +in,

dCAdC 4 [3? C] 2 [81? C}

2 2
La formule de Green-Riemann (encore!) donne donc :

A[p](¢) d§ A dn = A[Y](C)

[ awiermdean = [ svieindndn

D(zo,¢) D(zo,¢)

0
- & [

_ 2 W
- 5 dc.

Vzg,e

En utilisant le résultat établi a la question 1 avec ¢ = 0v/0z comme
indiqué, on trouve

lim / /
eao 7re

e rinacn) = xli (5 [ Fac)
9129 (20) = Alwiz0).

45z

4. On note (r,0) les coordonnées polaires (x + iy = re®®). Vérifier, pour
tout zg € C et tout r > 0, la formule

el 1 o P
| arerw=g ([ Fou- [ Fow). o

Comme ¢ = re? et ( =re™™, et que (¢, () sont traitées au niveau des
calculs comme s’il s’agissait de variables indépendantes (comme r et 6,



qui, elles, sont bien par contre des variables réelles indépendantes), on
a

D ad ol
or oC ¢

O (w0 0
0 = zr(e o e 3Z>

en tant qu’opérateurs agissant sur les fonctions de classe C!, en vertu
de la chain rule (régle de Leibniz) du calcul différentiel. En utilisant la
premiere de ces relations (agissant sur 1 au point courant zq + re) et
en substituant, on voit que

Q@D a¢ = 27 8¢ o
/%w 8_§(Q d¢ — . 8_2(0 d¢ = 27‘/0 E(ZO +re?) do.

D’ou la relation (f) demandée en divisant les deux membres par ir.

. Déduire de la formule (1) que, pour tout zy € C,

lim (i /027r a—w(zo + re) d¢9> = A[Y](z0).

r—=04 \7TTr 87‘

En divisant la formule (f) par 7r, on trouve la différence de deux
termes ; le premier

1 O
el N

Vzq,€

tend, lorsque r tend vers 0., vers

o ) AWl(o)

9z0z " 2

d’apres le résultat établi a la question 3. Le second se transforme par
la formule de Green-Riemann en :

2

1 N 2 0% _
N i) = —= " (€ +in)dn A d
o o lae ] = —m [ agaet€ i dn n e
9 0%

= — (£ +in)dE N d
w17 o ocar o H RN

2 P
a2 //Wacaz(€+ln)d€dn

et tend, lui aussi, d’apres encore le résultat établi a la question 3, vers
A[Y](z9)/2. En ajoutant les deux contributions, on trouve le résultat
demandé.




Exercice 4

Soient f et q deuzr fonctions a valeurs complexes définies dans un voisinage
V' du disque fermé D(0,1) du plan compleze, supposées toutes deuz de classe
C' dans ce voisinage V. Soit v le chemin 6 € [0,1] + €™ correspondant au
bord orienté (0D(0,1)) .
1. Soit = € D(0,1). En appliquant dans K = D(0,1) la formule de
Cauchy-Pompeiu a la fonction ¢ € V — f(C)(1+q(¢)(¢ — 2)), vérifier
que l'on a pour f(z) la formule de représentation intégrale suivante :

1) = gz [ OO+ a0 =) 25

——//DM i —+q<<>) ¢ dn
Y oo

(on justifiera la convergence des trois intégrales, simples ou doubles,
figurant au membre de droite de cette formule).

D’apres la regle de Leibniz et le fait que ( — ( — z soit holomorphe, on
a, pour tout z,( au voisinage de D(0, 1), avec ( # z,

B[ HO O +a0C—2)] =

of 9
= ( oc QU +aOC-2) +f(§)(§—z)a—z(é)> &
B B of 1
= (¢ )<_az(<)<—<— +4(Q)) + () <<<>> ¢

La formule de Cauchy Pompeiu (Proposition 1.6 du cours), appliquée
avec K = D(0,1), ¢ : ¢+ f(Q)(1 4 q(Q)(C — 2)), I'évaluation du
membre de gauche se faisant précisément au point z (ot ¢(z) = f(2)),
donne la formule de représentation voulue. Des trois intégrales figurant
au membre de droite de cette formule, seule I'intégrale double

[ G0( + o) dca

pose éventuellement probleme du fait de la singularité en ( = z de
la fonction sous l'intégrale . En fait, cette intégrale double est abso-
lument convergente puuisque ¢ — 1/({ — z) est localement intégrable
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au voisinage de z du fait du critere de Riemann (1/|z|* est intégrable
au voisinage de x = 0 dans R" si et seulement si « > —n, et 'on
est ici dans le cas n = 2, avec —1 > —2). Les deux autres intégrales
(I'intégrale curviligne initiale et I'intégrale double finale) ne posent au-
cun probleme car les fonctions a intégrer sont continues sur le domaine
d’intégration.

. On suppose de plus maintenant que q est identiquement nulle sur le bord
du disque D(0,1). Déduire de la formule de représentation établie a la
question 1 (en la comparant a ce que donnerait la formule de Cauchy-
Pompeiu appliquée a f) que l'on a, pour tout z € D(O 1), Uégalité :

//01 ¢)dédn = D(Ol (¢) d&dn.

Retrouver cette égalité en appliquant dans K = D(O, 1) la formule de
Green-Riemann a la 1-forme f(¢)q(¢) dC.

Si l'on écrit la formule de Cauchy Pompeiu pour la fonction ¢ — ¢((),
on trouve, pour tout z € D(O 1)

fe) = 5 110 //0 €7
- %Af(()1+q(<)(é—z dC L G

puisque q est ici supposée identiquement nulle sur le support du chemin
paramétré . En retranchant cette nouvelle égalité a 1’égalité obtenue
a la question 1, on obtient bien I'égalité

/ /D . aean=— [ [ (€) dedn

demandée. En falsant tout passer au membre de dr01te, cette derniere
égalité s’écrit aussi (grace a la regle de dérivation d’un produit) :

L alroaqad = [ _a[rac i =0

Mais la formule de Green-Riemann (appliquée & K = D(0,1)) donne

/mo,n A|#(Oa¢) ] = / F(Oa() d¢

Comme ¢ est nulle sur le support de 7, on retrouve bien ainsi

/D«m 4/ F(Qal¢)dc] = / F(Q)a(¢)d¢ = 0.




3. Pour toute fonction f de classe C* au voisinage de D(0, 1), prouver, en
utilisant le résultat établi a la question précédente avec une judicieuse
fonction q, la formule

1 2T af ) 1 2T ) ]
/ / —Z(re”) (1 — r?) rdrdf = / f(re®) r2e drdd.
o Jo O o Jo

On prend ¢(¢) = 1 —[¢|? et 'on écrit la formule établie & la question 2.
Le membre de gauche s’exprime en utilisant le changement de variables
coordonnées cartésiennes/coordonnées polaires (& + in = re, dédn =

rdrdf) :
//Qﬂaf Y (1 = r?) rdrdd.

Comme 9q/0¢ = —(, le membre de droite s’écrit

s

si I'on utilise une fois encore le changement de variables coordonnées
cartésiennes/coordonnées polaires (€ + in = re®, dédn = rdrdf). On a
bien la formule voulue.

2w
f(€&+1in) (€ +in) dﬁdn—// f(re®yr2e® drdd

Exercice 5

Soit ¢ : C ~ R?* — C une fonction de classe C? identiquement nulle hors
d’un compact du plan.

1. Formuler, en termes des dérivées partielles
ap-i—q
0zP0zZ4
la formule de Taylor-Young a l'ordre 2 pour la fonction ¢ au voisinage
de l’origine.

] (0), p,geN, p+q<2,

La formule de Taylor a I'ordre 2 pour une fonction 2 fois différentiable a
I'origine (en particulier une fonction de classe C? dans le plan) s’écrit :

o(r+iy) = ¢(0)+ %(U)w + a—y(O)y +

1 /0% 9 D¢ D% 2 2
3 (Gaz 02" + 25 2 O)ay + 55O + o).

En utilisant les relations
0_0,0 0_ o o
or 0z 0z Ox —!
9



(les opérateurs différentiels agissant ici sur les fonctions C? dans le plan)
on constate que la partie principale de ce développement de Taylor
s’exprime aussi sous la forme :
%) 1 /0% PP 0

0) + 2E(0) + S2(0)7 + 5 (55(0)22 + 22 (0)22 + S 2(0)22).
o(0) + S2(0) + 207+ 5 (55002 + 22 (0)22+ 5 2(0)7
On a donc le développement de Taylor de ¢ au voisine de 1’origine ainsi
reécrit sous la forme

Dy i

o) = 9l0)+2E(0)+ S2(0)z +
(ZEw0)2 1 222 0+ T20)2) 1 of 2P,

2. En wutilisant la formule de Green-Riemann et la formule de Taylor-
Young a Uordre 2 pour ¢ au voisinage de l'origine (telle qu’elle est a
été formulée a la question 1), montrer que’

. 1 dp , .. dédn 1 0y
e—lgi <2’L7T /|C|§+m|>e aC (C) <2 ) 2 82( )

Soit R > 0 tel que suppp C D(0, R) et K, le compact défini comme
la couronne K, := {z; € < |z| < R}. En utilisant la formule de Green-
Riemann dans cette couronne K, on trouve, pour tout € > 0,

Op,  dédn 1 [ =r¢ 1 %
Y 5 T 5 0l—=d(| = —— =

En utilisant le développement de Taylor de ¢ a l'origine établi a la
question question 1, ainsi que le fait que, si 0 < p+q < 2,

[eat i

Y0,e

seulement si p — ¢ — 1 = 0, c’est-a-dire si p = ¢ + 1, ce qui implique
g =0 et p=1 sous I'hypothese p + ¢ = 2¢ + 1 < 2, on voit que

dcy 0 d )
nm(/% 0(C) C—g) - 6—5(0) N )

e—0

Finalement, on trouve

lim (L/K %2 )dgdn> _ Loy

=04 \ 247 |=|¢+in|>e a_z CQ 2i 0z

1. Il y avait ici une erreur dans le texte; le facteur —1/2i avait été oublié.
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3. On suppose maintenant @ de classe C™ et non plus seulement de classe
C?. En transposant ce qui a été fait aux questions 1 et 2 du casn =1
au cas cette fois n € N* quelconque, montrer que, pour tout n € N*, la

limite 1 Oy , . dtd
lim (—/ _Qi?@) n+717)
e—04 \ 207 [¢|=|&é+in|>e€ a< C

existe et calculer la valeur de cette limite en termes des dérivées par
rapport a z de la fonction o, évaluées en z = 0.

Exactement comme nous avons exprimé a la question 1 le développement
de Taylor a l'ordre 2 de ¢ au voisinage de 'origine, nous pouvons ex-
primer le développement de Taylor a I'ordre n + 1 sous la forme

1 ap+qu
_ E P =q n+1
p+q<n+l

Comme a la question 2, on utilise la formule de Green-Riemann dans
K. pour écrire, pour tout € > 0,

Oy dédn 1 =T 1 d¢
/|C|=|§+i77|>e aC (©) ¢t 2 J. [CnJrl C} % ©(¢) (ntl

En remarquant que si 0 < p+qg <n+1,
_ dC
[ 2o
70,e

seulement si p — g — n = 0, c’est-a-dire si p = ¢ + n, ce qui implique
q = 0 et p = n sous 'hypothese p 4+ ¢ = 2g +n < 2, on voit que

i\ o d 0"
lin ( /W 90 <n§1> = 5(0) x % _ gir S ().

e—0 Yo.e C

On a donc au final

) 1 Oy , . d&dn 1 0"p
o, <2m /|C|:|§+m|>e ac Ohve ) % g V)
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