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1 Le cadre général

On va chercher a approcher numériquement les solutions d’équations différentielles de la forme :

y(t) = f(t,y(r)) avec y(to) = yo. (1

ou f est une fonction continue Lipschitz par rapport a la deuxieéme variable. Le théoreme de Cauchy
Lipschitz assure 1’existence et 1’unicité de la solution. Il arrive que 1’on sache résoudre ce probleme de
maniere analytique mais dans un grand nombre de cas on ne connait pas de forme explicite de la solution.
On peut alors essayer d’approcher la solution par un schéma numérique.

Le principe de toutes les méthodes que nous allons voir est le méme : On cherche a estimer la solution
y de (I) en des points régulierement espacés (f;);c; en partant de y(fo) qui est connu et en estimant de
proche en proche les valeurs de y(;) en utilisant le fait que

lit1
YUH4)2y00+-t f(t,y(r))dtr. 2
De fait, ne connaissant pas y sur I'intervalle [¢;,#,1] on doit souvent approcher cette intégrale avec les
moyens du bord. L’étude des schémas numériques consiste a étudier la convergence et a borner 1’erreur
de ces schémas. Dans la suite on notera / la distance entre deux points ¢; et ;1 ; Vi € N, h =t;1.1 — ;. On
peut faire des schémas avec des pas variables mais nous concentrerons sur les schémas a pas constant.
Chaque méthode va essayer d’approcher cette intégrale ,?“ f(2,y(¢))dt par une fonction i X ¢ (¢;, y(#;), h).

2 Schéma d’Euler explicite

Euler a été le premier a proposer un schéma d’approximation. Ce schéma consiste a approcher 1’inté-
grale fé’“ Sf(t,y(2))dt par ¢ (1;,y(t;),h) = f(t;,y(t;)). Le schéma dit d’Euler explicite s’écrit alors

Yn+1 ZYn‘f'th(tny)’(tn))' 3)

1. On considere 1’équation
Y==y et y0)=1 )
Calculer la solution exacte et la solution approchée par la méthode d’Euler. Si on pose & = % mon-

trer que pour tout 7', la solution obtenue par la métode d’Euler converge vers la solution analytique
au point T quand n tend vers —+oo.

2. Montrer que si n est fixé et que T tend vers +oo y, s’éloigne de 0. On dit que la méthode d’Euler
est un schéma instable. On ne 1’utilise qu’en temps fini.

3. En Matlab la méthode d’Euler peut se coder de la maniere suivante :

function y=MethodeEuler(t0,T,y0,h)
t=[t0:h:T+t0];
N=length(t);
y=zeros(N,1);
y(1)=y0;
for k=1:N-1
y (k+1) =y (k) +h*f (£t (k) ,y (kD) ;
end
plot(t,y);
sol=yOxexp(t);
hold onj;plot(t,sol,’r’);hold off;
function z=f(t,y)
z=y;
4. Utiliser le code précédent pour résoudre numériquement 1’équation y' = y avec la condition de
Cauchy y(0) = 2.
5. Résoudre analytiquement I’équation y’ 4 y> = 0 avec y(0) = 1 et modifier le code précédent pour
la résoudre numériquement.



3 Méthode du point milieu

Dans la méthode du point milieu on essaie d’étre un peu plus précis dans 1’estimation de 1’intégrale
f,i"“ f(t,y(t))dt pour cela on utilise un point intermédiaire entre y, et y,1 que nous noteronsy, I

h
Vaiy = Int 5 S (b0 3n)-

On a alors N
Ynt+1 =Yn +hf<tn + ann+%) ettoujours 41 =1, +h.

6. A partir du programme précédent créer une nouvelle fonction MethodePointMilieu qui résout nu-
mériquement une EDO par cette méthode.

7. Comparer sur un méme graphique les solutions des deux programmes et la solution analytique pour
I’équation (@) pour 7 = 10 et pour différentes valeursde h: h€ {0.3 0.1 0.03 0.01 0.003 0.001}
et tracer la courbe du logarithme de I’erreur obtenue en 7 = 10 en fonction du logarithme de 4.
Comment interprétez vous le résultat ?

8. Un bon indicateur de la complexité d’une méthode est le nombre de fois par étape ot I’on doit
évaluer la fonction f. Pour un nombre égal d’évaluations de f quelle méthode assure 1’erreur la
plus faible ?

4 Consistance, stabilité et convergence

L’ objectif d’un schéma numérique est de fournir une solution approchée qui converge vers la solu-
tion du probléme de Cauchy (I) quand 4 tend vers 0.

Pour estimer cette convergence on définit la notion d’erreur de consistance. Si une méthode de
résolution numérique est de la forme y, 1 = y, +hd (t, yu, hn),

Définition 1. L’erreur de consitance e, relative a la solution exacte z de (1)) est définie par
en = 2(tn+1) —2(tn) — ho (tn, 2(tn), )

C’est I’erreur que 1’on commetrait dans le calcul de z(#,41) si on connaissait exactement z(z,) par
la méthode numérique utilisée. En pratique on connait rarement la valeur exacte de z(%,) ...

Définition 2. On dit que la méthode numérique est consistante si pour toute solution exacte z,
limy, e Y 0<nen €n| = 0.

Définition 3. On dit que la méthode est stable s’il existe une constante S > 0, appelée constante
de stabilité, telle que pour toutes suites (y,) et (3,) définie par

Yn+1 =Yn +h¢(tn,yﬂ7h)7
Ynt+1 = In +h¢(tn7)7n7h) + &,

on ait

O?naglen_yn|<S<)70_y0+ Z |8n>

0<n<N

Ainsi si la méthode est stable, méme si on commet une petite erreur a chaque étape par rapport
au schéma souhaité, et en pratique c’est toujours le cas a cause des erreurs d’arrondis, on peut
contrdler ’erreur globale pourvu que la somme de chacune des erreurs soit controlée.

Définition 4. On dit que la méthode est convergente si pour toute solution exacte z, la suite y, | =
Yn+h@(tn, yn, h) vérifie
(02X |y —2(tn)| = 0
quand yy — z(to) et quand h — 0.
La quantité Orélnaév| yn — 2(ty)| s’appelle I’erreur globale, c’est cette erreur qui importe dans la pra-
tique.
9. En prenant §, = z(#,) montrer que si la méthode est stable et consistante alors elle est convergente.
10. Soit z une solution exacte de ([I]) soit 7 >0 fixé et N € N, on note h = % et

en = 2(tuy1) — 2(ta) = hO (ty,2(tn), ).

(a) Comment appelle t-on e, ?
(b) Montrer que pour toutn < N, il existe ¢, €]ty tnt1[ tel que e, = h(f(cn,z(cn)) + @ (tn,2(tn), h)).
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(c) On pose
& = f(cn,z(cn)) = @(cnsz(cn),0) et By =(cn,2(cn),0) — @ (tn,2(tn), h)

Montrer que pour tout € > 0 il existe s > 0 tel que si i < ho, | <
(d) En déduire que si h < hg
| Z lea| — Z hlo|| < Te
0<n<N 0<n<N
(e) Justifier que
Jim ¥ h|oc,,|—/ £(t,2(1)) — (2,2(t),0) dr.
“0<n<N
(f) En déduire que la méthode est consistante si et seulement si
Vle[to,T], ¢(l,Z(Z),O):f(l,Z([)).
Lemme de Gronval discret
Soit (6, )nen € RT et (€,)nen € R deux suites telles que 0,11 < (14 Ah)6, + |&,|.
Justifier que 1+ Ah < M.
Montrer par récurrence que pour tout n € N
n—1
0, < e/\(ln*lo)go + Z eA(tn*li+1)|gl.‘_ 5)

i=0

Dans cette question on suppose que ¢ est Lipschitz de constante A par rapport a la deuxieme
variable. On considere deux suites (y,) et (y,) définies par

Yn+1 ZYn+h¢(tnaYnah)
Vnt1 = In +h(ty, In, h) + €,

(a) Montrer que la suite 6, = |J, — y,| vérifie
6n-&-l ( +Ah) n+|gn‘

(b) En utilisnat le lemme de Gronval discret que

N
AT 5
oax, 50—yl < (Iyo—yol +nfb€n|> :

(c) En déduire que la méthode numérique associée a la fonction ¢ est stable de constante de
stabilité e
Que peut-on dire d’une méthode de résolution associée a une fonction ¢ Lipshitz par rapport a la
deuxieéme variable et telle que ¢(z,y,0) = f(t,y) ?

En déduire que si f est Lipschitz de constante k par rapport a la deuxieme variable, le schéma
d’Euler explicite est convergent et donner sa constante de stabilité.

On rappelle que pour la méthode du point milieu
h h
¢(tayah):f t+§7y+§f(tay) .
Si f est k-Lipschitz montrer que
h
0@ y1,h) =0t y2, ) <k ( Iy =y2l+ S 1 31) = f(E.32)] ) -

En déduire que si f est k—Lipschitz la méthode du point milieu est stable et donner sa constante de
stabilité.



5 Ordre d’une méthode numérique de résolution d’une EDO

Définition 5. On dit qu’une méthode a 1 pas est d’ordre p si pour toute solution exacte z de (I)) oi
f est de classe CP, il existe une constante C telle que I’erreur de consistance relative a z vérifie

lea| <CRPTL Wn < N.

18. Montrer que si une méthode est d’ordre p alors

N—-1
Y lesl <CTR.
n=0

19. Ordre de la méthode d’Euler.
On suppose que f est de classe C' et on note z une solution exacte de (T)) avec f € C' et on note e,
I’erreur de consistance de la méthode d’Euler.

(a) Montrer que
1
e = Ehzz(2> (tn) +o(h?).

En déduire une expression de e, en fonction des dérivées partielles de f au point (¢,,y,) et
que la méthode d’Euler est d’ordre 1.

20. Ordre de la méthode du point milieu.
On suppose maintenant que f est de classe C> et on considére la méthode du point milieu. Si z est
une solution de (T), on a z/(r) = f(t,z(t)) et z est C3, on en déduit que la dérivée troisieme z®) de z
solution exacte de (I)) s’exprime comme combinaison linéaire de produits de dérivées partielles de
f d’ordre 1 et 2 et est donc bornée [fo, 79+ 7.

(a) Montrer que I’erreur de consistance e, s’écrit e, = €, + €, avec

h
60 = <ltns1) = 2) (14 1)
h
8’; = l’lZ’(ln + 7) — (yn+1 _Z(tn)).

2

(b) Montrer qu’il existe C; tel que g, < Cii3.

8;, - ]’l (f (t;1+Z,Z(tn+ Z)) _f <tn+ zvyn+é)>

(d) En utilisant 1’égalité des accroissements finis montrer qu’il existe C; tel que &, < Coh>.

(c) Montrer que

(e) En déduire que la méthode du point milieu est une méthode d’ordre 2.
(f) Ce résultat correspond t-il aux expériences numériques précédentes ?

(g) Faites quelques expériences numériques sur les équations différentielles suivantes
y=—y* et y(0)=1 surlintervalle [0,2], (6)

y =ytant et y(0)=1 surlintervalle [0, g] @)

en affichant ’erreur en fy + T en fonction de /# dans un diagramme logarithmique.

21. La méthode de Heun consite a utiliser la formule de récurrence suivante

1
Yn+1 = Yn +h§ (f(tnv)’n) +f(tn +h,yn +hf(tnayn))) .

Ecrire un programme qui met en place cette méthode et estimer numériquement son ordre en utili-
sant les équations précédentes.
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6 Modele de Volterra pour les systemes proie-prédateur

En 1926, Volterra propose un modele simple de systeme proie-prédateur afin d’expliquer les oscil-
lations des campagnes de péche dans I’adriatique. Il s’écrit

{ 8'(¢) S(t)(a—DbR(1)) ®)
R(1) = R()(—c+adS(1))

ol ¢ représente le temps, S(¢) et R(r) représente respectivement le nombre de proies et de prédateur
al’instant ¢ et a, b, c et d sont des parametres positifs.

Montrer qu’en posant u(7) = %S(r), v(T) = gR(t)7 T =at et = £ on obtient le systéme suivant.

d(t) = u(r)(1-v(1))
{V’(z) = Ochr)(u(r)zl) ©)

Soit H(t) = au(t) +v(t) — aln(u(t)) — In(v(z)).
Calculer H'(¢). On dit que H est une intégrale premiére du systéme.
Soit f la fonction définie de |0, 4o dans R par f(x) = x — Inx. Etudier les variations de f.

En déduire que quelques soient les valeurs initiales de u(0) et v(0) choisies, les fonctions u et v
sont bornées supérieurement par un réel M > 0 et inférieurement par un réel m > 0.

Montrer qu’a une valeur de u(z) correspondent au plus 2 valeurs de v(t).

Expliquer ce que réalise le programme suivant :

function [u,v,H]=Voltera(a,u0,v0,T,h)

N=ceil(T/h);

S=zeros(N,1);

R=zeros(N,1);

H=zeros(N,1);

u(1)=u0;

v(1)=v0;

for k=2:N
u(k)=u(k-1)+h*u(k-1)*(1-v(k-1));
v(k)=v(k-1)+axh*xv(k-1)*(u(k-1)-1);
H(k)=axv (k) +u(k)-a*log(u(k))-log(v(k));

end

%close all;

plot(u,v);

figure;plot(H);

A quel schéma d’approximation numérique correspond t-il ?

Faire un test avec a = 1, up = 0.4, v9g = 0.4, T =100 et i1 = 0.01 et interpréter graphiquement les
courbes.

Ces courbes sont-elles cohérentes avec 1’analyse théorique ? Pourquoi ? Tracer plusieurs courbes
avec les mémes parametres avec 7 = 20 en faisant varier 4. Qu’observe t-on ?

Reprendre les valeurs précédentes en prenant vy = 2.

Que se passe t-il siug =1letvg=17?

Tester également ug = 0.95 et différentes valeurs de a ?

Modifier le programme de maniére a approcher la solution réelle en utilisant la méthode du point
milieu.

Comparer les trajectoires et I’évolution de la valeur de H pour différentes valeurs de & avec cette
nouvelle méthode et 1a méthode précédente. Qu’en concluez vous ?

7 Equations différentielles d’ordre 2.

L’exemple précédent sur le modele de Volterra a permis de voir que les méthodes numériques pou-
vaient étre utilisés pour les systemes différentiels d’ordre 1.

Cette remarque permet d’utiliser ces méthodes numériques pour résoudre certaines équations d’ordre
2. En effet si on doit résoudre une équation sclalaire du type

YW = p)  aveey (1) = 20 et y(to) = yo (10)

on peut écrire le systeme différentiel d’ordre 1 équivalent :

{z: = f(zyt) avecz(to) =z0 1)

y o= Z avec y(to) = 0.
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Ecrire le systeme différentiel équivalent a I’équation suivante :

t !
y® = % —y+3 avec y(0) =1ety'(0) =0.
Apres avoir remarqué que z(t) = ¢> + 1 est solution, résoudre numériquement ce systéme en utili-
sant la méthode du point milieu.
Equation de la gravitation
Si on note Y le vecteur tridimensionnel de la position d’une planete dans un référentiel hélio-
centrique (le soleil est au point (0,0,0)) la force de gravitation du soleil sur ce corps est égal a
Y . . .
meMSW, ou m désigne la masse du corps, My celle du soleil et G est la constante de gravita-
tion. Nous rappelons que la relation fondamentale de la dynamique assure que la somme des forces
qui s’exercent sur un corps est égale a la masse multipliée par 1’accéleration de ce corps.

Montrer que le vecteur Y est solution d’une équation différentielle de la forme

@ _ —Kv
I3

Pour simplifier les calculs on va se placer dans le plan, c¢’est a dire que ¥ = (x,y).
Ecrire un systeme différentiel d’ordre 1 dont x et y sont les solutions.

Compléter le programme suivant en utilisant la méthode d’Euler pour résoudre ce systéme numé-
riquement.

function UnCorpsEuler(x01,x02,v01,v02,h,T)
K=2;
z0=0;y0=0;
N=floor(T/h);
x1=zeros(N,1);
x2=x1;v1=x1;v2=x1;
x1(1)=x01;
x2(1)=x02;
v1(1)=v01;
v2(1)=v02;
for k=1:N
x1(k+1)=x1(k)+
x2(k+1)=x2(k)+
vl (k+1)=v1(k)-
v2(k+1)=v2(k) -
end
V=400;
a=6;
c1=0.5%(z0+x01) ;
c2=0.5%*(y0+x02) ;
for k=1:V:N
plot(x1(k),x2(k),’ro’);title(’Methode d Euler’);
hold on;
plot(x1(1:k),x2(1:k),’k?);
plot(y0,z0,’ko?);

axis([cl-a cl+a c2-a a+c2])
hold off;

pause(0.001);

end

A quoi correspondent les 4 données intitiales ?

Tester différentes vitesses initiales en utilisant des parametres assurant que la planete fasse plusieurs
tours du soleil.

Proposer un programme analogue pour la méthode du point milieu et comparer les deux méthodes.

Que se passe t-il si la vitesse initiale est trop importante ?

8 Méthodes de Runge-Kutta

L’idée des méthodes de Runge-Kutta est de calculer le point (¢,1,Vs+1) & partir du point (,,y,) en
utilisant des points intermédiaires (f, ;,yn,;). En effet si z est une solution exacte de I’équation (T,
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du fait que z(t,41) = z(t;) + f,;"“ f(t,z(t))dt, on peut essayer d’approcher z(t,+1) — z(#,) par des
formules de quadrature qui utilisent des points intermédiaires. Ainsi on définit les points intermé-
daires (1, ;,yn,i)1<i<q avec

thi=ta+cih, 1<i<gq, ¢ €l0,1]. (12)
A chacun de ces points on associe la pente correspondante :

Pnji = f(tn,ivyn,i)

Chacun de ces points est calculé de maniere recursive en utilisant une formule de quadrature. En
effet comme z(z,;) = z(fy) + f,;"ﬂ"h f(t,z(r))dt, on utilise les points intermédaires (f,j,yn,j) j<i
pour calculer le point (t, ;,y,) :
i—1
Yni=Yn+ h Z i jPn,j-
j=1
On peut bien entendu utiliser des méthodes de quadrature différentes a chaque étape. Une fois que
tous les points sont calculés on évalue le point y,+ en utilisant une formule de quadrature utilisant
tous les (f,i, Yn,i)1<i<q :
Yar1 =Yu+h Z bipn,i.
1<i<q
Une méthode de Runge-Kutta est aisni entierement définie par les coefficients (c;)1<i<q, les coeffi-
cients (a;;)1<j<i<q et les coefficients (b;)1<i<q-

Une telle méthode est résumée dans le tableau suivant :
c1 0 o - 0 0
2 any 0 T 0 0
0 0
Cg | g1 g -+ dgq-1 O
by by - by by

Dans la pratique pour que les méthodes d’intégrations a chaque ligne sont d’ordre au moins O et on
a donc toujours

i—1 q

Ci = Zaij7 Zbl = 17 Cl 207 tn,l =1y, Yn,1 = Yn, et Pn :f(tnayn)-
Jj= i=1

Pour une méthode utilisant g points, combien de fois doit on évaluer f a chaque étape ?

Si on choisit ¢ = 1, la méthode associé calcule y,; en utilisant un seul point. La méthode est alors
résumée par le tableau suivant :
0|0
1
Expliciter le schéma d’approximation dans ce cas, c’est a dire 1’expression de y,+ en fonction de
V. Quel nom porte ce schéma ? Quelle est la méthode d’intégration approchée qui est utilisée ici ?

Si ¢ =2, le premier point est toujours (f,,y,) mais on peut choisir le deuxieéme point. La méthode
est alors résumée par le tableau suivant :

0 0

o 0
1 1

| 1-2% 2q

200

(04

Expliciter le schéma d’intégration dans ce cas.

. y e N 1 1
Justifier I’ utilisation des parametres 1 — 5 et 5.

Quelle est le nom de la méthode associée a & = % ? Quelle est la méthode d’intégration approchée
utilisée ici ? Rappeler I’odre de cette méthode.

Méme question pour & = 1.

La méthode de Runge-Kutta classique utilise 4 points et est résumée par le tableau suivant :

0l0 0 0 0
1 1
LIl o 0 o0
i (2) L0 o
2 2
110 0 1 0
Tz z 1
6 6 6 6

Expliciter la méthode associée, c’est a dire la liste des caluls qui menent de y, & y,41.
Proposer un code matlab qui implémente cette méthode et la tester sur les équations scalaires (6)).

Evaluer numériquement I’ordre de cette méthode de résolution.
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