Analyse M1 ENSM
Eléments de correction de l’examen - jeudi 2 mai 2013

Exercice
1-a. f est continue sur [0, 1] intervalle fermé borné donc elle est uniformément continue.

1-b. Avec le relation de Chasles, T'(f) =Y __, fk L f(t)dt et
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Puis avec 1.a

La suite (T),(f)), converge vers T(f).
2. La linéarité résulte de la linéarité de l'intégrale et de la somme.
3-a. Pour tout f de C([0,1]) et tout entier non nul n
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L’application linéaire T}, est continue et de norme inférieure ou égale a 1. Si on note 1 la fonction constante égale a

1, T,(1) =1et ||1||o = 1 donc ||T,,|| = 1.
3-b. Pour tout f de C([0,1])

1
DIE [ Wl < 1£11
T(1) =1 donc T est continue et de norme 1.
4-a. T,,(f,) = L 30 cos(2mnk) =1 et
1

T(f,) = /0 ' cos(2mnt) dt = {1sm(27rnt)] 0.
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4-b. ||fulleo = 1 et |(Th, = T)(fn)| = 1 d’ou |T;, — T'|| > 1. La suite d’applications linéaires (T,),, converge ponctuel-

lement sur C([0, 1]) mais ne converge pas en norme.

Probléme 1 - Suite de Fibonacci
Préliminaire

1-a. Les solutions sont ¢ = % (nombre d’or) et 1) = 1=

1S

1
1-b. ¢ et 1 sont solutions de I'équation 22 —x —1=0donc ¢> = p+1let p =1 —|— " (de méme ¢p =1+ —

en utilisant que ¢ et 1) sont les deux solutions de I’équation 22 — 2 — 1 =0 on a ¢th = —1.

). Toujours

2-a. Une récurrence immédiate nous donne que la suite (F,,) est & termes positifs. Fy < Fy puis pour n > 1,

F,+1 — F,, = F,,_1 qui est positif. La suite est croissante.

2-b. Montrons que la suite n’est pas majoré. Notons (H,,) l'assertion : F,, > n,
(H1) et (Hs) sont vérifiés car Fy = 1 et Fp = 2.

Montrons que pour tout entier n > 2, [(Hp), 1 < p < n] implique (Hp41),

Fopn=F,+F,_12>2n+n—-1>2n+1

en utilisant (H,) et (H,—1) et quen —1 > 1.

Nous obtenons par récurrence (forte) que pour tout n > 1, F,, > n, dont on déduit que lim,,_, . F,, = +o0.

Partie I - Expression de F;, en fonction de n

1-a. Le déterminant du systeéme est ¢ — ¢ = —/5 # 0, c’est un systeme de Cramer, il admet une unique solution

(a,b).
1-b.



2. Si on utilise directement que I'ensemble des suites réelles (u,, ), vérifiant la relation w,ys = up+1 + uy, est un R-
espace vectoriel de dimension 2, de base les suites (¢™),, et (¢™),, alors le résultat découle immédiatement du I.1. Si on

a oublié ce résultat alors on peut le retrouver en montrant par récurrence la relation (H,) : F,, = %W"H —pn Ty,

Elle est vérifiée pour n =0et n =1;
montrons que pour tout n > 1, [(H)), 0 < p < n] implique (H,11) :

Fopn=Fo+Fo1 = (p+1)o" = (¥ +1)W") = —= (¢2¢ —PPm).

1
V5
soit (Hp4+1). On a donc (H,,) pour tout entier n.
Partie II - Une suite convergeant vers ¢

3

oo Fo +F, E, 1 .
1. ups1 = = =1+ =1+ —, pour tout entier n.
2 i Fn+1 Fn+1 Fn+1 Un
2-a. La fonction f est continue et décroissante sur [1,2] donc f([1,2]) = [f(2), f(1)] = [2,2].
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2-b. f est dérivable sur [£,2] et f'(z) = ——, | f'| est décroissante sur [2,2] et k = |f/(3/2)| = 4/9.

3. uy =2 € [2,2], pour tout entier n > 1, Unt1 = f(uy), [ est dérivable sur [2,2] et avec I1.2.a, f([2,2]) C [2,2]
d’ott le résultat.
4. Tout d’abord remarquons que f(¢) = ¢ et que ¢ € [%, 2]. Pour tout entier n > 1, u,, € [2

5, 2] et avec 'inégalité des
accroissements finis

21 s — 6] = [f(un) ~ F(6)] < Hun — 6
ce qui permet d’en déduire par récurrence que

Yn>1 fup — @] <K Hur — 9.
Reste a vérifier que |u; — ¢| < k et que |ug — ¢| < 1 pour pouvoir conclure.
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et la derniere assertion est exacte.

1
lup — | <1 = <1e+v5<3
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et la derniere assertion est exacte.

5.0<k<1donc lim k™ =0 et avec I1.4. la suite (uy), converge vers ¢.

n—-4+oo
6. Avec 'expression de F), trouvée dans la partie I,
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Or | | = f+ L qui est positif et strictement inférieur & 1. D'oulim ( ¢) =0et ngrfoo Up = .

n—-+o0o
Partie III - ¢ comme somme d’une série
1. On a vu dans les préliminaires que la suite (F},),, est une suite croissante de termes positifs et telle que 1i14r_1 F, =
n——+0o0o

400. On en déduit que la suite ( est décroissante et converge vers 0. Avec le théoreme des séries alternées

(=D*
FFyy1
2-a. F? 5 — Fiui1Fiqs = Frpo(Fie + Fig1) — Frgp1 (Frgz + Fog1) = FrgoFr — F2 .

2-b. Notons pour tout entier k, vy, = F7 1 — FrFii2, avec la question précédente nous avons que pour tout entier
k, vg+1 = —vg et avec une récurrence immédiate vy = (— 1)’“1)0 vy = F1 FyFy, = —1, d’ou pour tout entier k£ on a
F13+1 — FFppo = (—1)FL

)
FpFep1 ),

la série de terme général converge.

FreaFr— FEy (—1)F
FyFyy1 FyFyq1
3. Avec ce qui précede, pour tout entier n,

2-c. Pour tout entier k, up41 — up = avec 111.2.b.

n

E Uk+1 - uk = Up41 — Uo-
k=0



+oo (_1)k
On a vu dans la partie IT que la suite (u,,) converge vers ¢ donc la suite (S,,) converge vers ¢ — 1, soit Y % =

k=0 L'kLky1
¢—1

Partie IV - Série génératrice

. . F,
1. F}, ne s’annule pas et on a vu dans la partie II que 111}_1 +1
n——+0oo

n

= ¢. Avec le critere de d’Alembert le rayon de

convergence de la série entiere est 1/¢.
2-a. Pour |z| < é,

+o0 +oo +o0 +oo

flx)=Fy+ Fiz + 22 Z F,z" 2 =142+ 2> Z(Fn,g + Fn,l)x”_2 =14x+2° Z F,z" +x Z F,z"
n=2 n=2 n=0 n=1
soit f(x) =14z +22f(z) +x (f(x) —1).
2-b. Avec ce qui précede pour |z| < é, (1—22—2)f(z) =1 soit f(z) = fmﬁ.

3. Les solutions de 22 + 2 — 1 = 0 sont —¢ et —1, d’oi

7 1 _ 1 - 1 1 " 1 1 1(11)
22+z-1 (z+¢)(z+v¢) o—vaz+éd v—odz+y VE\z+o z+v¢)’

En utilisant que ¢ = on obtient pour |z| < 1,
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1 _ 1 1 1 B 1 +oo . +oo .
et et eE) - — D (W) ¢ (62)

les deux séries étant convergentes pour |z| < %
Avec 'unicité du développement en série entiére, nous obtenons que

1
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VneN F,=—7(=¢yx@)"+¢x(¢)").

Partie V - Série génératrice exponentielle
n! 1 Fngr et

. Fri _ : R i
1. Pour tout entier n, Dt X B T ol lim — = =0 avec la partie II. Le rayon de convergence est
infini.
2-a. Le rayon de convergence de la série entiere étant infini, g est une fonction C* sur R et pour tout réel x,

+oo r +oo F +o0 F +o0 F
/ o n n—1 __ n+l n " _ n n—2 __ n+2 n
g(x)—z(n_l)!z _Z nl * ot g(a:)—z<n_2)!x _Z nl U
n=1 n=0 n=2 n=0

D’ou
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g'(@)—g'(x) —glzx) = i a" =0 et g(0)=Fy=1,4¢(0)=F =1
n=0

Le probleme de Cauchy a une unique solution qui est la fonction g.

2-b. L’équation caractéristique associée est r2 —r — 1 = 0, les solutions sont ¢ et ¥ qui sont distinctes. Il existe a et

b réels tels que pour tout z, g(z) = ae?® + be¥®. Pour déterminer a et b, on utilise que

g0)=1=a+b et ¢(0)=1=a¢p+ .

Nous avons vu dans la partie I que la solution de ce systéme est (a,b) = (%, —%), nous obtenons que pour tout

réel x 1
— Pz _ Y
o) = = (6e" — '),

3. En développant en série entiere les fonction = — e?® et = +— €¥® et en utilisant & nouveau l'unicité du
développement en série entiere

Fn_l n n
Vn € N m—\/g(¢xn!—z/}xn!>.

Ce qui permet a nouveau d’avoir une expression de F), en fonction de n.

Probléme 2 - Transformée de Laplace

1. Soit 7 > rg, f est par hypothese continue sur Ry, la fonction ¢ +— |f(t)|le”"* est continue sur [0,+oo[ donc
localement intégrable. De plus

VEeR: 0< (Dl < |f(B)]e 0l < [F()le ",



La fonction ¢ — |f(t)]e"™" est intégrable sur [0, +o0o[ donc par comparaison entre fonctions positives, ¢ — |f(t)]e™""
est intégrable sur [0, +oo[ pour tout r > rq.
2-a. f est continue sur R, & valeurs positives et

1 (a—r)T T at ,—at
— (e —1) et eemdt =T.
0

a—7rTr

T
Vr#£a / eMe Tt dt =
0

2-b. Avec 2-a, fOT e®e~"t dt admet une limite finie lorsque 7' tend vers +oo si et seulement si a — r < 0, elle vaut

alors —=. D’ou Iy =]a, +oo et L(f)(r) = — pour r dans Iy.

r—a

3. g est continue sur R, comme produit de deux fonctions continues sur R et t — |g(t)]e™"t intégrable sur [0, +oo|
équivaut a t — |h(t)|e” "~V intégrable sur [0, +-o00], soit r € I, équivaut & r —a € I. g est dans F et I, = a + Ij.

De plus pour tout r dans Iy, r — a est dans Ij, et

+oo +o00o
L(g)(r) = / h(t)e®e ™ dt = / h(t)e~ "=Vt dt = L(h)(r — a)
0 0
4. f, est continue sur R} donc localement intégrable, a valeurs positives et

. _ _ 1
Vr>0V¥neN tgglooﬁfn(t)e T=0 & fult)e <ino e
Par comparaison entre fonctions positives, f1+oo t%dt converge donc f1+°° fn(t)e "t dt converge. On a ainsi que
10, +o0[C I, puis I'égalité car f0+oo t" dt diverge pour tout entier n.
5. Prenons f définie sur [0, +oo[ par f(t) =1 pour ¢ dans [0,1] et f(t) = 75 pour ¢ dans ]1, +oo|.
f est continue sur [0, +o00[ et 1+°o f(t) dt converge donc [0, +00[C Iy et pour r < 0 arbitraire , ligl f#)e ™ = +oo,

— 400

I'intégrale diverge grossierement. Dot Iy = [0, +o00].
6. La fonction t — e~ ¢

convient. Elle est continue sur R donc localement intégrable, strictement positive. Pour tout
réel r, tiigrnoo 2=t~ = 0 donc et et <40 %z et par comparaison entre fonctions positives, f1+oo e~ et dt
converge pour tout réel r.
7. A T'aide d’une intégration par parties, pour tout r de Iy et tout 7> 0

r T
[ rwera=@eT - so)+r [ e
0 0

N . . —rT __ . T —rt o . 9 2 +o00o —rt
Par hypotheses TETOO f(TMe =0et TETOO Jo f(t)e™""dt existe car pour 7 dans Iy, Iintégrale [;" f(t)e™"" dt

est absolument convergente donc convergente. D’otu le résultat en prenant la limite quand T tend vers +oc.
8-a. Pour tout entier naturel n, f,41 est C! sur Ry et pour tout tout r de Iy, ,, =]0, +o0], Tlirf o1 (T)e ™ = 0.
— 400

De plus f; ;1 = (n+ 1) f, et avec la question précédente on a

L(fry)(r) = =frs1(0) + rL(frs1)(r) = (n+ DL(fn)(r) = rL(fns1)(r).

8-b. Avec 2. en prenant a = 0 on obtient que pour tout r de ]0,+oo[, L(fy)(r) = 2. Notons (H,) l'assertion :
Vr €]0, +oo[ L(fn)(r) = 2. (Ho) est vérifiée, montrons que pour tout entier naturel n, (H,) implique (H,1).
Avec 8-a. pour tout 7 > 0, L(fri1)(r) = ZELL(f,)(r) = 2 1 avec (H,), soit (Hp,41). On a bien 1'égalité attendue
pour tout entier naturel n.

9-a. On pose h(z,t) = f(t)e” ™ pour (z,t) dans [rg, +o00[x[0, 4+00].

Pour tout ¢ de [0, +o00[, A(:,t) est continue sur [rq, +00].

Pour tout « de [rg, +o0[, h(z,-) est continue sur [0, +00[.

Pour tout (z,t) de [ro, +oo[x[0,+oo[, |h(z,t)] < |f(t)|e”"! et la fonction ¢ — |f(t)]e”"! est bien continue et
intégrable sur [0, +o00[ par hypothese sur f.

Avec le théoreme de continuité des intégrales a parametre, £(f) est continue sur [rg, +0o0l.

9-b. Avec la question précédente, pour tout r de Iy L(f) est continue sur [r, +oo[ donc en particulier en r; L(f) est
continue sur Iy.




