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Devoir surveillé
Dans tout ce sujet, €2 désigne un ensemble non vide muni d’une tribu 7 et d’une mesure
positive p.

I. Soit (Ag) une suite d’éléments de 7.
1) Montrer que si la suite (Ay) est croissante alors klim w(Ag) = “(U Ap).
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2) Quel énoncé a-t-on pour les suites décroissantes (Ag) ?

3) Montrer que M(U Ag) < Zu(Ak).
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II. Soit ¢ : Q2 — [0, 400] une fonction mesurable. On définit pour tout A € 7,

V(A) = /A o dy.

1) Montrer que v est une mesure positive sur (2, 7).

2) Sous quelle condition sur ¢, v est une mesure de probabilités 7

3) Montrer que tout ensemble p—négligeable est v—négligeable.

4) Soit f : © — [0,00] une fonction mesurable. Exprimer [, fdv en fonction d’une
intégrale relativement a p (indication : commencer par les fonctions étagées).

II1. On suppose dans cet exercice que () < oo.
Soit (f,) une suite de fonctions mesurables réelles et convergeant p-p.p. vers une fonc-
tion mesurable f.
1) Soit § > 0 fixé. On définit A,(5) = | J{z € Q,|f;(x) — f(2)| > 6}. Donner la valeur
jzn
de p((1) An(0)).
n>1
2) En observant que la suite (A, (9))y est décroissante, montrer que pour tout n > 0, il
existe n > 1 tel que u(A,(9)) < n.
3) Fixons € > 0. Expliquer pourquoi on peut trouver une suite nj telle que pour tout
kE>1 .
(U e 1) - f@)] > 1) < 5
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On pose
B=U Ulrenlf@ - f@)l> 1}
k>1j2ng
4) En déduire que u(B) <e.
5) Montrer que pour tout k > 1,

fi(x) — f(z)] < = Vj >mny et Vo € Q\ B.
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