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Motivation et objectif du cours

Introduction a la programmation linéaire
Un outil qui permet de :

e modéliser
e résoudre

toute une classe de problemes d'optimisation.
Existence de solveurs efficace pour la PL
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Probleme de production

Un fabricant produit 2 types de yaourts a la fraise A et B a partir
de Fraise, de Lait et de Sucre. Chaque yaourt doit respecter les
proportions suivantes de matiéres premieres.

A|B

Fraise | 2 | 1
Lait | 1] 2
Sucre | 0 | 1

On dispose de 800 Kg de Fraises, 700 Kg de Lait et 300 Kg de
sucre.
La vente de 1 Kg de yaourts A et B rapporte respectivement 4€ et

5€.

Le fabricant cherche a maximiser son profit.
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Modélisation

e Sur quelles quantités peut-on travailler?
e Que cherche-t-on a optimiser ?

e Quelles sont les contraintes du probleme ?

Bilan
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Résolution graphique

Modélisation

e Sur quelles quantités peut-on travailler?

e Seules valeurs non constantes : les quantités de yaourts A et B

produites
e On parle de variables
e On les notera xx et xg

e Que cherche-t-on a optimiser ?

e Quelles sont les contraintes du probléeme ?

Forme standard, bases
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Modélisation

Sur quelles quantités peut-on travailler ?
e Variables : x4 et xg

e Que cherche-t-on a optimiser ?

e Le profit z

e Calculé a partir de x4 et xg
e On parle de fonction objectif
o z=14xp+ 5xp

e Quelles sont les contraintes du probléeme ?

Bilan
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Modélisation

e Sur quelles quantités peut-on travailler?
e Variables : x4 et xg

e Que cherche-t-on a optimiser ?
e maxz = 4xp + bxp

e Quelles sont les contraintes du probleme ?

e Premiére contrainte : 800 Kg de fraises disponibles
e |a quantité utilisée dépend de la production : 2x4 + x5
e 2xa + xg < 800

Bilan
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Modélisation

e Sur quelles quantités peut-on travailler?
e Variables : x4 et xg

e Que cherche-t-on a optimiser ?
e maxz = 4xa + 5xp

e Quelles sont les contraintes du probleme ?

2xa+ xg <800 (fraises)
xa+ 2xg <700 (lait)
xg <300 (sucre)

Forme standard, bases
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Modélisation

e Sur quelles quantités peut-on travailler?
e Variables : x4 et xg

e Que cherche-t-on a optimiser ?
e maxz = 4xa + 5xp

e Quelles sont les contraintes du probleme ?

2xa+ xg <800 (fraises)
xa+ 2xg <700 (lait)
xg <300 (sucre)
xa, xg >0 positivité !

Bilan
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Mon premier programme linéaire

max 4xa+
2XA+
XA+

XA,

5xp
XB
2xp
XB
XB

< 800
<700
<300
>0

Bilan
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Probleme de transport

Approvisionner au moindre coliit les clients a partir des usines.

Usines (i € 1) Bordeaux | Biarritz | Toulouse

Productions (p;) 25 15 20
Clients (j € J) | Pau | Bayonne | Bordeaux | Libourne
Demandes (d;) | 20 12 9 14
Prix/unité (¢;j) | Pau | Bayonne | Bordeaux | Libourne
Bordeaux 26 19 0 4
Biarritz 12 2 20 24
Toulouse 19 30 24 28
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Modélisation

e Variables :
Xjj : quantité transportée de / a j
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Modélisation

e Variables :

X j : quantité transportée de / a j
e Objectif :

Minimiser ) ., ZjeJ CijXij
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e Variables :
X;j : quantité transportée de j a j
e Objectif :
Minimiser ) ., ZjeJ CijXij
e Contraintes :
> ey Xij < Pis Vi € I (Capacité de production)
Yoicr Xij = dj, Vj € J (Demandes a satisfaire)

xij >0, Vieljed
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Probleme de planification

Planifier la production d’articles a moindre cofit pour les 4
prochains mois.

Production maximale normale : 1200 articles / mois
Production maximale en heure sup : 400 articles / mois
Surcolit heures sup : 7 euros / article

Stockage : 3 euros / article / mois

‘ mois 1 ‘ mois 2 ‘ mois 3 ‘ mois 4
Demandes | 900 | 1100 | 1700 | 1300
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Modélisation

e Variables :
X : production normale en période t =1,...,4
¥t production en heure sup en periode t =1,...,4
st : stock en fin de période t =1,...,3
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Modélisation

e Variables :
X : production normale en période t =1,...,4
¥t : production en heure sup en periode t =1,...,4
st : stock en fin de période t =1,...,3
e Objectif :
e =4 =3
Minimiser 73 027 ye + 3500 st
e Contraintes :

x1+ 1= 900+ s
si+ xo+ y= 1100+ s
S+ x3+  y3= 1700+ s3
s3t+  xat+  ya= 1300
0< x < 1200, -1, ...
0< yi< 400, t=1,....4
S¢ > 0, t=1
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Regles de réécriture (1)

Toute contrainte d'égalité peut s'écrire comme deux inégalités :

Z" s p— d Ximaxi<b
77— —
pae >oi-1aixi > b

Toute contrainte > peut s'écrire comme une contrainte < :

n n
Za;x,- > b= Z—a;x,- < -b
i=1 i=1

Tout probleme de minimisation peut s'écrire comme un probleme
de maximisation :

n n
max E CiXi = min E —CiXj
i=1 i=1
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Ecriture générale d'un programmation linéaire

On peut écrire ainsi un programme linéaire avec n variables
X1,...,X, € m contraintes.

max Zr-’ 1 CiXi
sous les contraintes Y7 ajixi < bj,(j=1,...,m)
X; ER,(lzl,...,n)

e Linéarité : Objectif et contraintes sont des fonctions linéaires
des variables de décision (les coefficients ¢; et aj; des variables
sont constants)

e Continuité : Les variables peuvent prendre n'importe quelle
valeur réelle respectant les contraintes linaires
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Exemples simples de programmes non linéaires (1)

min

sous les contraintes

min

sous les contraintes

Résolution graphique

Points extrémes

000 00000000
[e]

2o X%
Z;’:la,-jx,- < bj,(j:].,...,m)
x;i €R,(i=1,...,n)

Z?:lxi
S apxi < b, (j=1,...,m)
xieN,(i=1,...,n)

Forme standard, bases
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Exemples simples de programmes non linéaires (2)

min Doim1 CiXi
sous les contraintes Srqaixi < bj,(j=1,...,m)

X,'GRﬂ[ll,ul]ﬂ[lg,UQ],(i:1,...,[7)

min S Cixi
sous les contraintes Y i ajixi < bj,(j=1,...,m)
X1 = Xp OU X1 = X3
x; €R,(i=1,...,n)
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Forme normale d'un programme linéaire

Tout programme linéaire peut s'écrire sous forme normale.

max Doy CiXi
sous les contraintes Y7 ja;ixi < bj,(j=1,...,m)

xi>0,x; R, (i=1,...,n)

Si on a une variable x; € R, on introduit xiJr >0etx; >0eton
pose X; = x; + x; .
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Résolution graphique

Résolution graphique

e On dispose d'un outil (la PL) pour modéliser des problemes
e Comment résoudre les problémes a |'aide de la PL7?

o Plusieurs algorithmes existent, dont le simplexe (prochain
cours)

e Pour des problemes avec deux variables, on peut résoudre
graphiquement (aide a comprendre la structure du probléme)
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Représentation graphique

XB

max 4xa+ bxp
2xa+ xg <800 i

xa+ 2xg <700

xg <300

XA, XB > 0 )

XA
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Représentation graphique

5XB
XB
2XB
XB
XB

< 800
< 700
< 300
>0

XB

i

2xa + xg < 800

Forme standard, bases Bilan
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Programme linéaire
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max 4xa+
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Représentation graphique

5XB
XB
2XB
XB
XB

< 800
< 700
< 300
>0

XB

i

2xa + xg < 800

Forme standard, bases Bilan
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Représentation graphique

5XB
XB
2XB
XB
XB

< 800
<700
<300
>0

XB

2xa + xg < 800

xg < 300

xa + 2xg < 700
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Terminologie

X
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e Solution : 2xa + xg < 800
affectation de valeurs aux

variables

e Solution réalisable : X8 < 300

solution réalisable si les valeurs

satisfont |'ensemble des 1 x=(80,150) xa + 2xg < 700
. o =

contraintes

¢ Région réalisable :
ensemble des solutions T \ By ..
réalisables.
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Terminologie

XB
e Solution : 2x4 + xg < 800
affectation de valeurs aux
variables

e Solution réalisable : xg < 300
solution réalisable si les valeurs
satisfont I'ensemble des
contraintes

xa + 2xg < 700

¢ Région réalisable :

ensemble des solutions
réalisables. ; XA
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Résolution graphique

5XB
XB
2XB
XB
XB

< 800
< 700
< 300
>0

XB

i

2xa + xg < 800

xg < 300

xa + 2xg < 700
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Résolution graphique

X
%

Max  4xa+ 5xg
2xa+ xg <800
xa+ 2xg <700
xg <300
XA, xg >0 ]

4xa +5xg =0
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Programme linéaire

Max  4xa+
2XA—|—

XA+

XAY

Résolution graphique

Points extrémes

Forme standard, bases
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Résolution graphique

5XB
XB
2XB
XB
XB

< 800
<700
<300
>0

XB

A
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Résolution graphique

5XB
XB
2XB
XB
XB

< 800
<700
<300
>0

XB

A

4XA 5XB = 2200

5o - B 100\\ XA
Axa +5xg =0
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Programme linéaire

Max  4xa+
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Résolution graphique

Points extrémes
000
o]

Forme standard, bases Bilan

00000000 [e]

Résolution graphique

5XB
XB
2XB
XB
XB

< 800
< 700
< 300
>0

XB

4%% = 2900

AN
4XA 5XB = 2200

S - 100& XA

4xp 4+ 5xg =0



Exemples Programme linéaire Résolution graphique Points extrémes Forme standard, bases
000 00000 [e]e] 000 00000000

[e]e] oe o]

[e]e]

Existence d'une solution (optimale)

Quatre possibilités

min x + 2y
st.x<5b
x+y=>3

X,y >0 \
X

Une solution optimale unique.

Bilan
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Existence d'une solution (optimale)

Quatre possibilités

max x + 2y
st.x<5h
x+y>3

X,y >0 \
X

Solution non bornée.

Bilan
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Existence d'une solution (optimale)

Quatre possibilités

max x + 2y
st. x<5
x+y=>3
x+y< -1

x,y >0 \
X

Pas de solution.

Bilan
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Existence d'une solution (optimale)

Quatre possibilités

max x
st.x<5h
x+y=>3

X,y >0 \
X

Infinité de solutions.

Bilan
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Notion de point extréme

*®
Proposition |
S'il en existe, il y a toujours
une solution optimale sur un 1
sommet (point extréme) de la
région réalisable \ dxat 5xg = 2900
Corollaire N
Pour trouver I'optimum, il 1 Axn st Bxe — 2200
"suffit” d'examiner les points _
extrémes de la région 4xa 4+ 5xae 100& X
réalisable

4xp +5xg =0
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Polyedres et points extrémes (1)

Définition
Un polyédre convexe est |'ensemble des solutions d'un systeme
fini d’inégalités linéaires.

L'ensemble des solutions admissibles d'un PL est donc un polyedre
convexe.
On s'intéressera dans un premier temps aux polyedres bornés.

Rappel : S est convexe si « ‘/’

Vx,y € S,VA € 0,1, \Ax + (1 — M)y € S. s
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Polyedres et points extrémes (2)

Définition
Un point xg d'un ensemble convexe S est un point extréme de S
s'il n'existe pas deux points x1,x2 € S t.q. x = Ax3 + (1 — Axp).

Théoreme

Soit S un ensemble convexe borné de R” et 5€ I'ensemble de ses
points extrémes. Si x € S alors x peut s'écrire comme une
combinaison convexe de n+ 1 éléments de S°€.

Rappel : soit x,y,z € R". Si x = Ay + (1 — A\)z alors pour tout
a € R”, ax < max{ay, az}.

Théoreme

Si le polyedre formé par I'’ensemble des solutions d'un PL est
borné, alors il existe au moins une solution optimale et I'une d’elles
est obtenue sur un point extréme.
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Algorithme géométrique

1. Partir d’un point extréme x de Xg
la région réalisable

4xa +5xg =0
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Algorithme géométrique

1. Partir d’un point extréme x de Xg
la région réalisable

A

2. Déterminer une aréte le long de
laquelle I'objectif augmente. 1
S'il n'en existe pas, x est
optimal, STOP

Axa +5xg =0



Points extrémes

Algorithme géométrique

1. Partir d’un point extréme x de
la région réalisable

2. Déterminer une aréte le long de
laquelle I'objectif augmente.
S'il n'en existe pas, x est
optimal, STOP

3. Se déplacer le long de I'aréte
jusqu'au point extréme y
suivant.

S'il n'existe pas, le probléme est
non borné, STOP

Sinon, poser x <y et revenir
en 2

XB

Axa +5xg =0



Points extrémes

Algorithme géométrique

1. Partir d’un point extréme x de
la région réalisable

2. Déterminer une aréte le long de
laquelle I'objectif augmente.
S'il n'en existe pas, x est
optimal, STOP

3. Se déplacer le long de I'aréte
jusqu'au point extréme y
suivant.

S'il n'existe pas, le probléme est
non borné, STOP

Sinon, poser x <y et revenir
en 2

XB

Axa +5xg =0
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Algorithme géométrique

1. Partir d'un point extréme x de xg
la région réalisable

2. Déterminer une aréte le long de
laquelle I'objectif augmente. 1
S'il n'en existe pas, x est
optimal, STOP

3. Se déplacer le long de I'aréte 1
jusqu’au point extréme y

suivant.
S'il n'existe pas, le probleme est : : : -
non borné, STOP \ XA

. . 4x4 + 5xg = 1500
Sinon, poser x < y et revenir

en 2
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Algorithme géométrique

1. Partir d'un point extréme x de xg
la région réalisable

A

2. Déterminer une aréte le long de
laquelle I'objectif augmente. 1

S'il n'en existe pas, x est N
optimal, STOP

3. Se déplacer le long de I'aréte 1
jusqu’au point extréme y

suivant.
S'il n'existe pas, le probleme est : : : -
non borné, STOP \ XA

. . 4x4 + 5xg = 1500
Sinon, poser x < y et revenir

en 2



Points extrémes

Algorithme géométrique

1. Partir d'un point extréme x de xg
la région réalisable

2. Déterminer une aréte le long de
laquelle I'objectif augmente. 4

S'il n’en existe pas, x est x

optimal, STOP

3. Se déplacer le long de I'aréte 1
jusqu'au point extréme y 4x2 Bxs = 1900
suivant. ]
S'il n'existe pas, le probleme est : : : -
non borné, STOP \ A

Sinon, poser x < y et revenir
en 2



Points extrémes

Algorithme géométrique

1. Partir d'un point extréme x de xg
la région réalisable

2. Déterminer une aréte le long de
laquelle I'objectif augmente. 4

S'il n’en existe pas, x est x

optimal, STOP

3. Se déplacer le long de I'aréte 1
jusqu'au point extréme y 4x2 Bxs = 1900
suivant. ]
S'il n'existe pas, le probleme est : : : -
non borné, STOP \ A

Sinon, poser x < y et revenir
en 2



Points extrémes

Algorithme géométrique

1. Partir d'un point extréme x de xg
la région réalisable

2. Déterminer une aréte le long de
laquelle I'objectif augmente. 1
S'il n'en existe pas, x est
optimal, STOP

3. Se déplacer le long de I'aréte 1
jusqu’au point extréme y

4xa + 5xg = 2200

suivant.
S'il n'existe pas, le probleme est : : : AN
non borné, STOP \ XA

Sinon, poser x < y et revenir
en 2



Points extrémes

Algorithme géométrique

1. Partir d’un point extréme x de
; s q- XB
la région réalisable i

2. Déterminer une aréte le long de 1
laquelle I'objectif augmente.
S'il n’en existe pas, x est
optimal, STOP

3. Se déplacer le long de I'aréte x4 -+ 5xs — 2200
jusqu'au point extréme y
suivant. 1
S'il n'existe pas, le probléme est
non borné, STOP ' ' ' \ ' 'XA
Sinon, poser x <y et revenir
en 2
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Forme standard

Jusqu'a présent on a utilisé la forme normale pour représenter un
programme linéaire.

On introduit la forme standard qui va étre utilisée dans
I'algorithme du simplex.

maxz = 4x; + 5y1 maxz =4x; +5xx +0s; +0sp, +0s3
2x1 + X0 <4 2x1 + X2 +s51 =4
x1+2x <10 X1 + 2% + s =10
—x <2 — X2 +53 = -2

X1,X2 >0 X1,X2, 51,52, s3>0
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Forme standard

A partir de tout PL sous forme normale, on peut construire un PL
sous forme standard

n
n maxz = E CiX;
max z = g CiXi —
i=1 n
n .
_ E ajxi+si=bj(j=1,...,m)
E a;_,'X;Sbj(J:].,...,m) —
i=1

x>0(i=1,...,n) =
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Interprétation de la forme standard

Les variables supplémentaires s; sont appelées variables d’écart.
Chaque variable d'écart est associée a une contrainte.

max5x + y maxbx + y
x+y <10 X+y —+s =10
x—y<l1 X—y + s =1
x <3 X +s3=3
x,y >0 X,Y, 51,52, s3>0

Quand s; = 0, la contrainte x 4+ x < 10 est Vérifiée a I'égalité.
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Forme standard et points extrémes

y
E
maxbx + y D
x+y+s =10
x—y+s=1
x+s3=3 /C
X,VY,51,5,s3 >0
Y;51,52,53 AR X
x=0,y=0:A

X:0,52:0:B
s$5=0,s53=0:C
51:0,53:0:D
y=0,s51=0:E

Points extrémes : intersection
d’hyperplans (contraintes)
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Interprétation de la forme standard

y

E
maxbx + y
x+y+s =10
X—y+s=1

X+s3=3 /C
X,y,51,5,53 >0 2 X

Si on annule s, et s3,
il reste ce systeme qui
a pour solution X—y=
x=3,y=3,51=4 x=3
(X7y7 S1 > O)

x+y+s =10
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Sommets = bases

On dispose d'un PL a n+ m variables et m contraintes.

Si on annule n variables, on obtient un systéme de m
équations a m inconnues

Si la matrice associée est de rang m (base), le systeme admet
une solution unique

Une base = une solution
Pour résoudre le probléeme obtenu : pivot de Gauss!

Attention : si la solution n'a pas des valeurs positives, elle
n'est pas valide!
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Base non réalisable
y
E
maxbx + y D
x+y+s =10
xX—y+s=1
X+s3=3 /C
X,VY,51,5,s3 >0
Y,51,52,53 AR X
y:0,51:0 x =10
Solution x =10, s2 = —9, x+s=1
= — ide !
S3 3, non valide! X+s5=3

(X)527 53 > 0)
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Idée de résolution

e Si on a une base réalisable, on a un point extréme = une
solution dominante

e Pour calculer les valeurs des variables pour ces points : pivot
de Gauss

Il reste a voir

e comment trouver une premiére base réalisable

e comment passer d'une base réalisable a une autre
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A travailler en TD

e Modélisation linéaire d'un probleme
e Mise sous forme normale
e Résolution graphique

e Mise sous forme standard

A retenir pour la suite

e Solution, polyédre convexe, point extréme

Prochain cours

o Méthode pour résoudre les problemes linéaires : le simplex
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