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Résumé des épisodes précédents

e On dispose d'un formalisme pour modéliser des problemes
réels : la programmation linéaire

e On a appris a résoudre le probleme a la main en deux
dimensions

e Intuition pour résoudre en dimension supérieure : se déplacer
de sommet en sommet du polyedre convexe formé par les
contraintes linéaires
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Objectif du cours

Apprendre la méthode du simplex

Comprendre son fonctionnement

e Savoir contourner les pieges pour |'algorithme

Lien avec des notions de mathématiques connues,
interprétation géometrique
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Le simplex
Rappel : forme standard

A partir de tout PL sous forme normale, on peut construire un PL
sous forme standard

n
n maxz = E CiX;
maxz = g CiXi —
i=1 n
3 > |
_ ajxi+si=bj(j=1,...,m)
ajxi < bj(j=1,...,m) —
i=1

x>0(i=1,...,n) =
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Objectif Le simplex

Base initiale
Calculons une solution initiale simple.

37
maxz =5x+y
x+y+s =10 D
XxX—y+s=1
X+s3=3
A X

Choix de la base initiale : annuler les variables de décision, ne garder que
les variables d'écart.

Systeme obtenu Solution
+51:10 51:10,52:1,53:3
o x=0,y=0
T =1 z=0+0=0

+s3 =3
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Exemple pas a pas

Réécrivons notre probleme en fonction de notre base (s1, 52, 53).

37
z =0 +45x +y D
s1 =10 —x —y
S =1 —-x  +y
S3 =3 —X
A X

On parle de forme canonique.
e 7z et les éléments de la base sont chacun exprimés en fonction
d’'une constante et des variables hors base

e en affectant la valeur O aux variables hors base, le systeme se
résout directement
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Exemple pas a pas

Réécrivons notre probleme en fonction de notre base (s1, 52, 53).

37
z =0 +5x +y D
s1 =10 —x —y
S =1 -Xx +y
S3 =3 —X
A X

Comment améliorer la solution?
En augmentant x ou y (on choisit x).
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Exemple pas a pas

Réécrivons notre probleme en fonction de notre base (s1, s, 53).

z =0 +5x +y D
s1 =10 —x -y
S =1 -Xx +y
S3 =3 —X
A

Jusqu'ou augmenter x 7
On sait que s;, 5,53 > 0
s1=10—x = x<10
s=1—-x = x<1
$3=3—x = x<3

S, qui sort de la base.

En posant x = 1, on annule

Bilan
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Exemple pas a pas

On remplace s, par x dans la base

X
z =0 +5x +y D
+s1 =10 —x -y
+5 =1 -X +y
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Exemple pas a pas

On remplace s, par x dans la base

X
z —5x =0 +y D
+s1  +X =10 -y
+x =1 -5 +y
+x +s3 =3
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Exemple pas a pas

Puis on remet le PL sous forme canonique

z =5 —bs, +6y D
+5 = +s2 =2y
+x =1 -5 +y

+s3 =2 —+S7 -y
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Exemple pas a pas

Y
z =5 —bs, +6y D
+s1 =9 +4s —2y
+x =1 -5 +y
+s3 =2 +s -y
AB X

Peut-on améliorer la solution? Oui : y a un coefficient positif.

Jusqu'ol augmenter y ?
On sait que s1,x,s3 >0
s1=9—-2y = y<9/2

En posant y = 2, on annule
x=14y = y>-1

s3, qui sort de la base.
s3=2—y = y<2
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Exemple pas a pas

On remplace s3 par y en base

Y
z =5 —bsy +6y
+s1 = +5s —2y D
+Xx =1 —% —|—y

+s3 =2 +s -y
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Exemple pas a pas

On remplace s3 par y en base

—6y =5 b5
+51 +2y =9 +s D
+x -y =1 -3
+y =2 +s —S3
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Exemple pas a pas

Et on réécrit le PL sous forme canonique

z =17 +s, —6s3
+s1 =5 -5 42s D
+x =3 —s3

+y =2 +s> —s3
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Exemple pas a pas

Y
z =17 +s —b6s3
+51 =5  —s +2s D
+x =3 —53

+y =2 45 -—s3

A
Peut-on améliorer la solution? Oui, s, a un coefficient positif.

Jusqu’ol augmenter s, ?
On sait que s1,x,y >0
s1=b—5 = 5 <5
x=3 = s < +0o0
y=24+s5 = s <400

En posant s; = 5, on annule
s1, qui sort de la base.
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Exemple pas a pas

On remplace s; par sy en base.

Y
z =17 +s —b6s3
+51 = —5 +2s3 D
+x = —S3

ty =2 45 -5
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Exemple pas a pas

On remplace s; par sy en base.

37
z —S? =17 —653
+5 = —s1  +2s3 D
+x = —S3
- +y =2 —S3
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Exemple pas a pas

Et on écrit le PL sous forme canonique.

Y
z =22 +4s5 —4s3
+5 = —s1  +2s3 D
+x = —S3

+y =7 —s1 +s3
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Exemple pas a pas

Y,
z =22 45 —4s3
—+5S7 =5 —51  +2s3 D
+x =3 —S3

+y =7 —s1 +s3

Al X

A B o
Peut-on améliorer la solution? Non : tous les coefficients sont négatifs
dans |'objectif.

Solution obtenue
x=3,y=7,(s2=5)
51 =83 = 0

z=22
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Description formelle de la méthode

Probléme linéaire sous la forme

max > Gixj
s.C. Zja,-h,-xjgb,- pouri=1,..., m
x; >0 pour j=1,...,n

Ajout des variables d'écart et d'une variable objectif

—_— n . .
zZ= 21 GiXj
n .
Xn+i = bi— ijl aj jXj pouri=1 ..., m

Bilan
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Le simplex

Dictionnaires

A chaque itération, la solution courante est associée a un systéeme
d'équations qui la définit :

z= Zz+ zje/\/"_:jxj
Xi = bj— Zje/\/ aj jX; pour i € B

Ce systeme s'appelle un dictionnaire.

Les variables de gauche sont appelées variables de base et notées
xp € R L'ensemble des variables en base est appelé base.
B représente les indices des variables en base.

Les variables qui ne sont pas dans la base, sont appelées variables
hors-base et notées xyr € R}
N représente I'ensemble des indices des variables hors-base.
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Dictionnaires

z= Z+ YlenGX
xXi = bj— Zje/\/ aj jxj pour tout i € B

e B et N forment une partition de I'ensemble des indices

e Chaque dictionaire définit une solution de base que I'on
obtient en posant x\ = 0.

e Un dictionnaire est réalisable si la solution de base associée
est telle que xg > 0.
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Dictionnaire initial

JE— n . .
z= Zj:l G Xj
/ .
Xnri =  bi— ijl aj jx; pouri=1,..., m
Initialement :

e La base initiale est formée des variables d’'écart

Xptly -« -y Xnim, Cest-a-dire B={n+1, ..., n+ m}.
e Les variables hors-base sont les variables initiales du probleme,
N={1,...,n}.

e Attention, la base initiale peut ne pas étre réalisable. On verra
plus tard ce qu'il faut faire dans ce cas.
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Itération (pivotage)

Itération

e A chaque itération de |'algorithme du simplex, une variable
hors-base va entrer dans la base, tandis qu'une variable en
base sortira de la base — pivotage.

o Cette opération revient a se déplacer d'un point extréme a un
point extréme voisin le long d'une aréte du polyédre.
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Choix de la variable entrante

z= Z+ YlenGX
xXi = bj— Zje/\/’ aj jXxj pour tout i € B

Les coefficients €j, j € N sont appelés les coiits réduits. Ils
représentent |'impact de I'augmentation d'une variable sur
I'objectif.

Condition d’optimalité :

La solution de base est optimale si et seulement si tous les colits

réduits sont négatifs ou nuls :

G <0, pourtoutjeN.
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Choix de la variable entrante

zZ= %"" Zje/\/ GjX;
xXi = bj— Zje/\/’ aj jXxj pour tout i € B

Choix de la variable entrant en base :
On choisit une variable x, de A/ dont le coiit réduit ¢, est positif.

Il peut y avoir plusieurs variables candidates pour entrer en base.
La régle de pivotage permet de choisir laquelle va entrer en base.
Exemples de regle de pivotage.

e Plus grand coiit réduit.

e Plus petit indice.
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Choix de la variable sortante

z= z+ Eje/\/ GjXj

i— Zje/\/ aj jX; pour tout / € B

o1 NI

Xj =

Supposons que la variable x, est choisie pour entrer en base.
Le vecteur formé par les coefficient 3; , /i € B indique I'impact sur
les variables en base de I'augmentation de la variable x.

e Si 3; 4 <0, aumgmenter xi entraine une augmentation de x;.

e Si 3; 4 > 0, augmenter xi entraine une diminution de x; =
attention a la positivité de x;.

bi

aj k

x;i = bi — 3 pxk >0 = x; <
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Choix de la variable sortante

z= z+ zje/\/’ GXj
X; bi— Zje/\/ aj jX; pour tout i € B

Choix de la variable sortante :
La variable qui sort de la base est la premiere variable a s’'annuler
lorsque xx (la variable entrante) augmente :

. : b _
Choisir s € B tel que s = argmin;c {_—' DAk > 0}
i7
Il peut y avoir plusieurs variables candidates pour sortir de la base.

Si c'est le cas, la base suivante sera dégénérée.

Probleme non-borné :
Si aj x <0 pour tout i € B, il n'y a pas de candidat pour sortir de
la base et le probleme est non-borné.



Le simplex

000000000800

Pivotage

Mise a jour du systeme
e On entre la variable xx en base et on sort x;
e On élimine x, de |'expression de z

e On élimine x, de I'expression des x; (i € B, i # k)
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Pivotage

z= Zz+ Zjex\/ GjXj
Xi = bj— ZjGN 3,'7J'Xj VieB

Il reste a reconstruire le systeme d'équation ci-dessus pour la
nouvelle base. C'est le pivotage.

z =zt Yyemn G Hak
Xi = f_);— Zje,/\f\{k} ajjxj  —ajkxk VieB\{s}
Xs = bs—  Diean(k} 3sX] s kXk



Objectif Le simplex Bilan

000000000080

Pivotage

z= Zz+ ZjeN‘_:ij
X; = bj— ZjGN 5,"J'Xj VieB

On entre la variable x, en base et on sort xs
zZ  —GXx = Zt Zje/\[\{k} GXj

Xi +§,‘7ka = l_)i_ Z_/EN\{/(} él,_lX_I Vi e B \ {5}
+askxk = bs— Zje,/\/'\{k} 3sjXj = Xs
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Pivotage

zZ= %"" Zje,/\/’ G X
Xi= bj— ZJGN§;7_,')<_,' VieB

On ramene le coefficient de x, a 1

zZ  —CXk = Zt D jen\{k} G%i
Xi +aikxk bi— D jenr\(ky X
_ b _ ] aj,. __1
Xk - 55,!( ZJEN\{I(} 5s,kXJ 5s,sz
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Pivotage

%"’ ZjeN GjXj
b;— ZjGN 5,"J'Xj VieB

Xi

On élimine xi de I'expression de z

zZ+ Ck EN =+ ZJEN\{k}(CJ + Ck )X.I —ai’ij
X +ak = bi- DjeN\(k} @ a:,JXJ

_ b . 1
S P JeN (K} FiX T ER X
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Pivotage
z= z+ ZjeN G Xj
X; = bj— ZjGN aj jXj VieB
On élimine xi de I'expression des x; (i € B, i # k)
_ s, = b = = 3sjy,. _ Gk
z 2+ Gt Tien(G Tt Gg)x ARG
. — BHo_3. b 3. 5., 35 )y 3ik
Xi - b_’ a”k 5s,k Z./EN\{I(} (_al’-] a”k 5s,k )XJ +55,sz
_bs 1

Xk =

sy 1
as k ZJGN\{k} és,k)g 5s,k)(s
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Remarques

On remarque le type de la variable (variable initiale du
probléeme ou variable d'écart) n’est pas pris en compte lors du
pivotage.

Tenter de faire sortir les variables d'écart pour faire entrer les
variables initiales n'est pas une bonne stratégie

Seuls les coits réduits doivent étre pris en compte

On s'arréte lorsque tous les colits réduits sont négatifs ou nuls
(pas quand une itération n'est pas améliorante)



Objectif Le simplex Pieges

[e]e) 00000 00000
000000000000 000
000
Sommaire

Pieges du simplex
Solution initiale
Bases dégénérées
Solutions optimales multiples

Bilan
o]



Pieges
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Phase | du simplex

Cette phase permet de trouver une solution de base réalisable
initiale lorsque la base donnée par les variables d'écart n'est pas
réalisable.

D’ou vient le probleme ?
Zja,-,jxj < bj avec b; < 0

Apres ajout de la variable d'écart et écriture
sous forme de dictionnaire, on obtient :

Comme b; < 0 la solution de base n'est pas
réalisable.
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Calculer une solution initiale

. Pour chaque contrainte i t.q b; < 0, on ajoute une variable
artificielle x/,, ; avec un coeff. de —1 en plus de la variable
d'écart :
I — p.

> 3%+ Xnti — Xpi; = bi

. On crée un objectif artificiel
/

Max ) jp <0 ~Xnti-
. Une base initiale pour le probleme artificiel est obtenue
avec les variables artificielles des contraintes avec b; < 0 et les
variables d'écarts des contraintes avec b; > 0.

. On résout le probleme avec I'algorithme du simplexe a partir
de cette solution



Pieges
0000

Résultat de la phase 1

A la fin de cette résolution :

e S'il existe au moins un / tel que x,/7+,- > 0, alors les variables
artificielles sont nécessaires pour avoir une solution réalisable.
Alors, le probléme initial est irréalisable.

o Si x,’1+,- = 0 pour tout i tel que b; < 0, toutes les variables

artificielles sont hors-base.

On a une solution de base réalisable pour le probleme initial

donnée par la base optimale de la Phase .
1. Supprimer les variables artificielles.

2. Reprendre I'objectif initial.
3. Utiliser I'algorithme du simplex avec la solution initiale trouvée
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Exemple de phase 1

Forme standard
Forme normale

max5x + y maxsx+y
ity <10 x+y+s =10
_X_y<__7 —X—y+s5=—7
y_<5 X+s3=5
X
< B _ 4
—y < —-4x,y >0 y o

X,Y,51,52,53,54 > 0
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Exemple de phase 1

Probleme artificiel
Forme normale

max5x + y maxw = =5 = 5
x+y+s5 =10
x+y<10 4
Cx—y< -7 —X—Yy+SH—5=-—
_<5 X+s3=5

X >
—y < —4x,y >0 Ty hs s =4

/ /
X,Y,51,52,53,54,5), 5, Z 0
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Résolution du probleme artificiel

maxw = —s5 — 5,

x+y+s =10
—X—y+s—sh=-7
x+s3=5
—y+ss—s,=4

r
X,Y,51,52,53,54,5), 54 > 0
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Résolution du probleme artificiel

maxw = —114+x+2y — s
s1=10—x—y
SS=T—x—y+%
s3=5—x

sp=4-y
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Résolution du probleme artificiel

maxw = -3+ x — 5 — 25,
s1=6—x—s5
$5=3-x+s—s5
s3=5—x

y=4-s,
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Résolution du probleme artificiel

maxw = 0 — sy — 23s,
s1=3—5 —Sh
x=3+5—5—=s,
s3=2—5+5h+s,

y=4-s

Fonction objectif 0 : on s'arréte. Solution
trouvée : x =3,y = 4.
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Bases dégénérées

Quand plusieurs variables sont candidates pour sortir de la base, la
nouvelle solution de base aura une (ou plusieurs) variables de base
prenant la valeur 0.

On dit alors que la solution de base est dégénérée.

Exemple :

z= 0 4+ 2x3 — 1x» 4+ 8x3
x3= 1 + 0xx 4+ 0x — 2x3
xs= 3 — 2x3 + 4xo — 6x3
X6= 2 + 1xx — 3x — 4x3

Solution : (0,0,0,1,3,2) et z=0.

On fait entrer x3 en base.

Xa, X5 et xg sont candidates pour sortir de la base.
Choisissons x;.



z= 4

1
X3 = 5
X5 = 0
X6 — 0

Solution : (0,0, %,0,0,0) et z = 4.
sort.

5D

X1 entre en base et xg
z= 4

1

X3 = 3

X1 = 0

X6 — 0

Solution : (0,0, 1,0,0,0) et z = 4.

R

Xo entre en base et xg sort.

Bases dégénérées

_|_
+

_l’_

2X1
0X1
2X1
].X1

+ +

+ o+

].X2
0X2
4X2
3X2

3X2
0X2

1X2

Pieges
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2X4

].X4

2%4
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Bases dégénérées

z= 4 — %X5 — 3x + %X4
X3 = % 4+ Oxs + Ox¢ — %X4
x= 0 - %X5 - 2x¢ + %X4
xx= 0 = %X5 — 1xe + %X4
Solution : (0,0, %,0,0,0) et z =4,
Xg entre en base et x3 sort.
z= 2—27 — %X5 — 3x¢ — 19x3
X4 = 1 + 0X5 + 0X6 — 2X3
x| = 1—27 — %X5 — 2x¢ — 1l7x3
X = % %X5 - ].X6 - 7X3

Solution optimale :
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Solutions optimales multiples

Il peut arriver que dans le dictionnaire optimal, des variables
hors-bases possedent des colits réduits nuls :

¢ =0,pouric N

En effectuant une itération suplémentaire du simplexe en faisant
entrer en base une variable x; telle que ¢; = 0, on obtient une
nouvelle solution optimale de base (avec le méme objectif).

Si x{" et x5 sont deux solutions optimales, alors toutes solutions
obtenues par une combinaison convexe de x; et xJ est également
une solution optimale :

x=oaxi + (1 —a)x3, VYael0,1] est une solution optimale.
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Remarque

Remarque
A cause des bases dégénérées, une variable de colit réduit positif
peut entrer en base sans améliorer la fonction objectif.

Il est possible de converger méme avec des itérations n'améliorant
pas strictement le coiit de la solution.
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Terminaison

En cas de dégénérescence, I'algorithme peut revenir sur une
solution de base déja visitée (— cycle). En pratique néanmoins,
cela se passe rarement.
Il existe des régles de pivotage limitant les risques de cycle :
e reégle de plus petit indice.
e perturbation des données : ajouter au membres de droite des
contraintes des ¢ suffisamme petits.
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Bilan du cours
A travailler en TD

e Algorithme du simplex
e Calculer une solution initiale
e Pivotage

e Attention a la dégénérence : cyclage possible!

N

A retenir pour la suite

e Forme standard

e Variables d'écart

e Notion de cout réduit

e Variables de base / hors base

Prochain cours

e Un concept central en programmation linéaire : la dualité
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