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Notations matricielles
En forme standard :

max CX
sc. Ax =b
X > On+m
Cn 0 0
al,n 1
827,7 1
dm,n
Xn Xn+1
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Partitionnement des indices

On peut partitionner les indices des variables en deux parties :
e Ceux des variables en base : B
e Ceux des variables hors-base : A/

Cette partition peut-&tre effectuée dans chacune des contraintes :
n+m .
Zj:l aj jxj = ZjEB aj jXj + ZjeNa,-ij =b;pouri=1,...,n.

D'un point de vue matriciel : partition des colonnes de A et des
composantes des vecteurs c et x :

c = (e ey )
A= (B N )
x = ( xg xv )

(on notera que B est une matrice carrée)
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Dictionnaire au format matriciel

Exprimons les variables en base en fonction des variables

hors-base :
Ax=b < Bxg+ Nxy=Db

& xg=B"lb— B Nxy
Possible uniquement si B est une matrice inversible.

En remplagant x3 dans I'objectif, on obtient :
Z=CX = CBXB+ CNXN

= ¢5(B7'b — B INxpn + caxp

= CBB_lb—i-(CN—CBB_l/V)X/\/

Ona: max z=cgB b+ (cy — cgB IN)xpy
s.c. xg=B"lb— B 1Nxy
XB, XN >0
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Solutions de base

Toute sous-matrice carrée m x m de A inversible (B est une base
de R™) est appelée matrice de base.

A chaque matrice de base B est associée une solution de base
définie par un dictionnaire.

max z=cgB b+ (cp — B IN)xy
sc. xg=B7lb— B 'Nxy

xp, XNy > 0
Solution de base : xg = B~ b
z = CBB_lb

Condition de réalisabilité : B~'b >0
Condition d’optimalité : CN — csBIN<O
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Algorithme du simplex matriciel
On commence avec une solution de base réalisable donnée par un
dictionnaire :
max z=cgB b+ (cpr — cgB IN)xy
s.c. xg=B"b— B 1Nxy
x5, Xy = 0

1. Sicy =cy — cgB~IN < 0, alors cette solution est optimale,
STOP.
2. choisir une variable entrante k € N telle que (Sy)x > 0.
3. Si (3ik)i=1,..m = (B7IN), <0, le probléme est non borné,
STOP.
4. Choisir une variable sortante s € B telle que
: b; B ' _
s = argmin;cp {«’yjk = W DAk > 0}
5. Pivoter : B=(B\ {s})U{k} et N = (N \ {k})U{s} et

retourner en 1.
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Motivation

Obtenir une borne supérieure sur le profit maximum

e Toute solution réalisable donne une borne inférieure (LB)
sur le profit maximum.

e Une borne supérieure (UB) est utile pour juger de la qualité
d'une solution réalisable (voire prouver son optimalité si LB =
UB).

Remarque :

Toute combinaison linéaire de contraintes du programme linéaire
donne une contrainte valide (satisfaite par toutes les solutions
réalisables)
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Exemple du yaourt

max 4x1+ 5xo
2x1+ xo < 800 (l)
x1+ 2x <700 (2)
xp <300 (3)
xy, x» >0
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Exemple du yaourt

max 4x1+ 5xo

2x1+ x> < 800 (1)
x1+ 2x <700 (2)
x> <300 (3)

x1, x >0

5% (1) = 4x3 + 5x2 < 10x3 + 5x < 4000
4 % (2) = 4x1 + 5x0 < 4x1 + 8xp < 2800
2% (1) +3%(3) = 4x1 + 5x2 < 2500
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Deuxieme exemple

(le PL n’est pas sous forme normale)

max 4x;+
X1+

X1
X1,

Par exemple 2 % (1) — 2% (3)

2x>
Xo+
X2+

X2

—X3
X3
X3

—X3
X3

Théoremes
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Modélisation du probleme

Probléeme : Trouver les meilleurs coefficients multiplicatifs pour
chaque contrainte afin d'obtenir la meilleure borne supérieure.

e A chaque contrainte i =1, ..., 3, on associe une variable y;.

e La combinaison linéaire doit étre telle que le coefficient
obtenu pour chaque variable doit étre plus grand que le
coefficient de la variable dans I'objectif.

e On cherche a minimiser le membre de droite de la contrainte
issue de la combinaison linéaire.
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Modélisation du probleme

Max 4x1+ 5x
2x1+ xp <800 (y1
x1+ 2xp <700 (yg)
xa <300 (y3
X1, X2 2 0
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Modélisation du probleme

Max 4x1+ 5x
2x1+ xp <800 (y1
x1+ 2xp <700 (y2)
xa <300 (y3
X1, X2 2 0

Min  800y;+ 700y>+ 300y3
2y1+ y2 >4
y1t+ 2yo+ y3 =5
Y y2, y3 >0
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Modélisation du probleme

Max 4x1+ 5x
2x1+ xp <800 (y1
x1+ 2xp <700 (y2 )
xa <300 (y3
X1, X2 2 0

Min  800y;+ 700y2+ 300y3

2y1+ y2 >4
yi+ 2y>+ y3 =>5
Y1, Y2, ¥3 Z 0

Solution optimale : y; =1, y5 =2, y3 = 0 et opt = 2200.
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Primal / Dual
Les PL vont toujours par paires :
Primal :
max > CiXj
s.C. Zja,-,jxjgb,- pouri=1, ...
xj >0 pour j =1, ...
Dual :
min Zib,-y,-
S.C. Zi ai jyi > Gj pourj = 17
yi >0 pouri=1, ...

A venir : si solutions optimales alors égales

S
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Primal / Dual : forme matricielle

Les PL vont toujours par paires :

Primal :
max cx
sc. Ax <b
x >0
Dual :
min by

sc. Aly >c
y =07

Théoremes
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Interprétation économique du dual

e Sans ressource, le profit serait nul. L'idée est d'essayer
d’'évaluer la contribution de chaque ressource au profit
observé. Dans ce contexte, les variables

yi>0pouri=1,...,m
représentent les valeurs unitaires des ressources i : y; est la
mesure de la contribution d’une unité de i dans le profit. C'est
donc aussi le prix auquel on évalue la ressource i (prix auquel
on serait prét a vendre la ressource au lieu de I'utiliser).
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Interprétation économique du dual

e Un systéme de prix y (auquel on serait prét a vendre nos
ressources) pour étre acceptable doit compenser le profit
qu'on aurait pu faire en utilisant ces ressources. |l faut

Yiaijyi>copourj=1...,n
ce qu’on interpréte aussi comme le fait que la valeur des

ingrédients doit justifier entierement le profit attribué a
chaque produit.
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Interprétation économique du dual

e Un systéme de prix y (auquel on serait prét a vendre nos
ressources) pour étre acceptable doit compenser le profit
qu'on aurait pu faire en utilisant ces ressources. |l faut

Yiaijyi>copourj=1...,n
ce qu'on interprete aussi comme le fait que la valeur des

ingrédients doit justifier entierement le profit attribué a
chaque produit.

e ['acheteur de nos ressources veillera a minimiser le colit total
d’achat

Minimiser > bjy;
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Int. éco. de la solution optimale du dual
A 'optimum :

z* = Z_/ (‘_'J-xjf’< = Zi b,-ylf"
dojaigxi S bi et Ylaijyf > ¢
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Int. éco. de la solution optimale du dual
A l'optimum :

z* = Zj ijjk = Zi b,-yl.*
dojaigxi S bi et Ylaijyf > ¢

e Les multiplicateurs optimaux (solution optimale du dual)
expliquent la responsabilité de chacune des contraintes de
capacité en ressource dans la limitation du profit.

e Ces valeurs duales indiquent “localement” de combien
augmenterait le profit par unité d'augmentation des ressources
associées.

e y’ est une mesure de I'augmentation marginale du profit par
unité d’'augmentation de b;.

o

. z*(bj+e€)—z*(b;
yl ||m6—>0 ( i 2 ( !)
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Théoreme
Si le probléme

max )G
P S.C >l aijX

Xj

b,' izl,...,m

<
> 0 j=1...,n

admet une solution de base optimale non dégénérée de valeur z*,
alors 3e > 0 tel que si |tj| < e pouri=1, ..., m, le probleme

max 3G
= s.C. Zja,"ij < b+t i=1,....,m
xi > 0 j=1,...
admet une solution optimale dont la valeur est
z" + 27;1 t"yi*

ol y* est la solution (unique) au probléme dual.



Max  4x;+
2X]_-‘r
X1+

X1,

Solution optimale : y; =1, y5 =2, y3
Prix de vente minimum d’une unité de
Prix de vente minimum d’une unité de
Prix de vente minimum d'une unité de

5X2
X2
2X2
X2
X2

Dualité
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Retour dans le yaourt

< 800
< 700
< 300
>0

Min  800y;+ 700y»,+ 300y3
21+ y2
yi+ 2yr+ y3
Y1, Y2, y3
=0 et UB = 2200.

ressource 1 : 1 euro.
ressource 2 : 2 euros.
ressource 3 : 0 euro.

>4
>5

>0
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Si le primal n'est pas borné

maxbx + 3y
3x+y >3
x <5
x,y >0
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Relations Primal / Dual

e Le dual du dual est le primal.

DUAL
optimal irréalisable | non-borné
optimal possible | impossible | impossible
PRIMAL | irréalisable | impossible possible possible
non-borné | impossible possible impossible

e On peut appliquer le simplex au dual au lieu du primal si le
dual a moins de contraintes que le primal (cf complexité

empirique du simplex).
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Passage du primal au dual

Il n'est pas nécessaire de passer en forme normale pour écrire le
dual d'un programme linéaire.

Tableau de passage :

Primal (Max) | Dual (Min)
Contraintes Variables
< >0
> <0
= non restreinte
Variables Contraintes

>0 >
<0 <

non restreinte =
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Passage du primal au dual : exemple

maxbx — 3y + 5z
x+y=2
2y +3z<10
x+5z>5
x <0
y,z>0

Cf. forme matricielle
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Dualité faible

Théoreme
Dualité faible : Pour toute solution réalisable x du probléme
primal et toute solution réalisable y du probléme dual, on a

n m
> g <> by
j=1 i=1

Preuve :
On sait que Y. ajyi > ¢, Vj.
On sait que Z]:l ajjxj < bj,Vi.

Yimgx < X 1(2: 1 9iYi)X
277:1(21 aipg)yi < 0 biyi
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Dualité faible

Corollaire
Si x est une solution réalisable du probléme primal et y une
solution réalisable du probléme dual tel que

Ef:l %X = 2121 by,

alors x est optimale pour le primal et y est optimale pour le dual.
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Dualité faible

Preuve :
Supposons au contraire que X n’est pas une solution optimale du
primal. Il existe donc une solution x* telle que

n ._. n . *
Dojm1 GX < Djm1 GiXF
On a alors
m v n R
i by <3 gx;

ce qui est contraire au théoréme de dualité faible.
La solution x est donc optimale.

La preuve est similaire poury.
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Dualité forte

Théoreme
Dualité forte : Si le primal a une solution optimale
x* = (x7{, ..., x}), alors le dual a une solution optimale

v =04, ..., yh) telle que
n m
Z Gxj = Z biy;.
j=1 i=1

Idée pour la preuve :
z* = cgB b = cx*
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Théoreme

Dualité forte : Si le primal a une solution optimale

x* = (x7{, ..., x}), alors le dual a une solution optimale
y =71, ..., yn) telle que

n m

* L
E X = g biy;.
j=1 i=1

Idée pour la preuve :
z* = cgB b= cx*=y*b
On devine qu’'on doit avoir
(viy .o, ye)=csB™t.

Théoremes
000e000

d(aglva montrer que cette solution est réalisable et optimale pour le
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Preuve dualité forte

Remarque sur les colits réduits :
Cx = (CB — CBB_IB)XB + (C_/\/’ — CBB_IN)XN
Comme tous les colits réduits sont négatifs ou nuls on a

cv — cgB7IN < 0 et donc cgB~IN > cp.
On a aussi cgB~1B > ¢
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Preuve dualité forte

Si on regroupe les indices entre var. de décision (AP) et var.
d'écart (1), on a:

CBB_IAD >c

csB~11 >0

On obtient directement y*A > ¢ et y* > 0, qui sont les conditions
de réalisabilité du dual.

De plus : y*b = cgB™1b = cx*.

Par le corollaire précédent, y* est une solution optimale du dual.
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Utilité de la dualité forte

Si on a une paire (x*, y*) de solutions du primal et du dual, on
peut facilement vérifier

e |a réalisabilité de x* pour le probleme primal,
e la réalisabilité de y* pour le probleme dual,

o |'égalité des deux objectifs.

On a alors un certificat d'optimalité pour la paire (x*, y*).
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