Boules, mesures & boréliens

Frédéric Gaunard

sous la direction d’Etienne Matheron

OCTOBRE 2007

UNIVERSITE

BORDEAUX 1

Sciences Technologies






Table des matiéres

Préambule

Chapitre 1. Préliminaires
1. Classes de parties
Régularité
Transformée de Fourier d’'une mesure borélienne ; Mesure image
Extension des mesures
Théoréme de recouvrement de Besicovitch

A

Chapitre 2. La tribu engendrée par les boules

Chapitre 3. Le contre-exemple de Davies
1. Construction de (X, d)
2. Boules ouvertes sur X
3. Construction des mesures v et v

Chapitre 4. Une condition suffisante
1. Un résultat préliminaire
2. Préfaible densité de W dans NA(1)

Chapitre 5. La classe monotone engendrée par les boules fermées
1. Cas hilbertien de dimension finie
2. Cas hilbertien de dimension infinie

Bibliographie

=~

© 00 Co ~J Ut Ut

14

17
17
18
19

22
23
26

29
29
36

47



Préambule

Dans un espace métrique, la tribu borélienne est la tribu engendrée par les
parties ouvertes. Il est bien connu que si ’espace est séparable, alors les boules ou-
vertes engendrent également cette tribu (nous verrons par ailleurs que la condition
de séparabilité n’est pas nécessaire pour obtenir ce résultat).

Il découle du théoréme des classes monotones que deux mesures de probabilité
boréliennes qui coincident sur tous les ouverts de ’espace sont égales. Notre moti-
vation est alors de savoir si on peut remplacer les ouverts par les boules ouvertes
en conservant ce résultat. Autrement dit, deux mesures de probabilité boréliennes
qui coincident sur les boules sont-elles nécessairement égales ?

En toute généralité la réponse est négative, comme le montre le contre-exemple
de R.O. DaVIES [1] qui construit un espace métrique compact (donc séparable)
dans lequel on peut trouver deux mesures de probabilité boréliennes distinctes qui
prennent les mémes valeurs sur toutes les boules ouvertes.

Néanmoins, D. PREISS et J. TISER [2] ont montré que dans un espace de Ba-
nach séparable, une mesure de probabilité borélienne est entiérement déterminée
par ses valeurs sur les boules ouvertes.

Par ailleurs, I’ensemble des parties sur lesquelles les deux mesures de probabilité
boréliennes coincident est une classe monotone. Ainsi, si la classe monotone engen-
drée par les boules (ouvertes ou fermées) contient tous les boréliens, les mesures
seront bien déterminées par leur valeurs sur les boules. Mais la condition est-elle
nécessaire 7

D. Preiss ET T. KELETI [4] ont montré que dans un espace de Hilbert sépa-
rable de dimension infinie (donc dans un Banach séparable), la classe monotone
engendrée par les boules fermées ne contenait pas tous les boréliens (alors que les
mesures de probabilité boréliennes y sont bien déterminées par leurs valeurs sur les
boules). En revanche, en dimension finie (comme nous le verrons avec l’article de
M. ZELENY [3] dans le cas de la norme euclidienne), c’est toujours le cas.



CHAPITRE 1

Préliminaires

1. Classes de parties

Rappelons quelques définitions concernant certaines classes de parties d’un en-
semble :

Définition 1.1.1. une classe A de parties d’un ensemble F est appelée tribu
sur E si:

(T1) Ee A

(T2) Ac A= A°c A

(T3) Si (Ai)icr famille dénombrable d’éléments de A, alors |J;c; 4i € A.

Proposition 1.1.2.

(1) L’intersection d’une famille quelconque de tribus sur E est une tribu sur E.

(i1) Pour toute classe C de parties de E, il existe une plus petite tribu contenant
C, appelée tribu engendrée par C et notée o(C).

DEMONSTRATION. (i) Evident.
(#4) Soit C € P(FE). La famille de tribus contenant C n’est pas vide puisqu’elle
contient P(E). On pose alors o(C) :=) O

T tribu, CET T.

Définition 1.1.3. Si E est un espace topologique, on appelle tribu borélienne
de E la tribu engendrée par la classe O des ouverts de E et on la note B(E). Les
élements de B(E) sont appelés boréliens de E.

Définition 1.1.4. Une classe M de parties d’un ensemble F est appelée classe
monotone si :

(T1) Ee M.

(T2) A Be A ACB=B\AeM.

(M1) Si (An)nen suite croissante d’éléments de M, alors (J,,cn An € M.

Remarque 1.1.5.
(7) Une tribu sur E est une classe monotone.
(74) On peut remplacer I’hypothése (M1) par ’hypothése

5



1. CLASSES DE PARTIES 6

(M1') Si (A,,),, suite d’éléments de M deux & deux disjoints, alors UA" e M.
(#4i) Si une classe de parties M vérifie les hypothéses (T1), (T2) et (M1')
c’est une classe monotone.
(iv) On peut définir pour une classe C de parties de F la plus petite classe
monotone contenant C, que 'on note M(C). On a clairement M(C) C o(C).

DEMONSTRATION. Prouvons (ii) et (7i).

(1) Supponsons qu’on ait les hypothéses (T1), (T2') et (M1). Il suffit de mon-
trer que M est stable par réunion disjointe finie. Soient A, B € M, ANB = 0. On
a donc A C BY donc B¢\ A € M mais AUB = (B®\ A)° € M. Si par contre
on a (T1), (T2') et (M1’), prenons une suite croissante (A, ), d’éléments de M.
Alors, |J,, An =1, (Ans1 \ Ap) € M.

(i7) Si M est une classe de parties vérifiant (T1), (T2) et (M1’). Il suffit
de montrer que M est stable par différence. Soient A, B € M, A C B. Alors
AN B® = () donc AU B € M mais alors B\ A= (AU BY)¢ € M. O

Lemme 1.1.6. Une classe monotone M stable par intersections finies est une
tribu.

DEMONSTRATION. Soit (A, ), une famille dénombrable d’éléments de M. Alors,

X N N
Vn, AS € M et donc par hypothése, VN, (IJ,,_y An)¢ =,—o 4% € M. Donc, par
stabilité par complémentation, la suite croissante (Ug:o Ap,)N a tous ses éléments
dans M donc |J,,cny An € M. O

Théoréme 1.1.7. (théoréme des classes monotones)
Soit C une classe de parties de E stable par intersections finies. Alors, o(C) =

M(C).

DEMONSTRATION. Il suffit de montrer que M(C) est une tribu (elle contient C).
Par le lemme précédent, il suffit de montrer que M(C) est stable par intersections
finies.

Soit My :={4A € M(C), ANB € M(C), VB € C}. C’est clairement une classe
monotone et C étant stable par intersections finies par hypothése, C C M1 C M(C)
donc M; = M(C).

Soit maintenant My := {A € M(C), ANB € M(C), VB € M(C)}.C’est encore
une classe monotone et de M; = M(C) on déduit que C C My, d’out My = M(C).

[

Corollaire 1.1.8. Soient p1 et us deux mesures de probabilité boréliennes sur
un espace métrique X qui coincident sur les ouverts de X.
Alors, p1 = pa.

DEMONSTRATION. Soit O la classe des ouverts de X. O est bien stable par
intersections finies, donc d’apres le théoreme des classes monotones, o(Q) = M(O).
Soit alors M = {A € 0(O), p1(A) = ua(A)}. M est une classe monotone
contenant O donc o(0) = M(0O) C M, d’oit 6(0) =M et p1 = po. O
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Définition 1.1.9. Une classe V de parties d’'un ensemble E est appelée systéme
monotone si

(M1) Si (Ap)nen suite croissante d’éléments de V, alors J,, oy

(M2) Si (Ay)nen suite décroissante d’éléments de V), alors ()

A, eV.

e An €V,

Définition 1.1.10. Une classe D de parties d’un ensemble E est appelée sys-
téme-D* si elle vérifie les hypothéses (M1), (M2) et (M1').

Remarque 1.1.11.

(i) Un systéme-D* est un systéme monotone et une une classe monotone est
un systéme-D*.

(#4) On peut définir pour une classe C de parties de F le plus petit systéme
monotone contenant C, noté M*(C) et le plus petit systéme-D*, noté D*(C). On a
clairement

M*(C) € D*(C) S M(C) Ca(C)

Lemme 1.1.12. Soit C une classe de parties d’un espace métrique X, stable
par intersection finie et réunion finie. Alors, M*(C) est stable par réunion et in-
tersection dénombrables.

Lemme 1.1.13. Notons O la classe des ouverts d’un espace métrique X . Alors,

B(X) = M*(0O).

DEMONSTRATION. Soit C := M*(0O). On veut montrer que C = B(X). Grace
au lemme 1.1.12 (et comme trivialement, X € C), il suffit juste de montrer que C
est stable par complémentation.

Considérons D := {A € C, A° € C}. Il est clair que D est un systéme mono-
tone. De plus, tout fermé étant intersection décroissante dénombrable d’ouverts, D
contient tous les ouverts. Ainsi D = C. (]

Introduisons alors quelques notations : notons B := {boules fermées de X'}
(I’égalité de deux mesures sur les boules fermées est équivalente a I’égalité sur les
boules ouvertes). Il est clair que si M(B) = B(X) alors I’égalité des mesures sur ‘B
impliquera ’égalité des mesures. A fortiori si D*(B) = B(X) le résultat est encore
vrai, et évidemment M(B) = B. Ce sera 1’objet du quatriéme chapitre.

2. Régularité

Définition 1.2.1. On dit qu’une mesure borélienne i sur un espace métrique
X est réguliére si pour tout borélien A on a

w(A) = sup{pu(K); K C A compact } =inf{u(O); A C O ouvert }.
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Lemme 1.2.2. Soit p une mesure borélienne finie sur un espace métrique X .
Alors, YA borélien , Ve > 0, il existe un fermé F et un ouvert O tels que

FCACOetpu(O\F)<e.

Théoréme 1.2.3. Soit p une mesure borélienne finie sur un espace métrique
X complet et séparable. Alors, | est réguliére.

3. Transformée de Fourier d’une mesure borélienne ; Mesure image

Définition 1.3.1. Soient X un espace de Banach et u une mesure borélienne
sur X. La transformée de Fourier i de p est une application définie sur le dual X*
par

zmw:/aww@m
X

Théoréme 1.3.2. (Injectivité de la transformation de Fourier)
Deux mesures boréliennes finies ayant méme transformée de Fourier sont égales.

Définition 1.3.3. Soient p une mesure borélienne sur un espace de Banach
X, x* une forme linéaire sur X et A une tribu sur R. On appelle mesure image de
w par x* sur A la mesure z*[u] définie comme suit :

pour A € A, a*[u](A) := u(z* (A)).

Remarque 1.3.4. Soit f: R — C, 7 — mesurable. Alors,

[ izl = [ foutdp.

En particulier, si po est une autre mesure borélienne sur X et que

¥ [p1] = 2 [,

alors

fnle®) = [ Ddpn(a) = [ e p)(t) = [ o lual(0) = ol
4. Extension des mesures

Définition 1.4.1. On appelle semi-algébre de parties d’un ensemble F, toute
famille C de parties de E telle que :
(i)dec,

(1) C est stable par intersection finie,



5. THEOREME DE RECOUVREMENT DE BESICOVITCH 9

(1i)V A, B € C avec A C B, il existe C1,..,C € C deux & deux disjoints tels que

k
B\A=HC;

i=1

Théoréme 1.4.2. (Théoréme d’extension de Carathéodory)

Soient C une semi-algébre de parties d’un ensemble E et y : C — R, une
application vérifiant :

(i) u(0) = 0,

(i1) p est o—additive sur C.

Alors, 1 se prolonge en une mesure sur o(C).

5. Théoréme de recouvrement de Besicovitch
R™ est dans cette section muni de la norme euclidienne.

Théoréme 1.5.1. (Théoréme de recouvrement de Besicovitch)

Il eziste des constantes P(n) et Q(n) (ne dépendant que de n) possédant les
propriétés suivantes :

Soient A une partie bornée de R™ et B une famille de boules fermées telles que
tout point de A est centre d’une boule de B et

sup{diam(B); B € B} < co.
Alors,
(i) Il existe une famille au plus dénombrable de boules (B;)icr de B recouvrant
A telle que chaque point de R™ appartient d au plus P(n) boules de la famille.

(ii) 1l existe des sous-familles By, ..., Bqn) de B formées de boules fermées
deuz 6 deux disjointes et telles que

Q(n)

Ac g Us:

Pour la preuve de ce résultat, nous allons utiliser un petit lemme :

Lemme 1.5.2. [l existe un entier naturel N(n) (ne dépendant que de n) véri-
fiant la propriété suivante :
Si ay, ...,ar sont k points de R™ et ry,...,r k nombres positifs tels que

k
a; € Blag,r;) pour j #i et () Blas,rs) #0,
i=1
alors k < N(n).
DEMONSTRATION. Nous pouvons supposer que a; # 0 pour i = 1, ...,k et que
k

0e ﬂ E(ai,ri).

i=1
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Alors on a, pour i # j, ||a;|| <7 < ||la; — ajl|.

Rappelons alors le fait suivant :

sia,beR? 0<|la|| <|la—1b] et0<]|b]| <|la—b|| alors ||ﬁ - H—ZH\ >
a

1.
On voit (en particulier que si b est tel que b € B(a, ||a|]) et \ﬁ — el <1,
alors a € B(b,|b]]).

Fig.1

Fixons i # j. On se place donc le plan contenant 0, a; et a;, le fait implique

alors que ||Hg—zH — HZ—ZHH > 1. Mais la sphére unité de R™ étant compacte, on peut
trouver un %fréseau pour celle-ci. Notons N(n) le cardinal de ce dernier. Il est
alors immédiat que N(n) convient. O

DEMONSTRATION. (du théoréme de Besicovitch)
(i) Pour = € A, il existe r(z) tel que B(x,r(z)) € B. Notons alors

My = sup{r(z); v € A} < o0.

Prenons alors z; € A tel que r(z1) > % Puis par récurrence, on construit
une suite aussi longue que possible (finie car A borné) z1, ..., zy, telle que

je{2,.,k}, z;€ A\ O B(x,r(x;)) et r(z;) > My

i=1
Posons ensuite
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k1
My :=sup{r(z); z € A\ U Bz, r(z;))} < %

i=1
On construit alors une nouvelle suite aussi longue que possible (toujours finie)
Thy+1, ..., Thy telle que

j—1
— M:
€2k}, ap € AN Blair(@) et r(ag) > 57
i=1

On réitére le procédé afin d’obtenir une suite d’entiers strictement croissante
0=k0<k1<k‘2<...,
une suite décroissante de nombres positifs

M.
Ml Z M2 Z ... avec Mi+1 S 72,

et une suite de boules B; := B(z;,7(x;)) qui vérifient les propriétés suivantes :
Notant, pourj = 172, ceny Ij = {kj—l —+ 1, ...,kj},

M.
7J < r(x;) < M, pour i€ I; (1)
J
zjp1 € A\ U B; pour j =1,2,... (2)
i=1
l’z'EA\U UijouriEIk (3)
m#k j€lm

(1) et (2) découlent directement de la construction. Vérifions néanmoins (3).
Soient m # k, j € I, et i € I.

Si m < k, alors par (2) on a que x; € B;. Si k < m, alors r(z;) < r(x;) or (2)
implique que z; ¢ B; donc z; ¢ B;.

Du fait que M; — 0, (1) implique que r(z;) — 0 et il découle alors de la
construction que

)
AC U B;.
i=1

Supposons maintenant qu’un point x appartienne & p boules B;, c’est a dire
que

P
T € ﬂ B, .
i=1

Nous allons montrer que p < P(n) := 16" N(n).
A partir de (3) et du lemme précédent, nous déduisons que les indices m; ne
peuvent appartenir qu’a au plus N(n) ensembles I;, c’est a dire que

Il suffit donc de montrer que
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Vi=1,2,... #In{m;; i=1,..,p}) <16" (4)
Fixons un j et posons I; N {m;; ¢ = 1,....,p} = {l1,...,l4}. Alors, grace a
(1) et (2) on s’apergoit que les boules B(x,, T(Z”)) (pour ¢ = 1,...,q) sont deux
a deux disjointes et sont contenues dans B(x,2M;). On déduit donc que, notant

V2n = /\TL(E(O’ 1))7

q
— X
gV (=L Z (B(x,, 4l )) < (B, 2M;) = V32" M}

et donc ¢ < 16™, ce qui prouve (4) et termine la preuve de (7).

(ii) Soient By, Ba, ... les boules trouvées en (i), avec B; := B(x;,r;). A étant
borné, et chaque point de R™ étant dans au plus P(n) B;, on a alors que Ve > 0, il
n’existe qu’un nombre fini de boules B; telles que r; > €. On peut donc supposer
quer; >1re > ...

Soit By 1 := B et en supposant que By 1, ..., B ; soient construites, on définit

Bl,j+1 = DBy,

o k:=inf{l; B;nJ_, By = 0}.
On construit ainsi par récurrence une sous-famille la plus longue possible (finie
ou dénombrable)
B := {Bl,la BLQ, } C {Bl, Bs, }

Si A n’est pas recouvert par | J By, on définit By 1 := By ot k := inf{l; B; & B1}.
Et on construit encore par le méme procédé

Bg7j+1 = Bk/

ou k/ = mf{l, Bl N ngl Bgyi = (Z)}

Le processus nous donne une suite de sous-familles By, Bs, .. de {By, Ba, ...} ou
chaque B; est formée de boules deux & deux disjointes.

Nous affirmons alors que

AC 6 UBk
k=1

pour un certain m < 4"P(n) + 1.

Supposons que m soit tel qu’on puisse trouver un z € A\ J;~, [J Bx. Montrons
alors que nécessairement m < 4" P(n). Comme les boules B; recouvrent A, on peut
trouver B; contenant x, mais alors Vk = 1,...,m, B; & By, ce qui signifie (par
contruction des B;) que B; N By;, # () pour un certain iy avec r; < 744, . Mais
il existe alors des boules Bj, de rayon % contenues dans 2B; N By, ;, pour chaque
k =1,...,m. Or, chaque point de R™ étant contenu dans au plus P(n) boules By, ;,

, c’est donc pareil pour les plus petites boules By et on déduit que

> g < P()lyp, by

En utilisant maintenant que Bj, C 2B;, nous avons
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2"Vary = An(2B;) > A (U Bl/c) = IHU,TZI B’kd>\n
> P(n)~" [ 35, I dd,
> mP(n)~ 27"V

ou encore m < 4"P(n).

13



CHAPITRE 2

La tribu engendrée par les boules

La tribu (resp. classe monotone) engendrée par les boules ouvertes est la méme
tribu (resp. classe monotone) que celle engendrée par les boules fermées. En effet,

B(x,r) = U B(z,r — %) et B(z,r) = m B(z,r + %)

n>1 n>1

C’est pourquoi, tantot nous utiliserons les boules ouvertes, tantot les boules
fermées.

Proposition 2.0.3. Dans un espace métrique X séparable, les boules ouvertes
engendrent la tribu borélienne.

DEMONSTRATION. Il suffit de voir que tout ouvert est réunion dénombrable de
boules. Considérons D dense et dénombrable X et soit U un ouvert de X. Posons
alors ® = {(z,r) € D x Q; B(z,r) C U}. ® est alors dénombrable et on vérifie
facilement que U =, ,yep B(z, 7).

En effet, soit y € U. Il existe ¢ > 0 tel que B(y,e) C U. Mais alors il existe
aussi € D tel que d(y,z) < e. La densité de Q dans R implique alors qu’il existe
r € Q tel que d(x,y) < r < e. Mais alors y € B(x,r) et B(z,r) C U. O

Remarque 2.0.4. L’égalité des deux tribus n’implique pas que deux mesures
de probabilités boréliennes qui coincident sur les boules ouvertes seront égales. En
effet, comme le montrera le contre-exemple de Davies au chapitre 2, on arrive a
construire un espace métrique compact (donc séparable donc sur lequel les boules
ouvertes engendrent la tribu borélienne) et deux mesures de probabilité boréliennes
qui coincident sur les boules ouvertes mais ne sont pas égales.

Plus précisément, on a la propostion suivante, die & M. TALAGRAND [5] (tout
comme ’exemple qui va suivre) :

Proposition 2.0.5. Soit X un espace métrique. Alors, on a ’équivalence :

(i) X est séparable.
(i3) Ve > 0, la tribu borélienne est engendrée par les boules ouvertes de rayon < e.

14
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Avant de faire la preuve, nous allons avoir besoin d’un petit lemme bien connu
de topologie :

Lemme 2.0.6. Soit X un espace métriqgue non séparable. Alors il existe une
partie Q non dénombrable et € > 0 tels que Vr,y € A; d(x,y) > €.

DEMONSTRATION. Soit n € N*. Posons
1
An={ACX; Ve #ye A day) 2~}

Il est trivial que A, est inductif et non vide (§ € A,) donc par le lemme de
Zorn, A, posséde un élément maximal A,. On pose maintenant

A= | 4.
neN*

On affirme que A est dense dans X. En effet, soit z € X \ A = N AS. Par
maximalité de A, Vn, il existe a,, € A, tel que d(a,,z) < % (sinon A, % A, U{z})
et donc la suite (a,), C A converge vers x. Mais comme X n’est pas séparable, A
ne peut étre dénombrable, donc il existe ny € N* tel que A,,, non dénombrable. On

prend 2 := A,,. O

Prouvons alors la proposition précédente.

DEMONSTRATION. (i) = (i3) se démontre de la méme maniére que la proposi-
tion précédente (Q N [0, €] est dense dans [0, €]). On raisonne par contraposée pour
montrer l'autre sens.

Supposons que X ne soit pas séparable. Par le lemme, il existe une partie €2
non dénombrable et € > 0 tels que Vz,y € Q, d(z,y) > e. Mais alors, toute boule de
rayon < § rencontre {2 en au plus un point. Considérons alors la trace de la tribu
engendrée par ces boules sur € :

tro(o(Bg)) := {ANQ; A est dans la tribu engendrée par les boules ouvertes de rayon <

Cette derniére est alors constituée d’ensembles ou bien dénombrables ou alors
de complémentaire dénombrable ( car c’est une tribu engendrée par des singletons)
et ne peut donc contenir tout sous-ensemble de 2. Mais 2 étant fermé discret, tout
sous-ensemble de € est ouvert donc borélien. (]

On se demande alors s’il est possible que dans un espace non séparable, la
tribu borélienne soit encore engendrée par les boules. L’exemple construit ci-dessous
répond positivement & la question.

Proposition 2.0.7. Il existe un espace métrique non séparable (X,d) dans
lequel la tribu borélienne est engendrée par les boules fermées.

DEMONSTRATION. Construisons une suite (A,), d’ensembles par récurrence
en posant

N
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Ay =N et Any1:=P(A,).
On définit ensuite A :=J,,~; An, et prenant w ¢ A, z := AU {w}.
On construit une distance d sur X en posant

Osia=1b
1, 1 _
d(a,b) = %4—.”+1$1a€Anetb—w
’ ssiac€A,,be A 1etach
1 sinon

L’inégalité triangulaire est trivialement vérifiée et il est évident que ’espace
n’est pas séparable (car par exemple Va # b € X, d(a,b) > %)

Soit I une partie quelconque de X. On va montrer que I € o(8). (On suppose
que I ne contient pas w, si w € I, il suffit d’ajouter B(w, %) = {w}).

I=[JIn4,

n>1
mais I N A4,, € P(A,) = A,4+1. Par définition de la distance d on a aussi que

E(InAn,%)mAn:ImAn.

Et, de plus,
— 1 1 - 1 1
A, = B(w, = B(w, = .
Ainsi,
— 1 1 1 1 — 1
I= B(w, = = NB(INA,, ,
UIB g+ )\ Blong + ) BU N A )] € o(2)

ce qu’on voulait.



CHAPITRE 3

Le contre-exemple de Davies

On construit dans ce chapitre, selon la preuve de R.O. DAVIES [1], un espace
métrique compact et deux mesures de probabilités boréliennes qui coincident sur
les boules ouvertes mais ne sont pas égales.

Théoréme 3.0.8. Il existe un espace métriqgue compact (2,0) de diamétre 1
et deur mesures de probabilité boréliennes distinctes 1 et po sur € qui coincident
sur les boules ouvertes de rayon e < 1.

On va construire un espace métrique compact (X,d) de diamétre 1 et deux
mesures boréliennes v; et vy sur X telles que

, (X)) = é et v1((B(z,€)) = va((B(x,€)) Vr,e < 1.

Ensuite, on prendra Q := X x {0, 1},

_ [ d(z,y) siu=(2,0), v=(y,0) ousiu=(x1),v=_(y,1)
8(u,v) = { 1 sinon ’

w1 (B) =11 (BN (X x {0}) + 2(BN (X x {1}),

pz(B) == (BN (X x {1}) + (BN (X x {0}).

1. Construction de (X,d)

Soit (N,,), une suite croissante d’entiers (a déterminer ultérieurement).
Pour n > 1, on pose

En:={(1,j) eENxN, 1<i< N, 0<j <N}

Un élément de E,, de la forme (i,0) sera appelé élément de type central, les
autres éléments de type périphérique. On dit que deux éléments de FE,, sont reliés si

-ou bien ce sont deux éléments de type central
-ou bien u = (4,7) et v = (4,0)

17
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Fig. 2 Points reliés dans £,
On définit une distance sur F,, par

Osiu=wv
dp(u,v) ;=< 27" si u # v et u,v reliés
27! ginon

Il est alors clair que (F,,,d,) est un espace métrique compact.
On définit alors maintenant

o0
X :=]]E
i=1
et pour x = (x,) et y = (y,) on définit une distancee d sur X par

d(.’l), y) = Supndn(‘rrw yn)
et si N :=inf{n; z, # y,} alors,

d(z,y) = dn(zn, yn).
Il est facile de vérifier que d est bien une distance et que la convergence au sens
de d est équivalente a la convergence coordonnée par coordonée. Ainsi, (X, d) est
un espace métrique compact, et par construction, de diameétre 1.

2. Boules ouvertes sur X

Solent z = (z,) € X et 0 < € < 1 fixés.

On s’intéresse & B(z,€).

Il existe N € N tel que 27V < € < 27N+ Ainsi,
B(z,¢) = B(z,27Y).

De plus,

B(z,27M)={y=(yn) € X, yp =, pour 1 <k < N—1et (zy =yn ou zy,yy reliés)}.
Notons II,, : X — FE,, la projection sur F,.
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— Sizy = (4,0) est un élément de type central, alors yy est forcément de la
forme

—(4,7) 0<j<Ny
—(4,0) 1<j<Nn
—sizy = (4,4) (avec j # 0) est un élément de type périphérique, alors yy est
forcément de la forme
_(i7 0)
_(ivj)
FAIT 3.2.1. Dans les deuz cas, 11,,(B(x,27")) contient autant d’élément de
type central que d’éléments de type périphérique. De plus,

Bz, 27N) = {1} x .. x {an 1} x Oy (B(x,27 ) x [[ Ei
i>N+1

3. Construction des mesures v; et vy

Notons, pour n > 1,

X (21,0, @n) = {21} X oo x {20} ¥ H E;

i>N+1
et X(0) = X.
Nous allons définir deux suites réelles (ay,), et (8n)n telles que
- an > B, >0,

-« décroit vers 0,
—ao=%et fo=1%,
et on va montrer qu’il existe deux mesures boréliennes vy et v, sur X qui sont
telles que, notant pour =z = (z,,)
vni=#{p e N, 1 <p<n, x, de type central}
— si v est pair
(X (z1,..,2n)) = an et vo(X(21,..,20)) = On
— si v est impair
(X (z1, . 2n)) = B et 1a(X (21, ..,2,)) = ap

Affirmation 3.3.1. En supposant que deux telles mesures existent, elles conviennent
au probléme posé.

En effet,
- n(X)=a= % et v2(X) = fo :%
— Si S = B(z,27"), par 'affirmation 3.2.1
11(8) = X peny sy (X (@1, ., 2N-1,2))

= ZZEEHN(S),I central Vl(X(xh cy TN—1, 33‘)) + ZQJEHN(S),QI periph. VI(X(xla --733N—1,33))
= Zuzelly(S),z central VQ(X(xlv H TN-1, {E)) + erHN(S),a: periph. VQ(X(:CD "vaflv‘r))
=12(9)

- Comme a,, \\ 0, Vz € X, y({z}) =0, k=1,2.



3. CONSTRUCTION DES MESURES v; ET vy 20
3.1. Conditions d’existence.

On veut appliquer le théoréme 1.4.2 &
C:={X(z1,.,xn), n €N, z=(2,), € X} U{0}

Il faut donc montrer que C est bien une semi-algébre de parties et ensuite que
les mesures vy et vy vérifient bien les conditions du théoréme.

(1) C est une semi-algebre de parties.
Il suffit en fait de montrer (i7) car deux ensembles de C sont ou bien unclus
I’'un dans ’autre, ou bien disjoints. Soient alors

A=X(x1,..,Tn, Tnt1, -, Tnip) €6 B = X(x1,..,Ty)
OnaAcCBet
B\A={y= (y)r, yj =xjpour L <j<metIkec[n+1,n+p|, yp #2xr}

Introduisons quelques notations :

et quitte a réindexer, supposons que xy = ylkk.

Ainsi, B\ A sera la réunion de Q(x1, .., Tp, Tnt1, s Tnpm—1,Y0") pour 1 < i < Iy,
et 1 < m < p. On se rend compte en fait que cette réunion est disjointe ; en effet du
fait que deux ensemble de C sont ou bien disjoints ou bien inclus I'un dans 'autre,
quitte a supprimer les ensemble “en trop” , on a une réunion d’ensembles de C deux
a deux disjoints.

(2) les conditions du théorémes sont bien vérifiées.

Un élément X (x4, ..,2y) de C s’écrit comme réunion (disjointe) finie d’éléments
de C

X(x1,..,2p) = L—ﬂ X(z1,..,Tpn,u)
u€EE, 11

et on peut redécomposer chaque élément de la réunion du membre de droite
de la méme fagon. Au final, il peut s’écrire au maximum comme réunion disjointe
dénombrable d’élements de C et la condition (ii¢) du théoréme 1.4.2 sera réalisée si
et seulement si

ve(X (21, wn) = Y (X (@1 zn,u)  k=1,2
u€EE, 11
Cette derniére condition est en réalité équivalente au systéme suivant

(8) Nrgzan‘i’Nnﬂn = Qp—1
Nq%ﬂn + Nnﬁan = ﬁnfl

En effet, (traitons le cas k = 1, Pautre cas étant symétrique)

ler cas : v,_ est pair
— Pour les N,, éléments z,, de type central

Vl(X(Q?l, 7.’17»”)) = ﬁn
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— Pour les N2 éléments z,, de type périphérique
Vl(X(.’El, ooy J?n)) = Qp
Ce qui nous donne a,, 1 = N2av, + N, 3,

2eme cas : v,_1 est impair
On voit avec le méme raisonnement qu’on doit avoir

Nsﬂn + Nnﬂan = ﬂn—l

Il va falloir maintenant déterminer N,,, o, et 5, de sorte que le systéme (S) ait
des solutions.

On part de ap,—1 > Bp—1 > 0 construits.

On choisit donc N, > 1 de sorte que (o, 8,) soit solution positive de (S).

On a
anlen - ﬁnfl — ﬂnlen —Qp_1

t On
AT A AT v §

oy =
En particulier
(Otn,1 - ﬁn71>(Nn B 1)

Nn(Ng = 1)
Donc si N,, > gz:i, alors o, > 3, > 0.

an_ﬁn:

En particulier, N,, > 2 donc o, < +av,—1 ainsi o, \, 0.



CHAPITRE 4

Une condition suffisante

Ce chapitre suit la preuve de D. PREISS & J. TISER [2] qui affirment que dans
un espace de Banach séparable, une mesure de probabilité borélienne est entiére-
ment déterminée par ses valeurs sur les boules ouvertes.

Théoréme 4.0.2. Soient E un espace de Banach séparable et py et po deux
mesures de probabilité boréliennes qui coincident sur les boules ouvertes de E.
Alors 11 = pa.

On note E* le dual de E, S sa sphére unité, S* := {a* € E*; |[z*|| = 1}, et
W= {z* € §*; «*[m] = z*[u2]}.

Nous affirmons qu’il suffit de savoir que W est préfaiblement dense dans S*
pour obtenir la conclusion du théoréme. En effet, supposons que ce soit le cas. Par
la remarque 1.3.4, [i; et fio coincident sur W. De plus, ’espace étant un Banach
séparable, (S*,w*) est métrisable : pour tout z* dans S*, on peut trouver une suite
(x3)n d’éléments de W qui converge préfaiblement vers x*. Ainsi, par convergence
dominée fi; et jio sont égales sur S*, et donc par homogénéité, sur E*.

On applique maintenant le théoréme 1.3.2 qui affirme alors que p; = po.

Il suffit donc bien de montrer que W est préfaiblement dense dans S*. Pour
cela, introduisons

NAQ1):={z"€S; e, (z*, 2) =1}

Comme nous allons le montrer ci-dessous, NA(1) est préfaiblement dense dans
S*. Ainsi, la preuve du théoréme revient & montrer que W est préfaiblement dense
dans NA(1).

Lemme 4.0.3. NA(1) est préfaiblement dense dans S*.

DEMONSTRATION. Soit z* € S*.
Les voisinages préfaibles de z* sont de la forme
N(&*, 21, .y T, €) :={y", (&*, x;) — ", x)| <€, i=1,..,n}
ou € et les x; sont choisis arbitrairement. Fixons donc € > O et zq,.., z,. 1l

existe z € S tel que (z*, z) = max(3,1— m)

On note F' := Vect{z1,..,z,, x} et f:= er.

22
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Du fait de la dimension finie de F, il existe y € F tel que (f,y) = ||f]| < 1. Par

le théoréme de Hahn-Banach, il existe 2* € E*, 2% = f et [[2*|| = |[f|]. On a en
particulier
1 €
ax(=,1—- — ) < ||¥]]| < 1.
max(g 1~ ) < I <
Posons alors y* := IIZII' Alors, y* € NA(1) et de plus,
) 1—|]=* €
Vi [0, o )] = ", 2l () < § <
ce qu’on voulait. (Il

Remarque 4.0.4. Il existe un résultat plus fort, il s’agit du théoréme de
Bishop-Phelps qui affirme qu’en fait NA(1) est dense (pour la norme) dans S*.
Néanmoins, le résultat plus faible ci-dessus démontré suffit dans le cadre de notre
démonstration.

1. Un résultat préliminaire

Proposition 4.1.1. Soient viet vo deur mesures boréliennes finies sur un es-
pace de Banach B de dimension finie et b* € B* et enfin K C {b € B, (b*,b) > 0}un
come ouvert non vide tel que K N Ker(b*) = {0} et v1(z + K) = a(2+ K) V2 € B.
Alors b*[11] = b*[va].

DEMONSTRATION. Il suffit de montrer que
VaeR, vi({(b*,z) > a}) = vo({(0", z) > a})

En fait, grace a l'invariance par translation, il suffit uniquement de le montrer
pour a = 0.

En effet, supposons que le résultat soit vrai pour 0 et soit a € R. Il existe y € B
tel que (b*,y) = a. Définissons deux nouvelles mesures de probabilités boréliennes
U1 et Uy définies par 7;(F) := v;(a + E) pour E € B(B) et i = 1,2. Alors, i, et Uy
vérifient encore les conditions de la proposition et donc

n({(%, z) > 0}) = ma({ (0%, z) > 0}).

Mais, 7;({{b*,z) > 0}) = v;({(b*,z) > a}) pour i = 1,2. On a donc bien le
résultat voulu.

Le résultat étant trivial si dim(B) = 1, on suppose donc que dim(B) > 1. Soit
be B, (b*,b) =1, alors B = Rb @ Ker(b*) et on peut identifier B & R* x R de
fagon que (b*, (x, t)) = t. On munit B de la norme euclidienne.

Soient alors ¢ et 1 deux fonctions de classe C* telles que :

¢ : R — [0, 1], supp(¢) C {||2]| < 1} et ¢ =1 sur {||z]| < %}

v R— [0, ool ,supp(v) € [0, et [ wit)it =1

Pour p = 1, 2, ... on définit une fonction g, : R¥ x R — [0, oo[ par la formule
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z
e )= [ [ Ticsieon (e 060w ()
Rk JR
Par le théoréme de Fubini-Tonelli, Vs € R

Jrrsr 9p(T: t+ 8)dvi (@, 1) = [ou, m d(2)(py)vi (K + (2, y — 25))dA(y)dAk(2)
= Jarxr $C)0(py)v2(K + (2, y — 25))dA(y)dAe(2)
kaxR gp(@, t + s)dva(z, t) (1)

Soit maintenant @ := {z, (z,1) € K}. Alors, Q est borné.
En effet, si ce n’était pas le cas, par compacité de la sphére unité on aurait une

suite (zp)n C @ telle que

[|zn]| — o0 et wy, = — w avec ||lw|| =1

Zn
[|znll
Mais alors, comme K est un cone, (wy,, m) € K et donc (w, 0) € KN
Ker(b*) = {0}. Absurde.
De plus, on a que K C {(z, t), t > 0}, donc

9p(2, 1) = Jor Jo I (2, ¥)O(52)0(0(t — y))dA(y)dAx(2) (2)
= Jor Jo T (2, 9)@(52)0(p(t — y))dN(y)dA ()
= Jar Jo Ix(2 ) (“"pz)i/)(p( —y))dA(y)dAx(2)
ka fo ]IQ _2)1/’(17( —y))dA(y)dAg(2)
_fQ fo zpyz ( (t— y))ykd)\ (y)dAk(2) (3)

i-i’ﬁ

Par (2) et le théoréme de dérivation sous le signe intégral, on voit que g, a
des dérivées partielles continues et bornées & tous les ordres. On peut donc dériver
Pexpression (1) pour obtenir

k k
/R akgp(:z: t)dv (z, t) = /R akgp(x t)dvy(z, t) (4)

kxR 8t kxR at

Estimons maintenant ces dérivées partielles, a 1’aide de (3) et du fait que @ est
borné. A 'aide de la formule de Leibniz, puis d’intégrations par parties successives,
on a

y))dA(y)dAx(2)

atkgp z, 1) foo (= yz atk Y(p(t — ) (
foo zpyz ’“% (p(t — y))dA(y)dAi(z)
fQ fo Y) [ (52 )y* AN (y)d A (2)
- fo fQ ay ( Y2 )y*ldg (2)dA(y) (5)
=2MA D) oy 25 10222 ) () () (6)

Y
oW €= =iy
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Pour z € R¥, y > 0 et chaque j = 0,1, .., k la fonction

)]

134 T —yz
2o gl

ne peut étre non nulle, uniquement & l'intérieur de la boule B(%, 2) Pour
z € @, cette fonction est bornée par (£)7[|D7¢||o. Notant Vi := Ax(B(0, 1)), o
en déduit que

| fo v 25 [6(2522) Ak (2)] < || D¢l [oomin(As(Q), Vi (2)F)(L)F
< D7 6| semax(Ae(Q), Vi)

Mais, alors, par (6)

| 2oz, )] < 8 11Dl lsemax(M(Q), Vi) 5% w(p(t — y))dA(y)
< LS 61Dl semax(A(Q), Vi) (7)

De plus, comme supp(y)) C [0, 1], on a par (5) que

k
ng(x, t)=0sit <0.
Maintenant, si
reRF t>0etp> max( 2||x|| + 2tsup{||z||, = € Q})

alors, encore par (5),

oF K ok x—yz
st = [ 0= [ 5o @) ®)
D’autre part, si
y e t— l, t] et z € Q, alors | TV < % et donc ¢(:E—pyz) =1.
p

En combinant (6) et (8), cela nous donne

k t
2 gp(, 1) = kA (Q) ft_; Y(p(t —y))dA(y)
= k12D [Fo(y)dA(y) = EA(Q)
On en déduit alors que
. p o
hmp_,oomwgp(x, t) = gz, ¢), t>0}-

Et grace a (7), nous pouvons utiliser le théoréme de convergence dominée dans
(4) pour conclure que

Vl({(QZa t)a t> 0}) - VQ({(xa t)7 t> 0})



2. PREFATBLE DENSITE DE W DANS NA(1) 26

2. Préfaible densité de W dans NA(1)

Proposition 4.2.1. Soient o* € NA(1), x1,..,x, € E fizés et x € S tel que
(x*, ) = 1. On pose F := Vect{x, x1,..,xn}.
Alors, il existe y* € W telle que y‘*F = xl*F.

DEMONSTRATION. L’idée est de constuire un sous-espace qui soit en somme
avec F', de quotienter et d’appliquer le lemme de factorisation puis la proposition
précédente. On pose alors V := F'NKer(z*), et on définit

C := {4 cone ouvert convexe, ANV =0, B(z, 1) C Aet Vz € E, u1(2+A4) = pa(2+A4)}

lére étape. C contient un élément maximal C.

Remarquons d’abord que C est non vide. En effet, D := J,,»,; B(nz, n) est
clairement un cone ouvert convexe contenant B(z, 1). De plus, si il existe y € D
et il existe n tels que y € B(nx, n) alors, [(z*, y)| > n—n =0, donc DNV = 0.
Enfin, 1 et us coincidant sur chaque boule ouverte, on a

Vn,Vz € E, u1(B(z +nz, n)) = p2(B(z + nx, n))

et la réunion étant croissante, on obtient bien p;(z + D) = p2(z + D).

Afin de pouvoir appliquer le lemme de Zorn (et donc de pouvoir conclure) nous
montrons maintenant que C est inductif; soit D une famille totalement ordonnée
de C. On pose G := [J cp A. Il suffit alors de montrer que G' € C, en fait il suffit
juste de montrer que p1(z + G) = p2(z + G) Vz € E, les autres conditions étant
trivialement satisfaites.

Soient alors z € F et € > 0.

Par le théoréme 1.2.3, F étant de Banach séparable, il existe un compact K tel
que

KCz+Get up(z+ G\ K) <e, k=12

Par compacité de K (propriété de Borel-Lebesgue) et du fait que D est totale-

ment ordonng, il existe B € D tel que K C z+ B C z + G. Ainsi,

pi(z+G) <pi(z+ B)+e=pz(z+B)+e< (2 +G) +e
et inversement. On obtient au final,

li(z+G) —ua(z+G)|<e  Vex>0
i.e u1(z + G) = p2(z + G).

Remarque 4.2.2. On a les égalités C +C=CetCN-C+C=C.
En effet, comme 0 € C' (du fait que B(z,1) C C et ||z|| = 1) on a déja que
C c C+C.Deplus soient u € C et v e C C C. Alors,

1 1
=A< 1-A
u+v (/\U)+( )(1_)\
Mais C + - C' étant ouvert et convexe, la double inclusion C' C c+CccC
implique C = C + C.

v) € C car C est convexe.
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En effet, notons Vi := C et V5 := C'+C. Supposons l'existence d’un z € V5 \ V.

Comme V3 est ouvert on a une boule By := B(z,€1) C Va et comme Vo C Vi
on a une autre boule By := B(y,e2) C V4 N By. Notons alors z := 0B N [y, z).
Par convexité de Vi (et de V) il est clair que [z, 2] C 0V;. Notons maintenant m le
milieu du segment [z, z] et U := {a € V; tels qu’il existet > 0, m+t(m —a) € By}
est un ouvert contenant z qui lui méme est dans V. Ainsi on aun a € U NV}, ce
qui est absurde par convexité.

2éme étape. CN—-C+ F =FE.
On a & présent besoin du lemme suivant :

Lemme 4.2.3. Soit v € C tel que Vect{V U{v}} N C = 0. Alors, —v € C.

DEMONSTRATION. Posons H :=J,,~,C —nv. H est un ouvert convexe conte-
nant B(z, 1). De Vect{V U {v}} N C = § on déduit que si y € H NV alors
y=c—mnvety+nv € Vect{V U {v}} NC = (. Absurde. Donc HNV = {.
Par 4.2.2, on déduit que la suite (C' — nv), est croissante et donc, si z € E,
w1z + H) = limpoopp1(C — nv + 2) = limpoopia(C — nv + 2) = pa(z + H).
Par maximalité¢ de C, H=C.Or —v=v—-2ve YO —nv C H=C. O

Soit e € F.
Onpose I :={teR, (e+tx+V)NC #0}.
On a alors que
Jllells +oo[C I et ] — oo, —[le|| [ I¢

En effet, si ¢t > ||e||, alors e + tx € B(tz,t) C C et comme 0 € V, on a la
premiére assertion.

Si par contre, t < —|le||,alors —tx — e € B(—tx, —t) C C mais alors

(e+tzr+V)NC=e+tz+VN({C—-e—tz)Ce+tz+VNC=0

De plus, par convexité de C, I est un intervalle ouvert de la forme I =|s, 00|
ot s € [—[le]], [[e]l]-

Soit ¢t € I. On définit u(t) comme élément de VN (C —e—tx) tel que ||u(t)|]—1 <
inf{|[ul|; u € VN (C — e —tz)}.

On affirme que lim;_s||u(t)|| < oo.

Supposons le contraire. Du fait de la dimension finie de V' (et donc de la com-
pacité de la sphére unité de V) il existe une suite (¢,), telle que

_ulltn)
[lu(tn)ll

Mais par définition de u(t), w € C et Vect{V U{w}} NC =V NC = () donc
par le lemme 4.2.3, —w € C. On en déduit que —||u(t,)||w € C et donc

wy, = u(ty) — ||Julty)||lw € (C+C —e—t,x)NV C (C —e—t,x)NV.

Mais alors, il existe Ny tel que

tn — 8, |Ju(ty)]] — oo et —weV.

1
5 et [lu(tn)l| = 2

U No, o — )< g 2

[[u(ta)ll
donc [|wy|| = ||Ju(t)|]||w— HZEE il < lu(tn)]| =1, ce qui contredit la définition
de u(ty).
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Grace a la dimension finie de V' encore une fois, on peut trouver une suite (¢ )x
telle que t, — s et u = limg_oou(ty) existe. Il en découle que e + sx +u € C.
Mais, on observe que Vect{V U {e + sz +u}} N C = (. En effet, si ce n’¢tait pas le

cas on aurait r € R et v € V tels que
v+r(e+sz+u) eC.

Si r > 0 cela implique que ¢ + sz + u + %v € C, 1i.es € I. Absurde. Si par
contre 7 < 0 alors v = (v +r(e+ sz +u)) +|r|(e + sz +u) € C +C = C. Absurde.
Ainsi le lemme 4.2.3 permet d’affirmer que e + sz +u € —C. On obtient
e=e+sr+u—u—sravece+sr+uc CN—C et —u—sz € F, ce quon voulait.

3éme étape. Construction de y*.
Comme VN C = 0, par le théoréme de séparation des convexes, il existe
y* € E* telle que

V C Ker(y*) et Ker(y*)NC = 0.
De plus, on peut choisir y* de telle sorte que (y*,z) = 1.
Encore gace au fait que VN C = () et par convexité de C' on déduit que

VyeC, (y*,y) > 0. (1)

De plus, comme B(z, 1) C Con a0 < {(y*,x—y) = 1— (y*, y) pour tout y € S.
Donc y* € NA(1). Enfin, de F = Rx & V, on déduit qu’on a bien y‘*F = zl*F.

Posons maintenant B := E /C N —C. Par la deuxiéme étape, on conclut que
B est un espace de Banach de dimension finie. Notons 7 : £ — B la surjection
canonique et K := 7(C) cone ouvert non vide de B.

Soit y € Ker(nr) = C N —C. Alors, par (1) (y*,y) < 0 et (y*,y) > 0 donc
y € Ker(y*) et donc il existe b* € B* telle que y* = b* o7 et on a clairement
K c {b € B, (b*,b) > 0. On a également que Ker(b*) N K = {0}. En effet, soit
7(w) € Ker(b*) N K. 1l est clair que w € Ker(y*) ce qui implique en particulier par
(1) que Vect{V U {w}} N C = . 1l suffit donc de montrer que w € C et le lemme
4.2.3 permettra de conclure que 7(w) = 0. Soit O un ouvert contenant w. On veut
montrer que O NC # ). m(w) € K = n(C) donc (O + (CN—=C))NC # B,mais alors
4.2.2 implique bien que O N C # 0.

Posons maintenant vy := w[ug] pour k = 1,2. Encore par 4.2.2, on constate
que 7 1(K) = C. Soit alors z € B et ytel que n(y) = z,

v (z4K) = i (77 (24 K)) = p (y+CN=C+C) = i1 (y+C) = pa(y+C) = va(2+K)

On applique alors la proposition 4.1.1 pour conclure que b*[v1] = b*[v5] et ainsi
que

Y] = (0" o m)[p] = b*[11] = 0" (o] = y* (o]
On a donc trouvé un y* € W tel que y‘*F = x‘*F, donc W est préfaiblement
dense dans NA(1) qui est préfaiblement dense dans S*. O



CHAPITRE 5

La classe monotone engendrée par les boules
fermées

1. Cas hilbertien de dimension finie

Dans un espace vectoriel réel de dimension finie muni de la norme euclidienne
(i.e tout espace de Hilbert de dimension finie), la classe monotone engendrée par
les boules fermées contient tous les boréliens. Plus précisément, on a le théoréme
suivant, di & M. ZELENY ([3]) :

Théoréme 5.1.1. On munit R? de la norme euclidienne. Alors,
D*(B) = B(RY).

1.1. Sphéres de dimension t et familles de boules.

Définition 5.1.2. Soit ¢t < d, on dit que A C R? est une sphére de dimension
t si il existe un sous-espace affine V' de dimension ¢+ 1, une boule B := B(z, ) tels
quex eVet A=0BNV.

On note &; := {5; S sphére de dimension ¢}.

Définition 5.1.3. On pose
S :={A e B®Y); 3(S,) C &, AC | Sa)-
neN
Et on définit la relation A = Bmod §; <= B\ A€ S, et A\ B € S;.

Proposition 5.1.4. Soient L C R? fermé, m,t € N, t < d et G C L un
borélien. On suppose qu’il existe une suite de familles de boules fermées (B,,), telle
que

(i) Vn, B, = U, BE, ou chaque BF est constitué de boules fermées disjointes,
(11) le centre de chaque boule de |J,,~, By est dans L,

(iii) Vn, LNUB, C G et G = LNUB, mod S;_1,

(iv) sin’ >n et C € By, C" € By alors C' C C ou C'NC =1,

(v) limy— oo sup{diam(C); C € B,} = 0.

Alors, il existe G C G tel que

29
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GeD*(B) et G=G mod S;_;.

DEMONSTRATION. Par (i),
m
B,=|]JB:
k=1

ot1 chaque BE est une sous-famille de boules fermées deux & deux disjointes. On
pose alors D, ; := B}, et pour k > 2

k—1 oo

Dy ={CceBlCc¢|JJUB
i=1 s=j
et D ;:=UDj ;.
Posons alors

On va voir que G convient.
G = {z; il existe k, j  est dans une infinité de D} ;}.

(1)G € D*(B)
Pour montrer cela on va montrer dans un premier temps que la réunion sur les

k est disjointe.
Suppons le contraire, c’est & dire que pour u < v, on a un

sUNUmanddNuUns)
j=11=1p=l j=11=1p=I

Ce qui veut dire qu’on a deux entiers j et j’ tels que

xeﬂUD% (%)

1=1p=l

et
ve () U Dy (%)

De (%) on tire qu’il existe p > j" et une boule C' € Dy, ; avec z € C.
De (xx) on déduit I'existe d'un p’ > p et d’une boule C" € Dy, ;, avec z € C".
Mais alors, comme p’ < p et C' N C # 0 ’hypothése (iv) assure que C' C C C
U B,, ce qui est contradictoire avec le fait que C’ € D}, -
Il reste donc & montrer que
oo
vh=1,..m, | | Dk, € D*(B).

(@:
DL

<.
Il
-
~
Il
=
hS]
-~
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Fixons k € {1,..,m} et posons
o0
V= {UX; X C U Bk
n=1

Il est clair que cette classe de parties de R? est stable par intersection finie et
réunion finie. (A =JX et B = |J X" alors AUB = [J(XUX') et ANB = |J(XNX")).

Par le lemme 1.1.12, M*(V) est alors stable par intersection dénombrable et
réunion dénombrable.

De plus, D} ; € V pour tous p, j. Donc Uiz N2 U Df ;e M*(V).

Mais, on constate que V est contenu dans la classe des réunions disjointes de
boules fermées, que ’on note V. En effet, soient A =JX € Vet B,B' € A.

Alors il existe n,n’ tels que B € BF et B’ € BE,.

Si n = n’, alors par définition de BX, BN B’ = .

Si n < n/, alors, toujours grace a ’hypothése (iv), B C B ou BN B ={. On
peut donc toujours écrire A comme réunion disjointe de boules fermées, ie V C N,
et donc D*(V) C D*(N), et comme il est clair que D*(N) = D*(B), on a bien ce
qu’on voulait.

(2)G CGet G=Gmod S,

Commencons donc par montrer 'inclusion. On a dans un premier temps que
G C L. En effet, supposons qu’il existe z € G \ L. L étant fermé, on a d(z, L) =:
d > 0. Or, par ’hypothése (v) il existe N tel que Vn > N, VC € B, diam(C) < d.
Mais il existe alors p > N et C = B(y,r) € B, tels que « € C. Par Phypothése
(i1) cette fois, y € L et d(z,y) < 4. C’est une contradiction. Utilisons maintenant
I’hypothése (4i7) pour obtenir

oo

G=LnGcrLn(|JJBn) = O(LmUBn)cG.
n=1 n=1

Il reste donc & montrer que G \ GeSiy.
Remarquons d’abord que G\ Z € S;_1. En effet, par (iii); Vn, il existe une
suite (S7')x € &, telle que LNYB, C U, S;;. Mais alors,

G\ZCG\LNZ=@G\ ﬁ(LmUBn)CUS,';.

n=1 n,k
Montrons maintenant que G\ Z C G.
Soit . € G\ Z = GN(),>; UBn. Il est clair (principe des chaussettes et des
tiroirs) qu’il existe [ € N tel que z est dans une infinité de (J BY,.
Posons k := inf{l; = € lim,, |J B, }. On peut donc construire une suite d’entiers
(pn)n strictement croissante telle que

Vn, 3C, € B§n§ z e C,.

ler cas : k = 1. On a trivialement que z € lim,, J B} = N2, U;2; D, ;-
2nd cas : k > 2. Par construction de k, il existe j € N* tel que

k—1 oo

z¢ JUUB

i=1 s=j
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sinon z serait dans une infinité de |J B! avec i < k.
Dans les deux cas on a bien z € (2, U2, D} ;, i.e x € G. Mais alors G\G C Z

et donc G C G mod S;_;. O

1.2. Existence d’une suite de familles de boules.

La proposition suivante affirme que si le borélien G (dans les hypothése de la
proposition précédente) est relativement ouvert et borné, alors la suite de familles
de boules ouvertes vérifiant toutes les conditions existe. En particulier, cela implique
donc qu’il existe Gy C G et G2 = G\ Gy tels que G = G1 W Gy, G1 € D*(B) et
G = G2 mod S;_1, d’ou 'intérét de ces lemmes.

Proposition 5.1.5. Soient L C R? un sous-espace affine de dimension t ou
une sphere de dimension t et G C L relativement ouvert et borné. Alors, il existe
m € N et une suite d’ensembles de boules fermées (B,,)n vérifiant les propriétés
(1) a (v) de la proposition précédente.

DEMONSTRATION. La preuve de cette proposition se fait en plusieurs étapes.

lére étape. On montre le fait suivant :
Soient H C L relativement ouvert borné et ¢ > 0. Alors, il existe m € N (ne
dépendant que de d) et une famille de boules fermées A tels que

(a) A=U~, A; ot chaque A; est une famille de boules fermées deuz o deuz disjointes,
(b) Si A= B(z,7) € A alors z € L,

(e LNJA=H,

(d) VA € A, diam(A) < e,

(e)Vz € H, Ir > 0; #{A € A; ANB(xz,7) # 0} < oo.

En effet, considérons

U:={B:=B(x,r); x€ H BNLC H et min(M

: 2) <2 < e}
Du fait que H est relativement ouvert dans L, on déduit que H = LN {JU.
Appliquons alors le théoréme 1.5.1 de Besicovitch :
Il existe m € N (ne dépendant que de d) et Ay, .., A, sous-familles de U formées
chacune de boules fermées deux & deux disjointes telle que

H C GU‘A’
i=1

On pose alors A :=J", A;.
Il est immeédiat (par construction) que A vérifie (a), (b) et (d). Mais on a éga-

lement que L N|JA = H car chaque boule A € A vérifie ANL C H. 1l reste donc

d(z,L\H)
4

a vérifier le dernier point. Soit x € H, alors r := convient.
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En effet, il suffit de montrer que pour
i=1,...,m, #{A € A;; AN B(x,r) # 0} < c0.
Soit i fixé, notons V := {A € A;; AN B(x,r) # 0}.
On remarque plusieurs choses :
Premiérement

(ANB(xz,7) # 0 et diam(A) < ¢) = JV C Bz,r+¢) (%)

Ensuite, comme VA € V, diam(A) > min(w, $) alors
d(z, L\ H
VA €V, diam(A) > min(%, i) (%)

(sinon on aurait une boule B(y,s) de V avec d(y, L\ H) < 2s < W mais

d(z,L\H) d . .
——5— > 7, ce qul serait

pour avoir B(y,s) N B(x,r) # 0, il faudrait que s >
absurde).
De (%) et (3x) et du fait que les boules de V sont deux & deux disjointes, on

déduit que #V < co.

Remarque. Dans un espace métrique séparable, toute famille de boules deux
4 deux disjointes est dénombrable, donc A est dénombrable.

2éme étape. Construisons la famille désirée (B,,)s,.

Soit (ry,), suite de nombres positifs tendant vers 0, & déterminer.

Posons € = ry et H = G. Nous obtenons alors par la premiére étape une famille
By qui vérifie les conditions (a) & (e) et donc les conditions suivantes (i) & (vi;)
pour [ = 1.

)Vn =1,.,1, B, = Uj-, B}, ot chaque B}, est formées de boules fermées deux a deux disjointes,
) VB =B(z,r) € Ui,:1 B, z €L,
!

Supposons construites les familles By, .., B satisfaisant les conditions (i;) & ('UZ;)
Posons alors

H:=(JB\ |JoB)NL.

BeB;

[e]
H est relativement ouvert dans L. En effet, soit « € H. Alors, 3B € B, x € B

° ’
qui est un ouvert, donc il existe 71 > 0 tel que B(x,r1) C B. Mais par (vi;), 3rs tel
que B(z,r2) ne rencontre qu’un nombre fini N d’éléments de B; notés By, .., By.
Posons

N
r:=min(ry,r2) et O := (B(z,r) \ U 0B;)N L.
j=1
Alors, O est un ouvert de L contenu dans H. Donc H est bien relativement
ouvert dans L (et il est clairement borné car contenu dans G).
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On peut donc appliquer la premiére étape & H avec ¢ = 7,41, pour obtenir
une famille de boules fermées B;1 ;. Cette nouvelle famille vérifie trivialement les
conditions (i2+1), (ii;H), (leH) et (vi2+1). Reste donc a vérifier les deux autres.
Commencons par (m;H)

Si B est du boule donc le centre est dans L alors

sphére de dimension t —1sit > 1

OB L= { singleton ou P sit =0

Donc

Ln |J oBeSi.
BeB;

Mais LN JBiy1 € LNUB; C G et par (iii,) on déduit que
G=Ln UB[.H mod St—1~

Montrons maintenant (ivllﬂ). Soient C' := B(2',r') € Biy1 et C := B(x,7) €
By, telles ques C N C’ # (. (On rappelle que z, 2’ € L). On va montrer que C’ C C.

Premier cas : k < [.

Alors, il existe C” € By tel que C" C C” car C'NL C UB; \ Upep, 0B Mais

comme on a (iv;) et que C” N C # (), on a donc ¢’ € C” C C.

Second cas : k = [.

-Si L est un sous-espace affine :

Par définition de H, il est clair que C' N L N OC = (). L’intersection des deux
boules étant non vide, on a d(z,z') <7+ r'.

Supposons que ' < d(x,z’) + 7.

Alors, il existe y € [x,2') N C' N IC. Mais L étant convexe, [z,z') C L. C’est
donc absurde.

Fig. 3 Intersection de boules
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Ainsi ' > d(z,2") +r et donc C' C C.
-Si L est une sphére :

Alors L = W N OB ou W espace affine de dimension t + 1 et B boule fermée
de R? dont le centre est dans W. Notons 7 := diam(B).

On peut alors choisir la suite (r,,), (en fonction de r) de sorte que si I € N, et
si U et V sont deux boules fermées dont les centres sont des points de B et telles
que diam(U) < r; et diam(V) < rj41 et UNV #£ 0, alors UNV N B # (. 1l est alors
clair que la condition (wl/ 41) est vérifiée. O

1.3. Preuve du théoréme.

La preuve se déduit immédiatement du fait suivant :

Affirmation 5.1.6. Soient L C R? un sous-espace affine de dimension ¢ ou
une sphére de dimension ¢ et B C L un borélien, alors B € D*(*B).

DEMONSTRATION. On procéde par récurrence sur t.
Si t = 0, alors les seules possibilités pour B sont (), {«} ou {z,y}. Mais

1 1 1 1
0= ﬂ B((277~-, 27)7 27) et {o} = ﬂ B(z, E)
neN neN
donc B € D*(B).
Hypothése de récurrence (HR) le résultat est vrai V¢t < p — 1.
Considérons maintenant le cas t = p. Soit G C L relativement ouvert et borné.

Par le lemme 5.1.5 , il existe Gy et Gy := G \ G tels que

G € D*(%), Gy € Sp_l et G=G1 UGy

Il suffit alors de voir que G5 € D*(9B) grace a ’hypothése de récurrence.
En effet, il existe une famille (S,,), de sphéres de dimension p — 1 telle que
G2 C U, Sp- On a alors que

k
G =JJ(G2n3y)

k n=1

Mais

(G2 n Sl) U (G2 n Sg) = ((GQ n S1) \52) ) ((GQ N 52) \ Sl) W (GQ NS N Sg)

Or, les trois ensembles du membre de droite sont des boréliens inclus dans une
spheére de dimension p — 1, donc par (HR) ce sont des éléments de D*(B) et c’est
donc aussi le cas de leur réunion (car disjointe) et de Go. Ainsi G € D*(B). C’est
vrai pour tout ensemble relativement ouvert et borné, c’est donc vrai pour tout
ensemble relativement ouvert : en effet on a donc, si G est relativement ouvert, alors
G = J,;»1 Gn ol la suite croissante (G,),, est définie par G, := G N {x; [|z]| < n},
donc G € D*(B).Pour terminer, i.e passer d’ensembles relativement ouverts & tout
borélien, on utilise le lemme 1.1.13. O
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Remarque 5.1.7. S. JACKSON et R. DANIEL MAULDIN ont montré ([6]) que
le résultat restait vrai pour n’importe quelle norme en dimension finie.

2. Cas hilbertien de dimension infinie

D. PrEiss & T. KELETI [4] ont prouvé que le théoréme précédent est mis en
défaut si la dimension n’était plus finie.

Théoréme 5.2.1. La classe monotone engendrée par les boules d’un espace de
Hilbert H séparable de dimension infinie ne contient pas tous les boréliens.

Notons X := {x € H; ||z|| = 1} la sphére unité de H' := H x R. Par projection
stéréographique, on va avoir une relation biunivoque entre les boules de H et les
sous-ensembles de X appelés calottes, que nous définirons et etudierons ci dessous.
On va donc en fait montrer que la classe monotone engendrée par les calottes de X
ne contient pas tous les boréliens de X.

2.1. Calottes et cercles.

Nous avons besoin d’introduire toute une terminologie afin d’aléger les démons-
trations.

Définition 5.2.2. On appelle calotte de X tout ensemble de la forme

Cly,r) ={zeX; (z,y)>1—r}ouyec XetreR.

On appelle cercle de S tout ensemble de la forme

S(y,a) :={zx € X; (x,y) =a}ounye X et |a] <1.

On note € 'ensemble des calottes de X, et & ’ensemble des cercles de X que
I’on munit de la distance de Hausdorff :

0(S,T) := max(sup,cqd(z, T), supyer(y,S)).

Remarque 5.2.3.
(1) Soit C' une calotte de X, alors

PsiC=XouC=0
0C =< {z}siC=X\{z}
S(y, a) pour certains y € X, |a| <1

Dans le cas ou la frontiére de C est un cercle, on dira que C est une calotte
propre.

(2) Soient S et T € &, alors
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exactement deux composantes connexes si S =T
X\SUT a ( exactement trois composantes connexes si il existe € X tel que SNT = {z}
exactement quatre composantes connexes si S N7T est un ensemble infini

Dans le dernier cas, on dit que S et T se croisent.

(3) L’intersection d’un nombre fini de cercles est toujours un ensemble de la
forme W N X ot W est un sous-espace affine fermé de H de codimension finie.

Définition 5.2.4. Deux points z et y de X sont dits séparés par un cercle si
il existe S € G telle que les deux points sont chacun dans une composante connexe
différente de X \ S.

Définition 5.2.5. Introduisons la famille d’ensembles N formée des sous-
ensembles N C X tels que

Vo € N, Ve > 0,3C € €; diam(C) < e et N NoC = 0.

Et désignons par 9 le o-idéal engendré par N (c’est & dire 'ensemble des parties
qui peuvent étre recouvertes par une suite d’éléments de N'). Un élément de 9N sera
dit calotte-négligeable.

Définition 5.2.6. Soit S un cercle. Un sous-ensemble K C X est appelé
K—ensemble par rapport ¢ S si K = S ou si il existe une suite (finie ou non) de
calottes deux a deux disjointes (C}); telle que 9Cy = S et K = X \ J; C}.

Remarque 5.2.7. Une calotte propre est clairement un K —ensemble puisque
son complémentaire est une calotte fermée.

Définition 5.2.8. Soient £ C X, S une famille de cercles et N un ensemble
calotte-négligeable. On dit que (S, N) est admissible pour E si

(A1) VS € S, Ve >0, 38" € &; 6(S,9") < e et VK’ K — ensemble /S’ on a :
(S\NCE®et K\NCE) oubien (S\NCEetK\NCcCEC"),
(A2) VY(z,y) € (E\NUU S)X(EC\NUU S), x et y sont séparés par un certain S € S.

Remarque 5.2.9. Un cercle étant un K —ensemble, si (S, N) est admissible
pour un ensemble E alors I’hypothése (A1) implique

(A1)VS €S, Ve >0, IK,K' K — ensembles /S, S” vérifiant
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K'\N CFEet K"\ N C EC
5(S,8") < eet 5(S,87) < e

Admettons provisoirement deux lemmes qui vont nous permettre de démontrer
le fait souhaité.

Lemme 5.2.10. (Lemme-clé 1)

(1) Soient K et K’ deuz K—ensemble par rapport a deux cercles S et S qui se
croisent. Alors K N K' n’est pas calotte négligeable.

(7i) Soient K' un K—ensemble par rapport a un cercle S et G C X ouwvert tels
que GN S # 0. Alors, GN K n’est pas calotte-négligeable.

Lemme 5.2.11. (Lemme-clé 2)
Soit E € M(C). Alors, il existe (S,N) admissible pour E. De plus, VS €
S, S COL.

On peut maintenant démontrer le fait suivant, dont découle immédiatement le
théoréme :

Affirmation 5.2.12. Soient Cy et Cy deux calottes propres distinctes de X
dont les frontiéres se croisent, on pose E := Cy; N Cy. Alors, E ¢ M(C).

DEMONSTRATION. Supposons le contraire.

Par le lemme clé 2 on aurait l'existence d’une famille de cercles S et d’un
ensemble calotte-négligeable N tels que (S, N) soit admissible pour E et en parti-
culier, VS € S, S C OE C 9C1 NOCs. Ce qui est impossible (car 0C; # 9C5), donc
S = (. Mais alors, I’hypothése (A2) de la définition d’admissibilité, implique que
E est calotte-négligeable ou E Dest.

Cependant, le complémentaire de I’adhérance d’une calotte étant un K —ensemble,
le lemme clé 1-(ii) appliqué & X \ C; et X affirme que X \ C n’est pas calotte-
négligeable, donc si E¢ = X \ C; U X \ C; est calotte n’égligeable, X \ C; 'est aussi
et donc X \ C aussi, ce qui est absurde, donc E¢ ¢ M.

D’autre part, en applicant encore une fois le lemme clé 1-(i) a C; et Cy, on
voit que E & 91. On obtient alors la contraduction voulue. O

2.2. Preuve des lemmes-clé.

Afin de prouver les deux lemmes-clé nous allons avoir besoin d’une succession
d’autres lemmes concernant les cercles et les calottes.

Lemme 5.2.13. (Lemme 1)
Soit C une famille monotone de calottes de X. Alors C :=|JC est encore une
calotte de X. De plus, si C est une calotte propre, alors 9C € {9C"; C'" € C}.
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DEMONSTRATION. On peut supposer que chaque calotte C(y,r) € C vérifie
0 < r < 2. Posons alors s := sup{r; Jy € X, C(y,r) € C} et considérons une suite
(croissante) r — s et une suite (yg)r d’éléments de X tels que C(yg, ) € C. Par
monotonie de la famille C, la suite de calotte est croissante.

Premier cas : s = 2. Alors, (X \ C(yg,7%))r est une suite décroissante de
fermés dont le diamétre tend vers 0. Il existe donc y € X tel que

X\ Clyk, i) = {~y}-
k
On affirme alors que | JC = C(y,s) = X \ {—y}. On a clairement que y; — y.
En effet, ||yr — y[|*> = 2(1 — (yk,y)) < 2(2 — rg). Ainsi, si z € JC, il existe K
tel que Yk > K, z € C(yk, k), i.e (x,yx) > 1 — ry donc (x,y) > —1 mais si
(z,y) = =1 alors x = —y € (), (X \ C(yx,7x)). Récriproquement, si (z,y) > —1
alors @ € (,(X \ Cye,m)))C = UC.
Deuxiéme cas : s < 2. Alors, il existe une constante ¢ telle que

lye — il < clri — 1.

En effet, placons nous en dimension 2 pour résoudre le probléme (il suffit ensuite
de considérer le plan passant par 0, yget y;) :

Notons ay := (m), 0; == (m) = arccos(1 — r;) ot x; est un élément
de X tel que (y;,x;) = 1 —r; pour i = k,l. L’hypothése d’inclusion implique que
ag < |0k — 01

Considérons lapplication ® : ¢ — arccos(1l — t), définie est dérivable sur 0, 2],
mais comme 7, — s (avec 0 < s < 2) il existe K tel que Vk > K, § <1 < s. Par
I'inégalité des accroissements finis, on a donc

2
—0)] < | —=—rx — 7.
|0 — 61| < 8(2_8)\% i

Mais, [|yx — ui|| = 2sin(%L) < ap < |0 — O] < ,/ﬁh’k — 7.

Fig. 4 Calottes en dimension 2
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Ainsi (yg ) est de Cauchy dans X et converge vers un certain y € X. On affirme
alors que | JC = C(y, s). On a trivialement que C := |JC C C(y, s), mais C étant
ouvert, on va avoir, par définition du sup, C C C(y, s).

En effet, si ce n’était pas le cas, on aurait z € dC(y, s) NC, donc on aurait aussi
un € > 0 tel que Vz € B(z,e) N X C C. Cependant, z € 9C(y, s) = 0C(—y,1 — s)
donc on peut trouver une suite (z,), C C(—y,1 — s) qui tend vers x. Il va donc
exister un N tel que, 2y € C, i.e 3K tel que Vk > K, (zy,yx) > 1 -1 >1—s et
donc (zy,y) > 1 — s mais (y,zy) < 1 —s. Absurde.

Réciproquement, si (x,y) > 1 —s, on a € > 0 tel que (z,y) > 1 — s+ ¢, prenont
alors alors k tel que s—§ < 7 et [|yr—y|| < §,onadonc (z,yx) > 1—s+5 > 1—7%.

On déduit du fait que r, — r et yr — y que

{z; (z,u0) =1 =7} = {a; (2,9) = 1 — s},
ou encore 0C(yx, 1) — 0C(y, 3). O

Lemme 5.2.14. (Lemme 2)
Soient S et T deux cercles qui se croisent. Alors, il existe € > 0 tel que
VS, T € & tels que 6(5',S) <e et 6(T",T) <€, S’ et T' se croisent.

DEMONSTRATION. Soient S et T deux cercles qui se croisent. Alors, X\ (SUT) a
quatre composantes connexes. Prenons un élément dans chacune de ces composantes
et notons les uq,..,us. On a en particulier que Vi # j, u; et u; sont séparés par S
ou T. Supposons que ce soit par S. Alors si S’ est un cercle tel que

8(5,5") < min(d(u;, S),d(uj, S)),

S’ sépare encore u; et u;.
En prenant donc € < min(min;(d(u;, T'), min;(d(u;,.S))), on a que

V(S',T") € & x & avec §(S,5") < eet §(T,T") <,
S’(resp. T") sépare les couples (u;, u;) séparés par S (resp. T'). Ainsi, X \ (S’UT") a
également quatre composantes connexes et on en déduit que S’ et T” se croisent. [

Lemme 5.2.15. (Lemme 3)
Soit S une famille de cercles qui ne se croisent pas deux a deuz, alors les deux
ensembles suivant sont calotte-négligeables :

NL(8) :={z € X; = est dans au moins deuz cercles différents de S},
N2(S):={x € X; Ve >0, IC € &, diam(C) <€, x € C et IC € S}.

DEMONSTRATION. (1) On va montrer que N'(S) est dénombrable (tout sin-
gleton étant calotte-négligeable, cela suffira). Soit D := {e,; n € N} dense dans X.
Si z € N(S) il existe deux cercles S et T dans S (qui ne se croisent pas) tels que
SNT = {x}. Notons U,, V, et W, les composantes connexes de X \ (S UT) telles
que OU, = S et 0V, = T. Posons ensuite

u(z) := ey, ot ny :=inf{n; e, € U},
v(z) := en, o ng := inf{n; e, € V,.},
w(x) 1= ey, ou ng := inf{n; e, € W, }.
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et définissons
d:NYS) — D3,z (u(x),v(x),w(x)).

Montrons que ® est une injection. Soient x, 2’ € N1(8S) tels que ®(x) = &(z’).
Comme U, NU,s # B et que leurs bords ne se croisent pas et que les deux ensembles
sont connexes, on a U, C U, ou U, C U,. De méme pour les autres composantes
connexes. Quitte & permutter les roles de U, et V, on se rend compte qu’on a au
final que deux possibilités :

(a) Uy C Uy et V,, C Vg,
O) Uy CU, et Vi C Vi,

Dans le premier cas, on a donc {x} = U, NV, C Uy NV, = {a'}.

Dans le second, comme il existe forcément un y € W\ W on va avoir W C W’
et donc

Uy CUpy CULUV,.

Mais « ¢ U, car U, est ouvert, U, et V, connexes tels que U, NV, = {x}.
Par connexité de U, maintenant on déduit que U, C U, et donc = € dU, N oU,
de méme 2’ ¢ U, mais 2’ € U, donc 2’ € U, N OU,, = {x} car les deux cercles ne
se croisent pas.

(2) Par définition d’un ensemble calotte-négligeable, il suffit en fait de montrer
que VS € S, SN N2(S) = 0. Si ce n'est pas le cas, on a un x € S qui est dans
des calottes arbitrairement petites dont la frontiére est un cercle de §. Mais pour
un diamétre assez petit, la frontiére d’une telle calotte va croiser S, ce qui est une
contradiction. (]

Lemme 5.2.16. (Lemme 4)

Soient S une famille fermée non vide de cercles qui ne se croisent pas deux a
deuz et y € (X \|JS)\N2(S). Alors, il existe une suite (finie ou infinie) de calottes
deuz a deuz disjointes C1,..,Cy, .. telles que ¥i, 9C; € S, y & |, C; et telles qu’il
n'existe pas de point de X \ |J; C; qui soit séparé de y par un cercle de S.

DEMONSTRATION. Soit C :={C € €; y € C et IC € S}. Deux cercles de S ne
se croisant pas, si C et C’ sont dans C, alors CNC’' = ou C C C' ou encore C' C
C. Par le lemme 1 et le lemme de Zorn, toute calotte de C est contenue dans
une calotte maximale, elle méme appartenant & C car S est fermée. Ces calottes
maximales sont donc disjointes et ’espaces étant séparable, il n’y en a qu’une
quantité au plus dénombrable. On les note donc Cy, Cs,.... Il est clair que si x est
un point séparé de y par un cercle S € S, alors il existe C' € C avec 9C = S et
z € C donc z € |, C;. O

Lemme 5.2.17. (Lemme 5)
Il existe so < 1 tel que trois calottes C(u;,1;) vérifiant r; > sy ne peuvent étre
deuz a deux disjointes.

DEMONSTRATION. Soit C(ug,sp) une calotte avec so < 1. Si C(ug,r2) et
C(us,r3) sont deux calottes telles que C(u;, ;) N C(u1,s0) = 0 et r; > s¢ pour
i = 2,3 alors us et ug sont dans la calotte C'(—uy,1 — s¢), il suffit de prendre sg
suffisament proche de 1 pour que C(uq,73) et C(us,r3) se rencontrent. O
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Lemme 5.2.18. (Lemme 6)

Soit C1,Cs, ... une suite de calottes qui peut étre partitionnée en deuzr sous-
suites formées de calottes deux & deux disjointes et telle que aucune des réunions
C; Uéj ne recouvre X . Alors, il existe v € X \ C et € > 0 tels que

Vi, j, VO <r<e 0C(z,r) ¢ C;UC;.

DEMONSTRATION. Chaque calotte de la suite ne peut étre contenue que dans au
plus une autre calotte de la suite. Quitte & ne prendre qu’une partie des éléments
de la suite, on peut supposer qu’aucune calotte n’est contenue dans une calotte
différente. Ainsi, comme X ¢ C; UCj, on a Vi # j, 9C; \ C; # 0.

Premier cas : il existe 1 < i < j tels que 9C; et JC; se croisent. Prenons alors
x € 0C; N OC;. Alors, il existe €; > 0 tel que Vr < €1, C(z, ) rencontre chacun des
quatre ensembles C; N C;, C; \ Cj, C; \ C; et X \ (C; U C;). Supposons alors que
AC (z,r) C C,, U Cy.

Si C,, N Cp, = 0 alors © & C,, U C,y, (sinon les trois calottes Cyy,, C; et C;
se rencontreraient deux a deux, ce qui n’est pas possible) et comme de plus X #
Cp, UC,, alos C(x,1) ¢ Cp, UChp,.

Si C, NC,, # 0 alors on est dans un des cas suivants (par symétrie de
Cp et Cp) :

(a) (Cr = Cj et C, = C)) = (C,,UC,,)N(X\ (C;UC;)) = 0 : impossible.

() (Cn =Cj et C,NCj =0) = (C, UCy,) N (C;\ C;) =0 : impossible.

(c) (CrnnNCi=0et C,NC; =0) =(C,UC,,)N(C;NC;) =0 : impossible.

C
C;

Deuxiéme cas : SiV 1 < i < j, 0C; et 0C; ne se croisent pas, et si la suite
a au moins deux éléments, on prend x € C, \ C7. Il existe alors e > 0 tel que
V0 <r<e, C(z,r)NCy = 0. Ainsi, la seule fagon pour que C(z,r) C C; UC;
est que i = 2 < j mais comme C; N C; = (), ce n’est pas possible.

Dernier cas : la suite est réduite a C;, on peut donc choisir x € X \ (1, et il
existe clairement e3 > 0 tel que V0 < r < €3, on a 9C(z,r) ¢ C4.
On prend donc € := min(ey, €2, €3). |

Lemme 5.2.19. (Lemme 7)

Soit C1,Cs, ... une suite de calottes qui peut étre partitionnée en deuzr sous-
suites formées de calottes deux & deux disjointes et telle que aucune des réunions
C;UC; ne recouvre X. Alors,

(i) X ¢ Uz Ci, o

(it) Ve € X \ U, Ci, Je > 0; VC € €, x € C, diam(C) < €, Vi,j, oC ¢
Cc;uC;.

DEMONSTRATION. (i) Construisons un z € X \ |JC;. Par le lemme 6, il existe
71 € X\Cret0<e <d(xy,Ch) tels que X NOC(xq,¢€1) ¢ auﬁj, Vi, j. Prenons
Wi affine tel que X N W7 = 0C(z1,€1). On réapplique le lemme 6 avec X N W7 a
la place de X pour trouver x5 € (X NWy1)\ Cy et 0 < €3 < 27 d(w2,Cs) tels que
XNW1NOC (w2, €2) ¢ C;UCS, Vi, j et X NWa = X NW;NIC (29, €2). On construit
alors une suite (zy)), clairement convergente, dont la limite = ¢ |, C;.
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(74) Du fait que la suite de calottes se partionne en deux sous-suites formées
de calottes deux a deux disjointes, et par le lemme 5, on déduit qu’il y a au plus

quatre calottes Ay = C'(ug, 1) telles que r,. > so. Soit z € X \ |J; C;. 1l existe alors
1 > 0 tel que VC € € avec diam(C) < non a

60Ak:®7£:L~~;4
Si —xze€C =C(u,s) et C’NC #0, alors s > sg

Supposons que 9C C C; U C;. Premier cas : C; N C; = 0. Alors, 9C C C; (en
particulier C; # Ag) et donc —z € V := X\a mais V contient donc xz et —x et V'
est connexe : c’est une contradiction car x et —z sont séparés par dC;. Second cas :
dCNCy # 0, k =1,j. De le méme maniére, —z et x sont dans V' := X \ C; UC;
qui est connexe et on a la méme contradiction. O

Lemme 5.2.20. (Lemme 8)

Soit W un sous-espace affine fermé de dimension infinie de H et C1,Cy, .. une
suite de calottes qui peut se partionner en deux sous-suites de calottes deux ¢ deux
disjointes tels que

(1) #(X W) > 1,

(ZZ) Vi, g X NW §Z€z Uéj.

Alors, (X N W)\ U, C; n'est pas calotte négligeable.

DEMONSTRATION. Supposons que (XNW)\J, C; C U, Ni, oit chaque N, C X
est constitué de points contenus dans des calottes arbitrairement petites dont la
frontiére ne rencontre pas Ni. On va construire par récurrence une suite décroissante
de sous-espaces affines fermés, tels que W, vérifie (i) et (ii) et (X NW,), soit une
suite décroissante dont le diamétre tend vers zéro. Posons Wy := W et supposons
Wi, .., W, construits. On applique le lemme 7 & X NW,. On a donc XNW,, ¢ |J, C;
et Vo € (X NW,) \ U, Ci, 3np, > 0 tel que Vi, j, VC € € avec diam(C) < 1, et = €
C,onaXNW,NnaC ¢ C;NC;.

Mais par hypothese, X N W,, C X N W C |J,, Ni. Soit donc

kp = inf{k; (X N W)\ | JC7) NNy, # 0}

Prenons z, € (X NW,) \ U, Ci) N Ny, et ¢, > 0 tel que

€p < min(1p, 277d(Cy))
et x, étant dans Ny, prenons D), une calotte contenant x, de diamétre stric-

tement inférieur & €, et dont la frontiere ne rencontre pas Ny, . Il suffit maintenant
de définir W41 comme un espace affine fermé tel que

XN Wpy1 =X NW,NaD,.

Par construction, W4 satisfait les propriétés voulues. On en déduit qu’il existe
z € X tel que {z} = (,(X NW,). Mais alors x € (X N W) \ U, Ci et = & U, Ni.
Absurde. O
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2.2.1. Preuve du lemme-clé 1.

(i) Premier cas : K et K’ sont tous les deux des cercles S et S” qui se croisent.
Il existe un sous-espace affine de H' de dimension infinie W tel que XNW = SN.S’
(W est lintersection de deux hyperplans affines) et on prend C; une calotte qui ne
rencontre pas S U S’ pour appliquer le lemme 8.

Second cas : K = X \ |, C; avec (C;); calottes deux a deux disjointes et
0Cy = S, K' = S et Set S se croisent. Soit W un hyperplan affine tel que
wnx=29.

On veut encore se servir du lemme 8. Montrons qu’on est bien dans les condi-
tions d’applications. Supposons que S’ C C; UC;. Deux cas se présentent : ou bien
X=C;u @ mais alors K = () et le probléme est trivial, ou bien l'intersection des
frontieres est au plus un point et on a alors (quitte & permuter i et j) que S’ C Cj,
ce qui n’est pas possible car S’ et 9Cy = S se croisent.

Dernier cas : K = X \ |, C; avec (C;); calottes deux a deux disjointes et
0Cy = S, K' = X \ |, C! avec (C!); calottes deux & deux disjointes et IC} = S’
avec S et S’ qui se croisent. On prend cette fois W = H. Il suffit de vérifier que
X # @u@’.. Supposons que ce ne soit pas le cas, posons D := X\C; et D’ := X\Cig
Alors ou bien i = 0 et S = 9Cy C D, ou bien i > 0 et les calottes étant deux &
deux disjointes S C D. Dans les deux cas, on a S C D. De la méme maniére, on a
§' C D'. Mais comme X = C; UC}, D et D’ sont deux calottes disjointes et alors
S et S’ ne peuvent se croiser : contradiction.

(ii)Ear hypothése, il existe z € G N S. 1l existe alors une calotte C' telle que
x e C, CCGetdC =S5 croise S. Par (i), K NS’ n’est pas calotte-négligeable,
mais K NS’ € K NG donc on a le résultat voulu.

2.2.2. Preuwve du lemme-clé 2.

Notons A := {E C X; 3(S, N) admissible pour E}.

On va montrer que A est une classe monotone contenant toutes les calottes.

Le vide et tout singleton étant calotte-négligeables, les calottes du type X ou
X\{x} sont bien dans A. Si C est une calotte propre, il est aussi clair que S := {9C'}
et n’importe quel ensemble calotte-négligeable conviennent.

De plus, si E € A avec (S, N) admissible pour FE, alors il est absolument trivial
(en vertu du coté symétrique de la définition) que (S, N) est également admissible
pour E¢. Donc A est stable par complémentation. D’apres la remarque 1.1.5-(iii)
il suffit donc de montrer que A stable par réunion dénombrable disjointe.

Soient (Ex)r>1 une suite d’éléments de A deux & deux disjoints et (Sk, N)
admissible pour Ej. On veut montrer que E := [, Ej € A, c’est a dire construire
(S, N) admissible pour E.

- VY(S,T) €S, xSp, T et S ne se croisent pas. (%)
En effet, supposons le contraire. Par le lemme 2, il existe € > 0 tel que §(S, S") <

eet §(T,T') < e impliquent que S” et T’ se croisent.
Premier cas : m = n.
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L’hypothése (A1’) pour S, nous fournit alors deux K —ensembles K’ et L'par
rapport a deux cercles S’ et T” vérifiant 6(5,S") < eet 6(T,T") < eet K'\N,, C E,
et L' \ N,, C ES. Par le lemme-clé 1, K’ N L' n’est pas calotte-négligeable. Mais
(K'NL')\N, C E,NEY, i.e K'N L' C N,, c’est une contradiction.

Second cas : m # n.

Nous utilisons encore (A1l’) pour trouver deux K —ensembles K’ et L' par
rapport a deux cercles S’ et T" verifiant 6(5, S") < e et §(T,T') < eet K'\N,,, C E,
et L'\ N,, C E,, mais F,, NE,, = 0 donc comme précédemment, K'NL" C N,UN,,
ce qui est toujours impossible par le lemme-clé 1.

On définit
S = U Sy et 87 =8,
k=1
- V(S,T) € 8 x 8", T et S ne se croisent pas. ()

C’est une conséquence triviale du lemme 2 et de (x).
Posons maintenant

No:=N'(8")UN?*(S") et N := | J Ny
k=0
Le lemme 3 implique Nget donc N sont calotte-négligeables.

~-VI'eS, T\NCEouT\N CE“ )

Supposons qu’il existe un couple (z,y) € (TNENNC) x (TNECNNC). Soit
k tel que = € Ey.

QTEE;C\N;C et yEEE\Nk

! \
T\Nk¢Ekc et T\Nk¢Ek
U
T ¢S,

Mais « ¢ Ny (et pareil pour y) donc ils ne peuvent appartenir qu’a au plus un
cercle de 8” donc ne sont dans aucun cercle de Sy.

Donc (z,y) € Ex \ (N, UUSk) x ES \ (N UJSk) et par Phypothése (A2) il
existe S € S C §” qui sépare = et y mais alors S et T se croisent, ce qui contredit

().

Posons maintenant
S§:={Se€8”; S vérifie (A1) pour F et N}.

On va voir que (S, N) convient.
- VS eS8 tel que SN(EC\N),onaScS. (% % %)

Prenons donc un tel S. Par () et par hypothése, on a S\ N C E€. De plus, soit
€ > 0. Il existe k et T' € Sy tels que §(S,T) < §. Utilisons maintenant (A1’) pour
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T dans Sy, : il existe K’ K —ensemble par rapport & un cercle S’ avec §(S",T) < §
et XK'\ N C K'\ Ny, C E;, C E; c’est la premiére alternative de I’hypothése (A1),
donc S € S.

1l reste donc & prouver que S vérifie (A2). Soit (z,y) € E\ NUUJS x E¢\
N UUJS. (En particulier, S” est non vide).

On remarque déja, du fait que si S € S” avec SN (EC \ N) # ) alors S € S,
quey € EC\NuUlJS”.

On a maintenant besoin du fait suivant, dont la justification ne semble pas
claire dans larticle : tout point de E'\ N est séparé de y par S”.

On peut alors trouver au moins un cercle de S qui sépare x et y. Premier cas :
il en existe un d’intersection non vide avec E¢ \ N, et donc il est dans S et on a
le résultat souhaité. Second cas : tout cercle séparant x et y est dans E \ N, on
a (par le lemme 4, la famille §” étant non vide et fermée) une suite de calottes
deux & deux disjointes C1, Co, .. telles que 0C; € S”, y & Ula et aucun point de
X\ UU; Ci ne peut étre séparé de y par un cercle de S”. Comme c’est le cas pour =,
il existe i tel que z € C;,. Posons alors S := 9C;, et K := X \ |J, C; (qui est bien
un K —ensemble par rapport a S). Alors S sépare z et y donc S\ N C E et comme
tout point de F'\ N est séparé de y par un cercle de S”, il suit que K \ N C E€ et
donc S € S.

Vérifions néanmois que VS € S, S C 0F. Supposons qu’il existe x € E N

S, i.e SNE # (). Par le lemme-clé 1-(ii) SN E n’est pas calotte-négligeable. Mais
x étant intérieur & F, il existe € > 0 tel que VS' € &, §(S,5") <eona S'NE # (.
Soit alors K’ un K —ensemble par rapport & un tel S’. Toujours par le lemme-clé
1-(ii) K'NE n’est pas calotte-négligeable. L’admissibilité du couple (S, N) entraine
que

S\ N c E€ ou K'\N c E€
i3 i3
SNECSNNCN ou K'NnECK'NnNCN
I3 I3
SNEeN ou K'NEeMn

C’est absurde. Donc SN E = . En permuttant E et E on trouve SN EC =)
et donc on a S C OF.
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