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Introduction

La classification des espaces quadratiques (V) ¢) sur un corps commutatif K consiste a

décrire les classes d’isomorphismes (isométries bijectives) d’espaces quadratiques sur K (ou
plus généralement des modules quadratiques sur un anneau commutatif). Une telle descrip-
tion est donnée par la liste complete des invariants de ¢ pour la relation de similitude, a
laquelle il faut ajouter la dimension de 'espace, qui est un invariant évident.
Nous connaissons les invariants des formes quadratiques sur quelques corps usuels : pour un
corps commutatif algébriquement clos (par exemple K = C), le rang est le seul invariant.
Pour K =R, la signature de ’espace quadratique vient s’ajouter au rang; c’est le théoreme
d’inertie de Sylvester. Sur un corps fini (de caractéristique # 2), deux formes quadratiques
sont isomorphes si et seulement si elles ont méme rang et méme discriminant. Dans 1’étude
de ces trois exemples, il apparait que la classification est intimement liée a la structure du
groupe des carrés du corps.

L’objet de ce mémoire est de classifier les formes quadratiques sur le corps des rationnels Q.
Puisque toute forme rationnelle est une forme réelle, nous pouvons déja donner des inva-
riants : le rang et la signature de la forme (vue comme forme quadratique sur R). Toutefois
le probleme est plus complexe que sur R (tout comme le groupe des carrés de Q est plus
complexe que celui de R), nous aurons besoin de définir d’autres extensions de Q dans les-
quelles plonger les formes quadratiques rationnelles : les corps p-adiques Q,. Il nous faudra
ensuite faire la liste des invariants des formes sur les corps Q,. Enfin, le célebre théoreme de
Hasse-Minkowski apportera la réponse a notre probleme, en illustrant le principe local-global.

Nos remerciements s’adressent a notre tuteur Olivier Brinon, professeur des universités a
I'Institut de Mathématiques de Bordeaux, pour ses conseils, ses relectures, sa bienveillance,
et les petites astuces sur WTEX. Merci a Alexandre Bailleul, AGPR a I’ENS de Paris-Saclay,
pour les discussions sur le symbole de Hilbert. Nous remercions également Jean-Pierre Serre
pour son fameux Cours d’Arithmétique.
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1 Apéritif
1.1 Rappels sur les corps finis-compléments

Dans ce qui suit, les corps considérés seront supposés finis et commutatifs.

Définition 1.1.1. On appelle corps premiers les corps Q et F, = Z/pZ, avec p premier. On
définit la caractéristique d’un corps K, notée Car(K), l'entier 0 ou p suivant que K est une
extension de QQ ou de F,,.

Lemme 1.1.1. Si Car(K) = p, 'application ¢ :  — 2 est un isomorphisme (morphisme de
Frobenius) de K.

Démonstration : On a évidemment o(xy) = o(z)o(y) (on suppose le corps commutatif).
p
Soient =,y € K, o(z+y)= >, (Z) ¥y et pour tout 1 < k < p, (g) = 0 (mod p).
k=0
Donc : o(z +y) = o(x) + o(y). o est donc un morphisme évidemment injectif (comme tout
morphisme de corps). O

Théoreme 1.1.1. La caractéristique d’un corps fini K est un nombre premier p # 0. Si
f=[K :F,] alors K contient p/ éléments et est isomorphe a F,,.

Démonstration : Si K est un corps fini alors il ne saurait contenir QQ, sa caractéristique est
donc un nombre premier p # 0. Si f est le degré de l'extension K/F, alors il est clair que
K| =p/. O

Lemme 1.1.2. Soit K un corps commutatif, soit G un sous-groupe fini du groupe multipli-
catif K*. Alors G est un groupe cyclique.

Démonstration : Soit n = |G|. Pour tout entier d > 1, notons Gy := {z € G | 2% = 1} et
H,; C G, le sous-ensemble des éléments d’ordre exactement d. On a alors G = G,, est la
réunion disjointe des Hy, d|n. Soit ¢ la fonction indicatrice d’Euler. Rappelons d’abord que

n=7> ¢(d).
din

Soit d | n tel que Hy # (). Montrons que |Hy| = ¢(d). Pour tout diviseur e de d, on a H, # (.
De plus, |H.| > ¢(e). En effet, si a € H, (donc d’ordre e), alors les " avec 1 < r <e—1
premiers & e sont deux & deux distincts et d’ordre e. Comme le polynome X —1 € K[X] a
au plus d racines dans K, on a :

12 (Gal = Y H| = Y ole) = d
eld eld
Donc |H.| = ¢(e) pour tout e |d. En particulier, |Hy| = ¢(d). 11 vient :

D eld)=n=IG =) ¢(d)

dln dln
Hy#0



Cela implique que Hy # () pour tout d | n. Par conséquent, H,, # (), ce qui veut dire que G a
un élément d’ordre n et est donc cyclique. 0

Théoreme 1.1.2. Le groupe multiplicatif ¥ du corps fini F, est cyclique d’ordre ¢ — 1.

Démonstration : On applique le lemme précédent a F, et F* et on obtient que F est cyclique
d’ordre p(q) = q — 1. O

Fixons un corps K de cardinal ¢ = p” (donc de caractéristique p), r € Nyg.

Proposition 1.1.1. Soit K un corps tel qu’énoncé précédemment, alors :
(i) Si K C K’ est une extension finie, il existe £ € K tel que K’ = K[¢];
(ii) Si L est un sous-corps de K, alors |L| = p? avec d|r;
(iii) Soit d € N* divisant r, il existe un unique sous-corps L de K tel que |L| = p%. On a
L={xe K|z =2} et L est isomorphe & Fpa.

Démonstration : (1) Comme K’ est un corps fini, K'* est cyclique. Si £ est un générateur de
ce groupe, il est clair que K’ = K[¢].

(ii) Posons |L| = n, il existe d € N* tel que n = p?. D’autre part, K étant un L-espace
vectoriel de dimension finie, on a ¢ = n® avec s € N* et on a fini.

(iii) Comme d divise r, p? — 1 divise p" — 1 = ¢ — 1. Ecrivons ¢ — 1 = n(p? — 1), et soit £ un
générateur du groupe cyclique K*. Alors " est d’ordre p? — 1 et le sous-groupe G de K*
engendré par £" est 'ensemble des z € K* qui vérifient z¢"~! = 1. On a |G| = p?—1. Notons
alors K’ = {0} UG est 'ensemble des éléments = de K tels que 22 = z et | K| = pc.

K K
Posons 7 : { - .On a 7= (0)? (0 le morphisme de Frobenius). Ainsi, K’ est un

z = 2
corps. Il existe donc un sous-corps de K de cardinal p?. 0

Lemme 1.1.3. Soit u € N,

S(X") = Za:" =

{ —1 siu>1 et divisible par ¢ —1
rzeK

0 sinon

Démonstration : Siu = 0 alors tous les termes de la sommes valent 1 et on a alors : S(X") =
q X 1 =0 puisque K est de caractéristique p et ¢ = p".
Siu > 1 et divisible par ¢ — 1, ona 0* =0et 2* =1si x # 0, d’ou :

S(X") =(g—1)x1=—1

Enfin, si u > 1 et non-divisible par ¢ — 1, le fait que K* soit cyclique d’ordre ¢ — 1 montre
qu’il existe y € K* tel que y* # 1. On a :

S(X") = Z = Z yhat =y S(X")

zeKX TeEKX
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D'ou (1 —y*)S(X™) = 0, ce qui implique que S(X"*) = 0. O

Théoréme 1.1.3. (Chevalley-Warning) Soient A un ensemble fini et :
fo € K[X1,..,X,] (a€A)

des polynomes a n variables tels que > deg(fa) < n, et soit V l’ensemble des zéros communs

acA
dans K™. On a :

VI =0 (mod p)

Démonstration : Posons P = [[(1 — f471), et soit # € K™. Si # € V tous les f,(x) sont nuls

et donc P(x) =1;siz ¢V, T'un des f,(z) est non nul, et f4~1(z) =1 d’ott P(z) = 0. Ainsi,

P est la fonction caractéristique de V. Si, pour tout polynéme f, on pose S(f) = > f(z),
zeK™
on a donc :

VI=S5(P) (mod p)
Et tout revient a montrer que S(P) = 0. L’hypothese > deg(f,) < n entraine :

deg(P) < n(g— 1)
Donc P est combinaison linéaire de monomes :
X" =X;" .. X"

avec Y u; < n(g—1). Il suffit alors de prouver que, pour un tel monéme X", on a S(X*) = 0.
Mais cela résulte de lemme précédent, puisque I'un au moins des u; est inférieur a ¢ — 1. [

Corollaire 1.1.1. Si > deg(f,) < n et si les f, sont sans terme constant, alors les f, ont
un zéro commun non trivial.

Démonstration : Si V était réduit a {0}, on aurait |V'| = 1 et dans ce cas 1a |[V]| # 0 (mod p).
O

Corollaire 1.1.2. Toute forme quadratique d’au moins 3 variables sur K a un vecteur
isotrope non trivial.

Démonstration : 11 suffit d’appliquer le corollaire précédent dans le cas ou on considere une
seule forme homogene, de degré 2 < 3. O



1.2 Loi de réciprocité quadratique

1.2.1 Symbole de Legendre

Définition 1.2.1. Soit p un nombre premier impair et a € F,, on définit le symbole de
Legendre :

. 0 sia=0
(—) = 1 sia#0 est un carré modulo p
p —1 sia## 0 n’est pas un carré modulo p
Proposition 1.2.1. (Critere d’Euler) Pour a € F)f, on a : (ﬁ) —a'7.
p

. . , . p—1
Démonstration : Les carrés modulo p sont exactement les racines dans F 7 de X 2 —1. Comme

F) est d’ordre p — 1, a"z est d’ordre au plus 2, donc

g5 = 1 si a est un carré modulo p (e
| —1sian’est pas un carré modulop — \p )/’

O

()
(5

a
On prolonge le symbole de Legendre aux entiers relatifs en posant pour a € Z, (—)
p

b b -
Théoreme 1.2.1. Poura,b € Z, (a_) = (2) <—> et st p ne divise pas a, (2>
p p p p

On a aussilles relations suivantes :
o (3)-n |
i (S) = s L ey
i) (2)={ Ly E e

Démonstration : La multiplicativité résulte du critere d’Euler et, si p ne divise pas a, alors

| Ql

e

a
(—) € {—1;1} est son propre inverse. De plus, (i) est immédiat et (ii) provient aussi du
p

critere d’Euler. Montrons (iii); soit 2 une cloture algébrique de F, et a € Q une racine

8-itme de 'unité. On a o* = —1 et donc a® + a=2 = 0. Posons y = a + a~ !, alors y> = 2 et
y? = o + aP (on est en caractéristique p). Si p = 1 (mod 8), alors y? = a*! + T =y,
donc 2"2° = y»~! = 1. Sinon on a p = +5 (mod 8), donc y? = ot + o™ = o® + a.
On observe que 1+ a? + a? 4+ a% = 0 (c’est la somme des racines 4-iémes de I'unité), donc
’(@®+a+al+at)=a?+1+a+a* =0. Comme a® #0,onac’+a® = —(a+a™?t),
donc y? = —(a+a 1) = —y, dott y?~1 = —1. O

Remarque : On peut reformuler les points (ii) et (iii) en : « —1 est un carré modulo p ssi
p=1 (mod 4)> et < 2 est un carré modulo p ssi p = +1 (mod 8)>.

7



1.2.2 Loi de réciprocité quadratique

On consacre cette partie a une propriété fondamentale du symbole de Legendre :

Théoréme 1.2.2. (Loi de réciprocité quadratique) Soient p et q deuxr mnombres premiers

impairs et distincts. Alors :
p q p=lg-1
— — | = (—1) 2 2,
() ()

Parmi les (trés) nombreuses démonstrations de ce résultat (au moins 196), on en proposera
deux. Avant de passer aux preuves, illustrons ce résultat; la loi de réciprocité quadratique

nous dit que (2 — (2) sauf si p et ¢ sont simultanément congrus a 3 modulo 4, auquel
q p
5 23 3
cas Py__ (4 .Parexemple, | = | =—)=(=-] =-1.
q D 23 5 5
Premiere démonstration :

Lemme 1.2.1. (de Gauss) Soit a un entier non divisible par p. On considere les nombres
a,?a,... 1%1@ et on réduit chacun d’entre eux a son représentant le plus petit en valeur

a
absolue, i.e au nombre 7, = ka (mod p), ou —’%1 <7 < p%l pour tout k. Alors, (—) =

p
(—1)*, ou s est le nombre de k tels que 7 < 0.

Démonstration du lemme : On note uy,...,u, les représentants < 0 et vy,...,vp-1_, ceux
2

> 0.0n remarque que les nombres —uyq, ..., —u, sont tous compris entre 1 et ’%1, et qu’ils sont
tous distincts des v; (en effet si —u; = v; (mod p), alors p | u; +v;. Mais u; = k.a (mod p) et
v; =l.a (mod p), donc p | (k+().a. Comme aAp =1 on a (d’apres le lemme... de Gauss!) que
p | k+1, ce qui est impossible car k+1 < p—1). Il suit que {—uy, ..., —ug, vy, ... ,Upz;lis} =

{1,..., 5}, dot :

(—1)* H ;i v = <}%1)| (mod p).

i < i p—1
= 1§]§T

En revenant a la définition des u; et des v,

Ce= e ITw I1 o= o),

1<i< . p—1
<iss  1<j<r;

On simplifie par (p%l)! # 0 (mod p) et d’apres le critere d’Euler,

(2) _ 4" = (=1) (mod p).

D



Comme —1 # 1 (mod p), on a bien montré que (E) = (—1)°. O
p

2
Remarque. Le lemme permet de calculer facilement (—) ; les nombres 2,4, ..., 2”;1 sont
tous compris entre 1 et p— 1. Alors, s = |{i | B2 < 2i <p—1}| = —|{i|2i < B} =
p%l — Lp 41J = (’%W (partie entiére par exces). On retrouve bien que 2 est un carré modulo

p lorsque p = 8k £+ 1.

On peut maintenant passer a la premiere démonstration, die a Gotthold Eisenstein :

Démonstration du théoréme : Supposons que kg est un multiple de ¢ qui se réduit modulo p
au représentant r; < 0, cela 81gn1ﬁe qu’il existe un unique entier j tel que —% < kq— jp < 0.
Comme 0 < k <%, ona— P(q—1)—jpet donc 0 < j < . En d’autres termes, et d’apres

le lemme, <Q> = (—1)5, ou s est le nombre de points du réseau constitué des couples (z,y)
p

d’entiers tels que (i) : 0 < py —qr <2, 0< 2 <%, 0 <y < Parsymétrie, <E> = (—1),

ou t est le nombre de points du réseau constitué des couples (z,y) d’entiers tels que (i7) :
0<gr—py <% 0<z<? 0<y<i Dansle rectangle de longueur £ et de largeur £,
on trace la diagonale d’équation py = gz et ses paralleles d’équations (1) : py — qx = & et
(2) : gz — py = . Par exemple pour p = 11 et ¢ = 17, cela donne :

1
2

-

5

On termine la démonstration en faisant quelques remarques :

1) I n’y a pas de points du réseau sur la diagonale ni sur les deux paralleles. En effet,
py = qr impliquerait p|x ce qui est impossible car 2 < £. Pour les paralleles, py — gz est un
entier mais £ et £ ne le sont pas.

2) Les points du réseau qui satisfont la condition (i) sont précisément situés dans la bande
supérieure (délimitée par (1) et la diagonale) et ceux vérifiant la condition (ii) sont dans la
bande inférieure (délimitée par (2) et la diagonale). Ainsi, le nombre de points du réseau que
I'on trouve dans les deux bandes est égal a s + ¢.

3) Les parties extérieures R, définie par py —qx > £ et S, définie par gz —py > Z contiennent

le méme nombre de points. En effet, l’apphcatlon 90 R— S, (z,y) — (p'gl x, q;“l —y) est
bien définie : si (x,y) € R, i.e py—qz > &, alors : q(pJrl x)—p(%l—y) =py—qr+i-8>1

De plus, ¢ est clairement involutive.

Comme il y a en tout p%l.q;; points situés dans le rectangle considéré, on en déduit que



-1 ¢g-1 . e
s+tet pT'qT sont de méme parité. Finalement,

() -

Deuxieme démonstration : Celle-ci est plus classique et repose sur les sommes de Gauss.
Soit F le corps fini & ¢gP~! éléments. C’est un corps fini de caractéristique ¢, son groupe multi-
plicatif est d’ordre ¢?~! — 1 et cyclique. Le petit théoréme de Fermat nous dit que p|¢*~! —1,
et donc par les théorémes de Sylow (ou simplement Cauchy ici), il existe un élément d’ordre
p, notons le ( € F*. Considérons la somme de Gauss :

G:zZ(%)CiGF.
i€F,

On va d’abord montrer deux identités sur les sommes de Gauss, dont la loi de réciprocité
quadratique résultera immédiatement.

En utilisant la multiplicativité,

=y (;f) ¢ = ng(zwp—”)), en posant k =i+

i,j€Fp keF, i€Fy

On remarque que si ¢ # 0,

(#50) () ()
- (36,

1— kit
Si on pose C = >, cpx (—), on vient de montrer que :
P p

(-1 G =Y Gt

kR,
1
Sik=0,Co= 3k (]—)> =p—1;sinon s = 1 — ki~! décrit F,\{1} quand 7 décrit F

(Vinverse est F,\{1} — F, s > k(1 — 5)") et Cp = 3, cp (f) - (1) _ - <1> —

p p p

10



car dans F il y a autant d’éléments qui sont des carrés que d’éléments qui n’en sont pas.
Finalement,

-1 =Y G =p-1+ 3 (=) =p-1- (-1 =p

keF, keF) keF,

En particulier, G # 0. Montrons maintenant :

En effet,

-\ 4
GY = Z (i) (" en appliquant le Frobenius.
p

icFp
A AN .
— Z (_) ¢, car (—) = (—) (g est impair).
ier, \P p b
p
_ (Q) S (@> ¢4 dapres la multiplicativité.
P/ icr, \P
p
= (g) G, car i i.q est une permutation de {0,...,p — 1}.
p

Le résultat s’obtient alors en divisant par G (non nul). On peut maintenant conclure,

<%> (g) - ((_DTP) - (%) = ()T =G = (]%)

1.3 Rappels et compléments sur les formes quadratiques

Dans ce paragraphe, K désigne un corps commutatif de caractéristique différente de 2, et V'
un K-espace vectoriel de dimension finie.

11



Définition 1.3.1. Une application ¢ : V' — K est une forme quadratique sur K (ou un
K-forme quadratique) si :
1) Pour tout a € K et tout z € V, g(az) = a’q(x);
2) Lapplication ¢ : (z,y) — 1(q(z + y) — g(z — y)) est bilindaire symétrique, on dira
que @ est la forme polaire de q.
On dit alors que (V) q) (parfois (V,¢)) est un espace quadratique.

Définition 1.3.2. Soient g une forme quadratique et ¢ sa forme polaire associée, on dit que
(V,q) est non-dégénéré si ¢ est non-dégénérée, c’est-a-dire si :

Vi={zeV|(VyeV)p(x,y) =0} ={0}.

Définition 1.3.3. Soit ¢ une forme quadratique, on note C(q) le cone isotrope de q défini
par :
Clq) = {z e V]q(z) =0},

Si z € C(q), on dit alors que = est un vecteur isotrope.

Définition 1.3.4. On appelle plan hyperbolique, un espace quadratique de dimension 2 en-
gendré par deux vecteurs isotropes z et y tels que ¢(x,y) # 0.

Quitte & multiplier y par —, on peut supposer ¢(z,y) = 1 et alors la matrice de la forme

w(z,y)’
01
1 0

quadratique dans la base (x,y) est :
Définition 1.3.5. Soient (Vi,q1), (Va,q2) deux espaces quadratiques. Une isométrie de
(Vi,q1) dans (V4, g2) est une application K-linéaire f : V; — V5 telle que pour tout v € V; :

g2 © f(U) =q(v)

c’est-a-dire que f préserve les formes quadratiques.
Si une telle application existe entre (V1,q1) et (V2,q2), on dit que les espaces quadratiques
sont isomorphes.

Proposition 1.3.1. Tout espace quadratique (V, ¢) admet une base orthogonale.

Théoreme 1.3.1. (Witt, Simplification des espaces quadratiques) Soient (Vi,q1), (Va, q2) et
(W, q) trois espaces quadratiques non-dégénérés tels que (Vi @ W, q1 @ q) ~ (Vo ® W, q2 @ q),
alors :

V1, q1) = (Va, g2).

Démonstration : Nous ne ferons ici qu’une esquisse de la démonstration. Comme W est un
espace vectoriel de dimension finie, (W, ¢) admet une base orthogonale d’apres la proposition
précédente, il suffit donc de ne traiter que le cas dimg (W) = 1, i.e. W = Ke. Ensuite, on
peut montrer qu’il existe une isométrie Vi W — VoW qui envoie {0y, } W sur {0y, } W,
elle induit donc une isométrie entre les orthogonaux. O

Théoréeme 1.3.2. (Witt, prolongement des isomorphismes) Soient (V,q) un espace quadra-
tiqgue non-dégénéré, W un sous-K -espace vectoriel de V et f : W — V wune application
injective et isométrique (telle que qo f = qw ). Alors f se prolonge en une isométrie de V.

12



Définition 1.3.6. Deux formes quadratiques ¢; et go sur V sont équivalentes lorsqu’il existe
u € GL(V) tel que :
G2 =q1ou

Définition 1.3.7. Soient (V, ¢) un espace quadratique sur K et ¢ la forme polaire de g. On
dispose de 'application linéaire

/- V —» V=
7 z ng(xa)

On définit le rang de ¢ comme le rang de ¢,. Notons que si B = (ey, ..., e,) est une vase de
V sur K, et B* la base duale de B, la matrice de ¢ dans B est la matrice de ¢, dans les bases
B et B*, et le rang de g est égal au rang de cette matrice.

Définition 1.3.8. Soit (V) un espace quadratique. Soit B = (ey, ..., e,) une base de V,
la matrice de ¢ dans la base B est définie par :

Matg(p) = (¢(e;, 61'))19',]‘91 e M, (K).

Définition 1.3.9. Soit ¢ une forme quadratique de forme polaire ¢ et soit B une base de V'
sur K, on appelle le discriminant de ¢ 'image de det (Matg(y)) dans {0} U (K*/K*?). On
le note disc(q).

Définition 1.3.10. On suppose que K = R. La signature d’une forme quadratique q est le
couple (s,t) ou s (respectivement t) est la plus grande des dimensions des sous-espaces E de
V tels que la restriction ¢z de ¢ & E soit définie positive (respectivement définie négative).

Définition 1.3.11. Soit (V, ¢) un espace quadratique. Le noyau de la forme quadratique ¢
est V4. )
De plus, si W est un complémentaire de V*, alors qw est non-dégénérée et (V,q) = (Vi 0)®
(W, qw). On remarque alors que pour classifier les espaces quadratiques sur un corps K, il
suffit de classifier ceux qui sont non-dégénérés.

Le but de ce mémoire est de classifier les formes quadratiques sur le corps des rationnels Q.
Classifier les formes quadratiques sur un corps K revient a déterminer les classes d’isomor-
phismes des espaces quadratiques sur K. On sait déja le faire pour certains corps K. Voici
quelques exemples :

1) Si K est un corps algébriquement clos (par exemple C), un espace quadratique est
entierement déterminé par sa dimension et son rang (a isomorphisme pres).

2) Lorsque K = R, un espace quadratique est déterminé par sa dimension, son rang et
sa signature (grace au théoreme d’inertie de Sylvester).

3) Lorsque K est un corps fini (par exemple F,), un espace quadratique est déterminé
par sa dimension, son rang et son discriminant.
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Définition 1.3.12. Deux bases orthognales e = (e1,...,e,) et € = (€],...,e!) de V sont
contigués si elles ont un élément en commun (i.e. il existe i et j tels que e; = €).

Théoreme 1.3.3. Supposons V' non dégénéré de dimension au-moins 3 et soient e =
(e1,...,en) et € = (e),...,€.) deux bases orthogonales de V. Il existe une suite finie e,

e, .. e™ de bases orthogonales de V telle que e®) = e, e™ = ¢, et que e soit contigué a
et pour 0 < i < m.

On dit alors que ¢, ..., e(™ est une chaine de bases orthogonales contigués reliant e a €'

Démonstration : Nous allons distinguer trois cas.

1) Supposons tout d’abord que ¢(ey, 1) - (e}, €;) — @(e1, €;)* # 0. Cela revient a dire que e,
et €] ne sont pas colinéaires et que le plan P = Ke; + Ke) est non-dégénéré. 11 existe alors
9,64 € P tels que :

1 1
P=Ke ®&Key et P=Ke| o Ke,

i
Notons H l'orthogonal de P; comme P est non-dégénéré, on a V- = H & P. Soit (e}, ..., el)
une base orthogonale de H. On peut alors relier e a ¢’ avec la chaine :

e — (e1,e9,€5,...,en) — (€],e5,e5,...,el) —€"

rn

Ce qui montre le théoreme pour le premier cas.

2) Supposons maintenant que l'on ait p(eq, e1) - p(eh, €5) — p(e1, €5)* # 0. On peut alors se
ramener au cas précédent en remplagant €} par €.

3) Supposons finalement que U'on ait ¢ (e, ;) - p(el, €;) — ¢(er;€l)? = 0 pour i = 1 et 2. Nous

allons commencer par démontrer le lemme suivant :

Lemme 1.3.1. Il existe z € K tel que e, = €] + xe}, soit non-isotrope, et engendre avec
e un plan non-dégénéré.

Démonstration : On a ¢(e,, e,) = @(€}, €]) +x2p(ehy, €5) ; on doit donc prendre 22 distinct

de —% D’autre part, pour que e, engendre avec e; un plan non-dégénéré, il faut et
2772
il suffit que :

90(61761) ’ @(em 61) - (6176x) 7é 0

Si I’on explicite en tenant compte de I'hypothese (de notre cas 3)), on trouve que le premier
membre est —2xp(ey, €]) - p(e1, €y). Or notre hypothese 3) implique que e; - €] # 0 pour
t =1 et 2. On voit donc que ex vérifie les conditions du lemme si et seulement si on a a
la fois © # 0 et 22 # el—;l) Cela élimine au plus trois valeurs de z; si K a au moins
4 éléments, on peut donc trouver un tel z. Reste le cas ou K = I3 (on rappelle que la
caractéristique de K est différente de 2, donc le cas K = Fy est exclu). Dans ce cas tout
carré non-nul est égal a 1, et notre hypothese 3) s’écrit (e, e1) - (e, el) =1pouri=1
E E] 3 est donc égal & 1, et, pour réaliser la condition 22 # 0, —1, il suffit
de prendre r=1. O

et 2; le rapport 2

Choisissons e, = €| + wel, vérifiant les conditions du lemme. Comme e, n’est pas iso-

1
trope, il existe ej tel que (e,,e5) soit une base orthogonale de Ke} @ Ke). On pose alors
€' = (eg, €5, €}, ...,¢e), c’est une base orthogonale de V. Comme Ke; + Keg est un plan

non-dégénéré, on utilise la premiere partie de la démonstration pour montrer que 'on peut
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relier e a €¢” par une chaine de bases contigués; d’autre part €’ et ¢’ sont contigués. O

Définition 1.3.13. Deux formes quadratiques ¢ et ¢’ sur un espace vectoriel V' sont dites
équivalentes si les espaces quadratiques correspondants sont isomorphes. On écrit alors g ~ ¢'.
Si M et M’ sont respectivement les matrices de ¢ et de ¢’ dans une base de V, alors ¢ ~ ¢
revient a écrire M’ = X M'X, ot X est une matrice inversible.

Définition 1.3.14. Une forme ¢(X;, X5) a deux variables est dite hyperbolique si :

q ~ X1X2 ~ X12 — X22.

Définition 1.3.15. On dit qu'une forme ¢(Xy,...,X,,) représente un élément a de K s’il
existe x € K™ non-nul tel que ¢(z) = a.

On remarque que g représente 0 si et seulement si ’espace quadratique correspondant contient
un vecteur isotrope non-nul.

Proposition 1.3.2. Si ¢ représente 0 et est non-dégénérée, on a ¢ ~ g2 + g ou ¢ est
hyperbolique, g non-dégénérée. De plus, g représente tout élément de K.

Corollaire 1.3.1. Soit ¢ = ¢(X1,...,X,,_1) une forme quadratique non-dégénérée, et soit
a € K*. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1) q représente a;

2) On a g~ h+aZ? ol h est une forme en n — 2 variables;

3) La forme ¢’ = q — aZ? représente 0.

Démonstration : L’'implication 2) = 1) est immédiate. Réciproquement, si ¢ représente
a, l'espace quadratique V' correspondant a ¢ contient un élément x tel que g(z) = a. Si H

1L

désigne I'orthogonal de z, on a K" ! = H @ Kx et on a bien alors ¢ ~ h +aZ? ou h désigne
la forme quadratique attachée a une base de H.

L’implication 2) = 3) est elle aussi immédiate. Inversement, si ¢ = ¢ — aZ* a un zéro

non-trivial (zq,...,2,-1,2), on a soit z = 0, dans ce cas la ¢ représente 0 et donc aussi a;
soit z # 0, alors :
I Tn—-1\
qgl—,..., = a.
z z
Ce qui montre 'implication et termine la preuve du corollaire. O]

Corollaire 1.3.2. Soient g et h deux formes non-dégénérées de rang au moins 1, et soit
f =g — h. On a équivalence entre :

1) f représente 0;

2) Il existe a € K* qui est représenté par g et par h;
3) Il existe a € K* tel que ¢ — aZ? et h — aZ? représentent 0.
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Démonstration : Le corollaire précédent permet déja de prouver 1'équivalence entre 2) et 3).
L’implication 2) = 3) est triviale.

Montrons 1) = 2), soit (z,y) un zéro non-trivial de f avec g(x) = h(y). Sia = g(x) = h(y)
est non-nul, alors 2) est vérifiée. Si a = 0, 'une des formes représente 0 (par symétrie on
peut supposer que ceci s’applique a g), donc tout élément de K, et en particulier toute valeur
non-nulle prise par 'autre forme (par symétrie, h ici). U

Théoreme 1.3.4. Soit ¢ une forme quadratique en n variables. Alors il existe aq, ..., a, des
éléments de K tels que :
qn~ a1X12 +- 4+ a'anz-

Démonstration : Cela provient de I'existence d’une base orthogonale. U

Théoréme 1.3.5. Soient g =g+ h et ¢ = g +h' deux formes quadratiques non-dégénérées.
Sig~q etg~g, alorsh~h.

Démonstration : C’est une reformulation du théoreme de simplification de Witt. O

Corollaire 1.3.3. Si ¢ est non-dégénérée, alors :
g~q@+-+gmth

ou qi, ..., ¢y sont hyperboliques, et h ne représente pas 0. Cette décomposition est unique,
a équivalence pres. Le nombre m de facteurs hyperboliques peut étre caractérisé comme la
dimension des sous-espaces isotropes maximaux de ’espace quadratique correspondant a q.

Terminons ce paragraphe par deux résultats sur les formes quadratiques sur F, ou ¢ = p/,
avec p # 2 un nombre premier (et f # 0 bien-sur).

Proposition 1.3.3. Une forme quadratique sur F, de rang au moins 2 (respectivement au
moins 3) représente tout élément de F (respectivement de F,).

Démonstration : D’apres le corollaire il suffit de montrer que toute forme quadratique a
3 variables représente 0. Il s’agit donc de montrer que si a, b, ¢ € F, sont non-nuls, I’équation :

az® +by* =c (%)

a une solution. Notons A ’ensemble des éléments de F, de la forme azx? et B celui de la forme
c—by? avec z et y dans F,. Les deux ensembles ont un cardinal de %1 on adonc ANB # ()
et () a une solution. O

Proposition 1.3.4. Toute forme quadratique non-dégénérée de rang n sur [, est équivalente
a:
X244+ X, 2+ X, ou X4+ X, %+aX,?

avec a € F, non-carré, suivant que son discriminant est ou non un carré.
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Démonstration : Le cas n = 1 est trivial. Si n > 2, on utilise la proposition qui nous
permet de dire qu'une forme quadratique f représente 1. Elle est donc équivalente a X2 + ¢
ou g est une forme a n — 1 variables, et par une récurrence on obtient le résultat. O

Remarque : Ces deux résultats justifient la classification des formes quadratiques sur les
corps finis F,.
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2 Les nombres p-adiques, les constructions des corps
p-adiques

2.1 Construction analytique des corps p-adiques

Définition 2.1.1. Soit a € N\ {0}, soit p un nombre premier, on appelle valuation p-adique
de a et on note v,(a), le plus grand m € N tel que a = 0 (mod p™). Par convention, on
posera v,(0) = +oo.

Proposition 2.1.1. Si a,b € Z*, alors :
vp(ab) = vp(a) + vy(b)  vp(a+b) > min (vy(a), vy(b))
On peut étendre la valuation p-adique a Q telle que pour tout r = § € Q :
vp (1) = vp(a) — vp(b)

On remarque que la derniere écriture ne dépend pas du choix du représentant.

Définition 2.1.2. A partir de cette valuation p-adique, on peut définir une application
|- |p : Q = Ry telle que :

l .
N W S1 x#O
0 si =0

196

Exemple : Prenons r = => € Q, on peut écrire 196 comme 22 x 7% et on a alors :

1 1 1 1 1 1 1
|$|7:W=§=Ea 2l =5 =7 It =15nm = 10 =1 j2ls = 5= =3
Définition 2.1.3. Soit F' un corps quelconque | -|: F' — R est une valeur absolue si :
o z|=xsix>0,|z|]=—zsiz<0et|z]=0si2=0;
e | | vérifie 'inégalité triangulaire : |z + y| < |x| + |y| ;
e | - | est multiplicative : |zy| = |z| - |y|.
De plus, |- | est une valeur absolue non-archimédienne (ou ultra-métrique) si ¢’est une valeur

absolue et si :
|z + y| < max(|z|, [y])

Exemple : Soit F' un corps quelconque, on définit la valeur absolue triviale |- | — R, par :

0o=0 et (NVrxekF z#0)]|zjp=1

Proposition 2.1.2. | - |, est une valeur absolue sur Q, on 'appellera la valeur absolue p-
adique.

18



Démonstration : Vérifions les trois axiomes de la valeur absolue : soit x € Q, il est déja
immédiat que si © = 0 alors |z|, = 0; et si |z], = 0, alors v,(x) = 400 et x = 0. Soit y € Q,

alors :
1 1 1

’xy’p = por(ey) = P (@) pen(®) = |x|p|y|p

Il nous reste plus qu’a vérifier 'inégalité triangulaire, si x et y sont tous deux non-nuls, alors :

vp(z +y) > min(v,(z), vp(y))

On obtient alors :

|x + y|p = pvp(x+y) < max (p—vp(a:)’p—vp(y)) = maX(|$|pa |y|p) < |x|p + |y|p
Donc | - |, est bien une valeur absolue. O
Proposition 2.1.3. Soit | - | une valeur absolue ultra-métrique sur un corps K de ca-

ractéristique 0 (e.g Q) ; notons A I'image de Z dans K, alors :

(i) Siz € A, alors |z| < 1;

(i) Si z,y € K tels que |z| # |y| alors |z + y| = max (|z], |y|) ;

(iii) En notant pour z,y € K, d(z,y) = |z — y|, si z,y,2 € K alors d(z,y) <
max (d(z, 2),d(z,v)).

Démonstration : (i) Comme | + 1] = 1, on a |a £ 1| < max (Jal,1), par une récurrence
immédiate, cela implique que |a| < 1.
(ii) Quitte a échanger x et y, on peut supposer |z| > |y|, alors :

|z +y| < 2| = max (|z], [y|)
D’autre part, on peut écrire x comme : z = (x + y) — y, alors :
|| < max (lz +yl, |y[)

Or comme on a supposé |z| > |y|, cette inégalité n’est vraie que si max (|z + y|, |y|) = |z +y|.
Et on obtient alors : |z| < |z + y|. Donc :

|z +y| = |z = max (|z], |y|)

(iii) 11 suffit d’appliquer la condition ultra-métrique de la valeur absolue a x —y = (z — 2) +
(z—y). 0O

Remarque : La valeur absolue | - |, est ultra-métrique.

La valeur absolue p-adique induit alors une distance sur QQ, donc induit une topologie dont
une base d’ouvert est formée des boules ouvertes définies par :

B(a,r) ={z€Q| |z —a|], <7}

Nous disposons d’une propriété (étonnante) sur ces boules ouvertes :
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Proposition 2.1.4. Soient a € Q, r > 0, on note B(a,r) la boule centrée en a de rayon r
pour la valeur absolue |- |,. Si b € B(a,r) alors B(a,r) = B(b,r), i.e. tout point contenu dans
une boule est le centre de cette boule.

Démonstration : Soit b € B(a,r) alors |b — a|, < r. Prenons maintenant x € B(a,r) alors,
comme | - |, est ultra-métrique :

|z = bl, < max (| — alp, |b—al,) <7

Donc z € B(b,r) et on a l'inclusion B(a,r) C B(b,r). L’inclusion réciproque s’obtient par
symétrie. [

Remarque : Cette proposition reste vraie pour toute valeur absolue ultra-métrique, pas
seulement pour |- |,.

Théoréme 2.1.1. (Ostrowski-1916) Toute valeur absolue non-triviale sur Q est équivalente
a |- |, pour p premier ou p = oo (la valeur absolue usuelle | - | ).

Commencons par rappeler que deux valeurs absolues sur un corps K sont équivalentes si elles
définissent la méme topologie sur K et montrons le lemme suivant :

Lemme 2.1.1. Deuz valeur absolue |- |y et |- |o sont équivalentes s’il existe un réel o > 0
tel que :
[z = |23 (Ve € K)

Démonstration du lemme : Supposons qu’un tel réel a existe, alors, pour z et a dans K :
lz—aly <r <= |z —alf <r <= |z —a|y <r'/®

Ainsi, toute boule ouverte pour la valeur absolue |- |; reste une boule ouverte pour la valeur
absolue | - | mais de rayon différent. Cela suffit pour montrer que les topologies définies par

les deux valeurs absolues sont identiques et qu’elles sont donc équivalentes. O
Démonstration du théoréme d’Ostrowski : Notons | - | une telle valeur absolue non-triviale
sur Q.

On distinguera deux cas :

ePremier cas : supposons que |- | est une valeur absolue archimédienne. Nous voulons montrer
que dans ce cas 1a, | - | est équivalente a la valeur absolue usuelle |- |,. Posons ng le plus petit
entier tel que |ng| > 1 (son existence est assurée car la valeur absolue est archimédienne). On
peut alors définir le réel positif a tel que :

«
0| = no
Ce «a va nous permettre de réaliser I’équivalence entre | - | et | - |. Il faut alors prouver que
pour tout x € Q, on a |z| = |7|*. On sait que cette égalité est vraie pour ng, montrons

alors qu’elle est vraie pour tout n € Z. Pour ce faire, écrivons n en base ng, alors :

k
n=ay+ang+- -+ arng
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Avec 0 < a; < ng — 1 et a; # 0. Remarquons déja que k est déterminé par l'inégalité
no® < n < ne**t, ce qui nous dit que :

b LlognJ
log ng

En notant |z] la partie entiere de x. Prenons maintenant la valeur absolue, on obtient ainsi :

|n| = |&0 -+ aing + e akn0k|
< |CLO| + |a1|n00‘ + -+ |ak|n0k°‘

Comme on a pris ng comme le plus petit entier tel que |ng| > 1, on sait que |a;| < 1 et on
obtient :

IA

1+noa+"'+n0ka
noka(1+n0—a+‘_.+n0—ka)

) ne®
S nok‘a no—za — nokra
no% — 1
i>0

7]

no®
no®—1

Posons C' = (qui est d’ailleurs positif), I’équation du dessus peut alors s’écrire :

In| < Cnok® < Cn®

Cette formule est vraie pour tout n, on peut donc I'appliquer & n, pour N € N*, ce qui
nous donne :
’TLN| S CnNa

Comme C' > 0, on peut prendre la racine N-ieme, alors :
In| < VCOn®

Ceci est vrai pour tout N, on peut faire tendre N — 400, ce qui donne VC — 1, et
I'inégalité |n| < n®. Montrons maintenant I'inégalité inverse pour avoir égalité.
Reprenons 'expression de n en base ny :

n:a0+a1n0+--«—|—akn0k
Comme no**t! > n > ny*, on obtient :
no(k+1)a _ |n0k+1| _ |n + nok—H B TL| < |n| + |n0k+1 . n|

Tel qu’on ait :

(k+1)a ’ k+

no 1 TL| > no(k:Jrl)a o (

k+1 n)a

In| > ng ng

On peut maintenant utiliser I'inégalité obtenue précédemment. Comme n > ng*, il suit que :

|n| > no(k+1)a o (nok—i—l . nok)a

1 (0%
= polkthe (1 — <1 — n—) )
0

_ C/no(k+l)a > O'n®
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(0%

- ’r 1 . , . .. , ~
AveciciC' =1— (1 — n—o) qui ne dépend pas de n et qui est positif. En procédant de méme
que précédemment, on montre que |n| > n® et donc |n| = n® pour tout entier n, et d’apres
les propriétés de la valeur absolue, ceci reste vrai pour tout z € Q. On vient donc de montrer

que || - || est équivalente a la valeur absolue usuelle sur Q : | - |-
eDeuxieme cas : Supposons désormais que || - || est ultra-métrique (non-archimédienne). On
sait alors que pour tout entier n, on a |n| < 1. Comme || - || est non-triviale, il existe ng le

plus petit entier tel que |ng| < 1. La premiere chose que I’'on remarque est que ng doit étre un
premier, puisque sinon ng = a X b avec a et b strictement inférieurs a ng, puis, par minimalité
de ng, on aurait |a| = |b| = 1 et donc |ng| = 1, contradiction. On a donc un nombre premier,
notons-le p. On veut maintenant montrer que || -|| est équivalente a la valeur absolue p-adique
(avec p choisi juste avant).

Montrons maintenant que si n € Z, non divisible par p, alors |n| = 1. Soit donc un tel n.
Ecrivons la division euclidienne de n par p :

n=pr+s
avec 0 < s < p. Par minimalité de p, on a |s| = 1; on a aussi |rp| < 1 puisque |r| < 1.
Comme || - || est non-archimédienne, il suit que |n| = 1.

Finalement, pour tout n € Z, on peut écrire n comme p*»™n’ avec p fn'. Alors :

In| = ]p]“”(”)|n’] = ‘p‘vp(n) — ¢ vr(n)

Ou ¢ = |p|™' > 1, donc || - || est équivalente & la valeur absolue p-adique | - |,. O

Proposition 2.1.5. (La formule du produit) Soit x € Q*, on a :
H |zl =1
p<oo

Ou p < o signifie que le produit est sur tous les nombres premiers y compris ”celui infini”.

Démonstration : 11 suffit de montrer la proposition dans le cas ou z € N*| le cas général en
découlera. Soit donc x un entier positif. On peut écrire x en produit de facteurs premiers :

. aq o
T=p1 ...pp "

On a alors : ‘
lzly, =1 51 q # pi
lzl,, = p; ™ si 1=1,2,...,n
Z]oe = P1pa®
On obtient le résultat en effectuant le produit. O

Fixons pour la suite un nombre premier p # co. On rappelle qu’une suite (a,, )y est de Cauchy
st :
(Ve > 0)(IN e N), (Yn,m > N) : |a, — an| < &
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Munissons Q de la valeur absolue p-adique | - |,.

Lemme 2.1.2. Une suite rationnelle (x,)y est de Cauchy par rapport a la valeur absolue
p-adique | - |, si et seulement si :

ngrfoo [Znt1 — Tnlp =0

Démonstration : Soit (x,)y une suite telle que lim |z,41 — x,[, = 0. Prenons m = n+r > n,
n—oo

on obtient :

|xm - mn|p = ‘anrr — Tntr—1 + Tntr—1 — Tptr—2 + -+ Tn4+1 — xn‘p

S maX(|xn+r - xn+r—1|p7 sy |xn+1 - xn|p)

En passant alors a la limite, on voit que la suite est de Cauchy. La réciproque est immédiate.
O

Remarque : Pour n’importe quelle valeur absolue non-triviale Q n’est pas complet.

Définition 2.1.4. Notons €, I'ensemble des suites de Cauchy de Q pour la valeur absolue
p-adique, i.e. :
¢, = {(x,)n de Cauchy par rapport a | - |,}

Dans la suite, on notera € au lieu de €,,.

Proposition 2.1.6. € est un anneau unitaire commutatif. On a :

(Zn)N + (Un)n = (Tn +yn)y et (Tn)n - (Yn)n = (TnYn)n

Lemme 2.1.3. On dispose de I'application :
{ Q — ¢

r = (x)=(z,z,..)
Définition 2.1.5. Notons N C ¢ l’idéal :

N = {@n | Jim [z, = 0)

’Lemme 2.1.4. N est un idéal maximal de €.

Démonstration : Soit x = (x,)y € € ne tendant pas vers 0, notons [ I'idéal engendré pas x
et N. Montrons alors que I est en fait € tout entier, pour ce faire, nous allons montrer que
(1) est dans I.

Etant donné que = ne tend pas vers 0, il existe ¢ > 0 et N € N tels que des que n > N,
|z,|, > ¢. On peut alors définir une suite (y, )y telle que :

{yn:O si n<N

yn:% si n>N
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I1 est immédiat que (y, )y est une suite de Cauchy puisque si n > N, alors :

1 1

Tpn+1 — T Tpnt1 — X
[Ynt1 = Ynlp = :| " ol = s c2 nl —0

n
Tnt1 % P ‘xnxn+1’p

Donc (y,)n € €. On remarque alors que :

~J 0 si n<N
Tnln =1 1 g n>N

Ce qui signifie que la suite (z,y,)y contient un nombre fini de 0 et une infinité de 1. En
particulier, si on considere la suite (1) — (z,¥,)n, on obtient une suite qui tend vers 0 en
I'infini. On a alors :

(1) = (za)n(yn)n € N

Or, cela signifie que (1) peut s’écrire comme un multiple de (z,) plus un élément de N, ce
qui veut dire que cette suite est dans I. O

Définition 2.1.6. On définit le corps p-adique comme étant le quotient de 'anneau € et de
son idéal maximal N :

szc/-/\/

On peut aussi définir Q, comme le complété de Q pour la valeur absolue p-adique | - |,.

Lemme 2.1.5. Soit (z,)y € €, (x,)n ¢ N. La suite réelle (|z,|,) est stationnaire.

Démonstration : Comme (x,)y est une suite de Cauchy ne tendant pas vers zéro, il existe ¢
et Nj tels que pour tout n > Ny :
|Zplp, > ¢ >0

Par ailleurs, il existe aussi Ny tel que pour tout n,m > N, :
[Ty — T, < €
Posons alors N := max{Ny, N»}, on a alors pour tout n,m > N :
[0 = Zmlp < max{|znlp, [Tmlp}

Alors, par la propriété non-archimédienne de la valeur absolue p-adique : |z, |, = |zp|,. O

Définition 2.1.7. Si A est un élément de Q,, et (z,,)n une suite de Cauchy représentant A,
alors on définit :
Al = ngrfoo |Znlp

L’existence de la limite est assurée par le lemme précédent.

Proposition 2.1.7. L’image de QQ par l'inclusion Q — @, est dense dans Q,.

Démonstration : Nous allons montrer que toute boule ouverte autour d'un élément A € Q,
contient un élément de (I'image de) Q, i.e., une suite constante. Commencons par fixer € > 0
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le rayon de la boule. Nous allons montrer qu’il y a une suite constante dans la boule ouverte
B(\e).

Premierement, prenons (z, )y une suite de Cauchy représentant A et soit €’ < ¢, il existe un
rang N tel que pour tout n,m > N, on ait : |z, — 2|, < ¢’. Posons y = zy et considérons
la suite constante (y). On peut déja affirmer que (y) € B(\,¢), i.e. |\ —y|, < €. On rappelle
que A — (y) est représenté par la suite (z, — y)n, et que 'on a défini :

(20 — y)lp = ngrfoo ’xn - y|p

Mais, pour tout n > N, on a :
|z, — ylp = |z, — IN|p <é
Au passage a la limite quand n — +00, on obtient :

. _ < /
n1—1>I-i1:loo |In y|p Se<e

Donc (y) est bien dans la boule ouvert B(A, €), ce que nous voulions. O

On a alors tous les outils pour montrer que QQ, est complet pour la valeur absolue p-adique
| - |p- Prenons pour cela (A,)y une suite de Cauchy de Q, (telle que chaque \; est la classe
d’équivalence d’une suite de Cauchy de Q). Comme Q est dense dans Q,, on peut trouver
des rationnels y™M, y@® . y™ . tels que :

li — (M) —
On montre alors que la suite (y(")) y €st une suite de Cauchy et on note A I'élément de Q,
lui correspondant. Il ne reste plus qu’a montrer que :

lim A\, = A

n—-+o0o

Et on a alors bien prouvé que Q, est complet.

Maintenant que 1'on a construit le corps p-adique @QQ, on peut s’intéresser a la construction
de I'anneau des entiers p-adiques a partir de Q,,.

Lemme 2.1.6. Pour tout = € Q,, = # 0, il existe un entier v,() tel que |z|, = p~»@. En
d’autre termes, on peut étendre v, a Q.

Définition 2.1.8. L’anneau des entiers p-adiques est :

Zy={r € Q| |z], <1}

On peut déja constater que Z, est aussi la boule unité fermée de Q, et que c’est un anneau
valué.
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Définition 2.1.9. Un anneau local est un anneau commutatif possédant un unique idéal
maximal.

Proposition 2.1.8. L’anneau des entiers p-adiques Z, est un anneau local dont I'unique
idéal maximal est pZ, = {z € Q, | |z|, < 1}.

Démonstration : Etant donné que Z, est un anneau valué, c’est un anneau local. Utilisons le
lemme précédent pour montrer que I'idéal est bien engendré par p :

1 T
|m|p<1 = |m|p§_ = ‘_
p p

<1 = =z e€pZ,
p

Cela montre que I'idéal valué est inclus dans pZ,, mais cela suffit puisque 1'idéal valué est un
idéal maximal et que pZ, # Z,. O

Montrons maintenant un résultat important : le lemme de Hensel.

Théoréme 2.1.2. (Lemme de Hensel) Soit F(X) =ag+ a1 X + -+ + a, X" un polynome a
coefficients dans Z,. Supposons qu’il existe un entier p-adique oy € Zj, tel que :

F(a;) =0 (mod pZ,) et F'(ay)#0 (mod pZ,)
ou F' est le polynome dérivé de F. 1l existe alors un unique entier p-adique o € Z,, tel que :

a=ao; (modpZ,) e F(a)=0

Démonstration : Commencons par montrer ’existence. Nous allons montrer que la racine «
du polynome existe en construisant une suite d’entiers de Cauchy convergeant vers a.
Soit (o, )y une suite de Cauchy telle que, pour tout n € N :

(i) F(ap) =0 (mod p") et (ii) ap = apy1  (mod p*)

Il est facile de voir qu’une telle suite est forcément de Cauchy et que sa limite o vérifiera
F(a) = 0 (par continuité) et o« = oy (mod p™) (par construction). Inversement, une racine «
va déterminer la suite (o, )y voulue. Une fois que I'on aura «,, le théoreme sera donc prouvé.
L’hypothese du théoréeme est que oy existe. Pour trouver oy on utilise la condition (ii) qui
implique que :

Qo = (1 + b1p

avec by € Z,. Appliquons cette relation a F' et développons, on obtient :
F(az) = F(ai+bip)

F(ay) + F'(a1)bip + termes en p*, n > 2
= F(a1)+ F'(er)bip  (mod p?)

Pour montrer que 'on peut trouver as, on doit montrer qu’on peut trouver b; tel que :

F(o) + F'(a1)bip =0 (mod p?)
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Maintenant, on sait que F'(a;) =0 (mod p), donc que F(a;) = px pour un certain entier x.
L’équation précédente devient alors :

pr+ F'(a)bip =0 (mod p?)
Ce qui nous donne, apres avoir divisé par p :
z+ F'(aq)by =0 (mod p)

Etant donné que F'(oy) n'est pas divisible par p, il est inversible dans Z,, on peut alors
prendre :
-1
by = —x (F'(a1)) (mod p)

Pour ce choix de by, on pose ay = a3 + bip, qui aura les propriétés voulues.

Par récurrence, on forme a,, 41 a partir de «,,. On obtient donc la suite recherchée de limite
«, ce qui montre I'existence.

Montrons a présent l'unicité. Soit o € Z, tel que o = a (mod p) et F(a') = 0, alors :

0=F(a) — F(a) = F'(a)(d/ —a) + (a/ — a)*x
Si o # «, en divisant par (o/ — «), on a :
0=F'(a)+ (¢ — a)x

or F'(a) € Z) et (o — ) € pZ,, contradiction. Donc a = o', ce qui montre I'unicité et
acheve la démonstration. O

2.2 Construction algébrique des corps p-adiques

Dans cette section on donne une construction algébrique de Q,.

Notation : On note A,, = Z/p"Z I’anneau quotient des entiers modulo p". On dispose alors
des surjections ¢, : A, 1 — A, de noyau ker p,, = p"A,.1.

Définition 2.2.1. Un systeme projectif est la donnée d'une suite (X, @n)nen-, 0U (Xn)nen-,
est une suite d’ensembles et ¢, : X, 11 — X, est une suite d’applications. On la note :

S X BX, o X

On note X = @Xn la limite projective, définie par :

X = {l‘ = (Ti)iens, € H Xi | (Vi € Noo)pi(Tiga) = 9‘:1}

i€Nso

De plus si les (X,)nen., disposent d'une structure de groupe, d’anneau, ou d’espace topolo-
gique (on demande respectivement a ce que les applications (¢, )nen., soient des morphismes
de groupes, d’anneaux, ou continues), alors la limite projective X hérite de la structure
correspondante.
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Définition 2.2.2. La suite (¢;)nen., définit un systeme projectif, on note Z, sa limite
projective, que 'on appelle l'anneau des entiers p-adiques. On montrera que cette définition
coincide avec celle du chapitre précédent.

L’addition et la multiplication se font coordonnées par coordonnées dans 7Z, qui est un sous-
anneau de ’anneau produit A := HA”' On munit A, de la topologie discrete, et HA”

n n
de la topologie produit (c’est la topologie la plus fine rendant les projections ¢,: A — A,
continues, une base d’ouverts étant donnée par les ﬂs{ '({x;}) avec I C Ny finie et ;
iel
élément de A;).

Proposition 2.2.1. On munit Z, C A de la topologie induite, alors Z, est compact.

Démonstration : Pour tout n, A, est compact donc A est compact (théoreme de Tychonov).
Si I'on montre que Z, est fermé dans A, il est compact car fermé dans un espace compact.

Lemme 2.2.1. Z, est fermé dans A.

Démonstration : On montre que le complémentaire C' := A\ Z, est ouvert. Soit x € C, il
existe i tel que ;(x;41) # x;. Comme A; est séparé, il existe V;1; et V; voisinages de ¢;(x;41)
et x; respectivement, tels que Vi1 N'V; = (). Comme ¢; est continue, il existe un voisinage U
de ;41 tel que ¢;(U) C Viyq, alors ¢;(U)NV; = () Par conséquent si y;,1 € U et y; € Vi, on a
©i(Yir1) # ;- Donc {y = WUn)n=0 € Alyi1 €U et y; € V}} est un ouvert contenu dans C' .

Autre preuve : Z, est le noyau du morphisme de groupes continu f: A — A défini par
f((an)>0) = (an — n(ani1))>o- L]

On établit quelques propriétés de I'anneau 7Z,, :

Notation : On note ¢, : Z, — A, la projection sur la n-ieme composante (c’est un mor-
phisme d’anneaux), et p” : Z, — Z, la multiplication par p™.

Proposition 2.2.2. La suite 0 — Z, AN Ly, A, — 0 est exacte.

Démonstration : (i) On montre que ker(p™) = {0}. Il suffit de vérifier que la multiplication
par p est injective. Soit z = (%, )nen € Z,. Si pr = 0 alors pr,+1 = 0 pour tout n € N (égalité
dans A, 7). Pour tout n € N| il existe donc k,, € A, tel que z,.1 = p"k,, et pour tout
neN, z, =p,(ry1) = p"pn(k,) (mod p") =0, donc z = 0.

(ii) ker(e,) = Im(p") = p"Z, : l'inclusion p"Z, C ker(e,) est immédiate. Réciproquement,
si z € ker(e,), on a z, = 0, donc p,(x,+1) = z, = 0 (mod p"), et de proche en proche

Ty = 0 (mod p™) pour tout m > n. On écrit alors z,, = p"Ym—n, OU Ym—n € Am_n, et on
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pose ¥ = (y;)i>0- On a bien y € Z, puisque y; € A; et ¢;(yi11) = y; pour tout i. (En effet
Som(merl) = Zm = DP"Ym-n (mOd pm) d’une part et Som(merl) = Tm+1 (mOd pm) = P"Ymi+1-n
(mod p™) d’autre part, ce qui donne ’égalité p"y,,_,, (mod p") = p"Ym+1_n (mod p™). D’ou
Ym—n = Ym+1—n (mod p™~™) pour tout m > n). On a alors x = p"y € p"Z,, d’ou l'inclusion
réciproque. O

Corollaire 2.2.1. On a I'isomorphisme d’anneaux Z,/p"Z, ~ Z/p"Z.

Démonstration : On factorise le morphisme d’anneaux e, ci-dessus. 0

Proposition 2.2.3. i) Notons U le groupe des inversibles de Z,, dont un élément est appelé
unité p-adique. On aU={x € Z, | pf x}.
ii) Tout élément de Z, \ {0} s’écrit de fagon unique p"u avec n € N et v € U,

Démonstration : (i) On a déja le résultat pour les A, puisque (Z/p"Z)* = (Z/p"Z) \
p(Z/p"Z). Ensuite, si x € Z, tel que p 1 z, alors p { z,, pour tout n et z, est inversible,
donc z I'est aussi puisque A* = H Ay Vérifions que son inverse appartient a Z,. Soit y € A

n>0
tel que xy = 1, alors z,y, = 1 pour tout n > 0. Cela donne z,,_1¢,_1(y,) = 1, et par unicité

de l'inverse de x,,_1 dans A,,_1, on a y,—1 = @,_1(Yn)-

(ii) Soit € Z, \ {0} et n le plus grand entier tel que z,, = €, () soit nul. On a alors z = p"u
(x=(0,...,0, p*ups1, p*Upsa, .. .)) avec pfu, donc u € U par (i).

Enfin si p"u = p™v alors p"~™ = vu~!' € U n’est pas divisible par p, donc n = m et u = v.0J

Notation : On note v,(x) 'entier n dans I'écriture précédente, appelé la valuation p-adique
de x. Si x = 0 on pose par convention v,(0) = +oo.

On vérifie que v, (zy) = v,(x) +v,(y) et v,(z+y) > inf(v,(z),v,(y)), et que Z, est un anneau
integre et principal. (Si z,y € Z, sont non nuls alors v,(xy) = v,(z) + v,(y) < +0o0, et les
idéaux sont de la forme p"Z, ot n = min{v,(z) | x € I}).

Proposition 2.2.4. Soit d(z,y) = e @ %, C’est une distance sur Z,, dont la topologie
associée coincide avec la topologie sur Z, définie précédemment.
Z,, est un espace complet, et Z est dense dans Z,.

Démonstration : d est une distance sur Z, car pour tous ,y,2 € Zj, :
e d(z,y) =d(y,z) et d(z,2) = e 0 =7 =0

e si d(x,y) = 0 alors ™% = ( donc v,(z — y) = +oo et x = y.

o d(z,y) = e Y = gmop((@=2)+(2-y)) < o= minup(a—2),vp(2-y)
< max(e @2 (V) = max(d(z, 2),d(z,y))
On dit que d est une distance ultramétrique.

Pour montrer que les topologies considérées coincident, on va déterminer une base d’ouverts
de Z, pour chacune :
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D’une part, une prébase de A est donnée par les parties de la forme :
Al X "-XAi_l X{J]Z‘}XAH_l X OI\JZ.ENn>0 etxiGAi

donc une base B = est donnée par les parties de la forme :
i
[T{zn} x ][ An pour i € Nyg et z,, € A,, pour tout n € {1,...,i}
n=1 n>i
et une base de Z, est donc donnée par les éléments de B N Z,,.
D’autre part les boules ouvertes pour d sont données par : si a = (a,) € Z, et ¢ > 0, on a :

zr € B(a,e) © vy(xr —a) > —lne < vy(r —a) > |—Ine] =: ng

Donc B(a,e) = ({al} X o X {an } x 1 Ai> N Z,, et les topologies coincident.
i>no+1
Pour la densité de Z dans Z,, on montre que tout ouvert de Z, intersecte Z : si

U= ({:pl} ) fzd x [ Ai> Nz,

i>n+1

est un ouvert de la base, alors x,, € Z s’écrit (z1, ..., Ty, Tp,...) € U.
Enfin Z, est complet car c’est un espace métrique compact. O

Définition 2.2.3. Le corps des nombres p-adiques, noté Q, est défini comme étant le corps
des fractions des entiers p-adiques : Q, :=Frac(Z,).

Les éléments « € Q s’écrivent de fagon unique x = p"u avec n € Z et u € U, de sorte que
Q, = Z,[p~']. On pose v,(z) = n, ce qui étend la valuation p-adique & Q,. Remarquons que
vp(x) > 0 & x € Z).

Proposition 2.2.5. On prolonge la distance d a Q,, alors :
(i) Z, est un sous-anneau ouvert et fermé;
(ii) Q, est localement compact ;
(iii) Q, est complet.

Démonstration : (i) On vérifie que Z, = B'(0,1) = {x € Q, | v,(x) > 0} = B(0,¢).

(ii) 1l s’agit de montrer que tout point admet un voisinage compact. D’apres le premier point,
pour tout z € Q,, z + Z, est un voisinage de z, qui est compact car Z, est compact.

(iii) Q, est complet car ¢’est un groupe topologique localement compact. [c.f. Appendice| [

Proposition 2.2.6. Les deux constructions de Q,, sont isomorphes. Plus précisément, il existe
une isométrie bijective ¢ : Qp anatytique —+ Qp.aig., telle que, si ¢ est 'injection : Q — Qp aig.,
on ait ¢ oIdg = i.)
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Démonstration : Les distances d et | - |, sont équivalentes, et la proposition résulte de la
propriété universelle du complété. O

Par conséquent les résultats énoncés dans la partie précédente restent valables.

2.3 Opérations sur les corps p-adiques
2.3.1 Equations p-adique

Lemme 2.3.1. Soit --- — X,, — X,,_1 — -+ — X; un systeme projectif d’ensembles et
X = l#an. Si les X,, sont finis et non vides, alors X est non vide.

Démonstration : On se ramene au cas ou les applications X,, — X,,_; sont surjectives. Fixons
n, et notons X, , l'image de X, 1, dans X,,. La suite (X,,,),>0 est une suite décroissante.
(En effet si € X, ,41 alors il existe y € X,ipp1 tel que 2 = @, 0 -+ 0 @,4,(y), avec
Onip(y) € Xiyp). Clest donc une suite stationnaire, notons Y, 'ensemble ”limite”. Comme
On(Xnt1p) = Xnpt1, on obtient ¢, (Y,11) =Y, en prenant p assez grand. Enfin les Y, sont
non vides, donc imY,, # 0 et Jim X, # 0. O

Remarque : Prenons X,, = N pour tout n > 0, et soit ¢, (r) = z+ 1. La suite (X,, ¢n)nen.,
définit un systéme projectif, mais X = l'&an = (). En effet, si (2,)n>0 € X, on a @, (z,41) =
x, — 1 # x,, ce qui est absurde.

Notation : Pour f € Z,[X}, ..., X;n], on note f,, € A,[X1, ..., X}»] le polynome dont les coef-
ficients sont les n-iemes composantes de ceux de f.

Proposition 2.3.1. Soit (f);c; une famille d’éléments de Z,[ X1, . . ., X,,]. On al’équivalence :

(i) Les f® ont un zéro commun dans (Z,)™;

(ii) Pour tout n > 1, les £ ont une zéro commun dans (An)™.

Démonstration : Soit X (respectivement X,,) 'ensemble des zéros communs des () (resp.

des f#)) On a alors X = l’ngn de sorte que X est non vide si et seulement si les X,, sont
non vides. U

Définition 2.3.1. On dit que z = (z1,...,7,,) € Z'(resp. € A}') est primitif si I'un des z;
est inversibles (i.e. si 'un des x; n’est pas divisible par p).

Proposition 2.3.2. Soit (f®);c; une famille de polynomes homogenes dans Z,[ X1, . . ., X,.].
On a les équivalences :
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(i) Les f@ ont un zéro commun non trivial dans Q'
(ii) Les f@ ont un zéro commun primitif dans Zy';
(iii) Pour tout n > 1, les £ ont un zéro commun primitif dans A,

Démonstration : On a déja (ii) = (i) et (ii) < (iii) d’apres la proposition précédente.

Montrons (i) = (ii) : soit = (z1,...,2,,) un zéro commun non trivial des f@, et n =
min(v,(z1), ..., v,(xm)). Posons y = p~"z. C’est un élément primitif de (Z,)™ qui est un zéro
commun des £ par homogénéité. O

2.3.2 Lemme de Hensel

On montre dans cette section une version généralisée et algébrique du lemme de Hensel (ou
méthode de Newton).

Lemme 2.3.2. Soient f € Z,[X], v € Z,, n, k € Z tels que :
0 <2k <mn, f(r) =0 (mod p") et v,(f'(z)) = k.
Alors il existe y € Z,, tel que :

f(y) =0 (mod p™™), v,(f'(y)) = k et y =2 (mod p"F).

Démonstration : On cherche y de la forme z + p" "z avec 2z € Z,. La formule de Taylor
appliquée a f en y s’écrit :

fly) = f(@) +p" "2 f (x) + " a
avec a € Z,. Comme f(z) = p"b et f'(z) = p*u avec b € Z, et u € U par hypothese, on
prend z = bu~1 qui vérifie b + zu = 0. On obtient f(y) = p** ?*a = 0 mod p"*! puisque
2n — 2k > n . La formule de Taylor appliquée & f’ en y sécrit f'(y) = f'(z) + p"*d on
d € Z,, ce qui donne f'(y) = p*u (mod p"~*) (car n — k > k), d’ott v,(f'(y)) = k. O

Théoréme 2.3.1. Soient f € Z,[Xy, ..., Xn], . = (v;) € Z7*, n, k, j € Z tels que 1 < j < m,

0 < 2k < n, on suppose que f(z) =0 (mod p") et vp(%(x)) = k. Alors il existe un zéro
J

y € Ly de f tel que y = x mod p"~*.

Démonstration : Pour m = 1, on applique le lemme avec (9 := z, ce qui fournit z(!) € /s

tel que 2 = z(® mod p"~* tel que f(z™) =0 mod p"*! et v,(f'(zM)) = k. On applique

de nouveau le lemme & (! (en remplacant n par n + 1), ce qui fournit de proche en proche
une suite 2, ... 2@ . telle que : 20D = 2@ mod p"tF et f(z(@) = 0 mod pnta.
C’est une suite de Cauchy ; notons y sa limite. Elle vérifie f(y) =0 et y =z mod p"~*.

Pour m > 1, on se ramene au cas ot m = 1. Notons f € Z,[X;] le polynome f(z1,..., X, ..., Tpm).
On applique le cas précédent & f et x;, alors il existe y; = 2; mod p"~* tel que f(y;) = 0,

et y=(x1,...,Y,...,Ty) convient. O

32



Corollaire 2.3.1. Tout zéro simple de f modulo p se releve en un zéro dans Z,. Plus

précisément si f(z) = 0 mod p et §'il existe j tel que vp(aa—)g(x)) # 0 alors il existe y € Z,
tel que f(y) =0et y =z mod p.
f

(Un zéro x de f est dit simple si I'une des dérivées partielles aa—Xj($) est non nulle.)

Démonstration : C’est un cas particulier du théoreme pour n =1 et k = 0. O

Corollaire 2.3.2. Si p # 2, soit f(X) = Z a;; X;X; avec a;; = a;; une forme quadra-
1<i j<n

tique a coefficients dans Z, telle que det(a; ;) € U. Soit a € Z,. Alors toute solution primitive

de l'équation f(x) =a mod p se releve en une solution exacte dans Z,.

Démonstration : D’apres le corollaire précédent, il suffit de vérifier que 'une des dérivées

partielles n’est pas nulle. On a % =2 Z a;;X;. Notons X = (z;); et M = (a;;);;. Si
J
1<i<n
toutes les dérivées étaient nulles, on aurait XM = 0, donc X = 0 puisque det M € U est

inversible. O

Corollaire 2.3.3. Si p = 2, soit f une forme quadratique comme ci-dessus, a coefficients

dans Zs, et a € Zy. Si x est une solution primitive de f(z) = a mod 8, alors on peut relever
x en une solution exacte s’il existe j tel que %(w) # 0 mod 4. (Cette condition est en
J

particulier vérifiée lorsque det(a; ;) € U).

Démonstration : Cela résulte du théoreme avec n =3 et k = 1. O

2.4 Le groupe multiplicatif de Q,

Soit n > 1 et U, := 14 p"Z, = kerm, ou m,: U — (Z/p"Z)* est la surjection canonique.
On a en particulier U/U; ~ F7, qui est cyclique d’ordre p — 1. Les U,, forment une suite
décroissante de sous groupes ouverts de U et U =~ @U/Un. En effet cela résulte du lemme
suivant :

Lemme 2.4.1. Soit G = lim GG,, une limite projective de groupes, et soient v, : G — G,,.
Alors G’ := [ ker ), = {e} et G ~ lgl(G/ ker 1,,).

Ensuite, si 14 p"x et 1+p™y sont des éléments de U,,, on a: (1+p™z)(1+p"y) = 1+p™(x+vy)
mod p™*!. Soit alors le morphisme ¢ : U, — Z/pZ défini par ¢(1 + p"x) = x mod p. On a
o((1+pz)(1+py)) = x+y mod p et ker ¢ = U,, 1 d’ott I'isomorphisme U,,/U,, 1 ~ Z/pZ.
D’apres la formule de I'indice, on a alors Card(U,/U,,) = p"~ L.

Lemme 2.4.2. Soit 0 > A - E — B — 0 une suite exacte de groupes commutatifs, avec
A et B finis d’ordres premiers entre eux a et b respectivement. Soit B’ := {x € E,bx = 0}.
Alors on a la somme directe E = A@ B’ et B’ est le seul sous-groupe de E isomorphe a B.
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Démonstration : Soient u,v € 7Z tels que au +bv =1. Si x € AN B alors ax = bx = 0, donc
(au+bv)xr = x = 0, ce qui montre que AN B" = {0}. Si z € E, alors x s’écrit x = aux + bz,
ou aux € B' et bux € A. En effet, bB = 0 donc bE C A (car A est le noyau de E — B), donc
bvx € A. De plus abE = 0, d’ott aux € B'.

D’autre part, la projection E = A@ B’ — B définit un isomorphisme entre B’ et B. Si B”
est un autre sous-groupe de £ isomorphe a B alors bB” = 0, donc B” € B’ et B’ = B”
puisqu’ils sont de méme ordre. 0

Proposition 2.4.1. Ona U=V xU; ot V:= {x € U| 277! = 1} est le seul sous-groupe
de U isomorphe a [F.

Démonstration : Cela résulte du lemme appliqué aux suites exactes 1 — U, /U,, — U/U,, —
FX — 1, l'ordre de U;/U, étant p"~! qui est premier avec p — 1 l'ordre de Fy. On en
déduit qu’il existe un unique sous-groupe V,, de U/U,, isomorphe a ), et que la projection
U/U, — U/U,_; induit un isomorphisme V,, ~ V, ;. Comme U = @U/Un, on en déduit

par passage a la limite un sous-groupe V de U isomorphe a F'. U

Le groupe V s’appelle le groupe des représentants multiplicatifs des éléments de F;.

Corollaire 2.4.1. Le corps Q, contient les racines (p — 1)-iemes de l'unité.

On étudie désormais la structure du groupe Uj.

Lemme 2.4.3. Soit z € U,\U, 1 etn>1sip#2etn>2sip=2. Alorsa? € U, 1\ U, o.

Démonstration : Par hypothese x = 1 4 kp™ avec p t k. D’apres la formule du binéme, on a :
2P =1+ kp™*tl. .. + kEPp™, ce qui se réduit modulo p"*? en 2 = 1 + kp"*! mod p"*t2. O

Proposition 2.4.2. Si p # 2, alors Uy ~ Z,. Si p = 2 alors U; = {1} x Uy et Uy ~ Zo.

Démonstration : Pour p # 2 : Soit € U; \ U, (par exemple 2 = 1 + p convient). D’apres
le lemme, on a 7' € U, \ U;jo. Soit z,, 'image de x dans U;/U,,. On a donc : xﬁ"% #1
et xﬂn_l = 1. Comme U, /U, est d’ordre p"~! on en déduit qu’il est cyclique et que z,, est
un générateur. Notons 6, , I'isomorphisme k + z¥ de Z/p"'Z sur U, /U,,. Le diagramme

suivant est commutatif :

0n+1,z

Z/an —— U1/Un+1

| |

Z/p'2- U, U,
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Lemme 2.4.4. Soient (X, ©n)nens0, (Yo, ¥n)nenso deux systémes projectives de limites
projectives respectives X et Y. Supposons que pour tout n > 0, il existe un isomorphisme
fo: X,, =Y, vérifiant la relation de compatibilité suivante : ¢, o fni1 = fn © ¢,. Notons
en X — X, et u, 1 Y — Y, les surjections canoniques, alors il existe un isomorphisme
f: X — Y vérifiant u, o f = f, o &, pour tout n > 0.

On déduit un isomorphisme de Z, = l'ng/p”*Z sur Uy = @Ul/Un, ie. (Uy,) ~ (Z,,+).

Démonstration du lemme : Soit f: X — Y définie par f(x) = (f, 0 €,(2))nen. Elle est bien
définie car 1, o f, oe, = fn,_10¢e,_1. Elle est surjective car si y = (y,)nen € Y, alors il
existe z, € X, unique tel que y, = f,(z,), et * = (z,)n>0 € X puisque ¥y (yn) = Yn_1 =
U 0 fulzn) = fao1 0o on(xn) = fuo1(@n_1) = @n(T,) = T,_1. Elle est injective par injectivité
de f,, et par le fait que z = (£,,(%))nen. O

Pour p = 2 : soit * € U, \ Us. En écrivant z = 1 4 4k avec k = 2m + 1 impair, on
obtient que x = 54 8m d’ou x = 5 mod 8 On peut encore définir les isomorphismes
Op.w 2 Z)2" 27 — Uy /U,, qui définissent un isomorphisme Zy — U,. Comme Uy /U, ~ Z/27
on a bien Uy ~ {£1} x U,. O

Théoreme 2.4.1. On a lisomorphisme :
Q) ~ZxZyxZ/(p—1)Z

sip#2et

QF ~Z X Zy x 7] 27.

Démonstration : Soit x € Q, on écrit x = p"u ou u € U et n € Z, ce qui montre que
Q) ~ Z x U. On a déterminé précédemment la structure du groupe U = V x U; ou V est
cyclique d’ordre p — 1. Enfin, la structure de U; est donnée par la proposition ci-dessus. [

Déterminons a présent les carrés de Q.

Théoréme 2.4.2. Sip # 2, soit v = p"u € QF (oun € Z, u € U). On a l’équivalence :
est un carré si et seulement sin est pair et limage u de u dans U/U; ~ ) est un carré.

Démonstration : Ecrivons © = v -u; ot v € V et u; € Uy, D’apres le théoreme précédent,
Q) ~Z xZ, x Z/(p — 1)Z et x est un carré si et seulement si n est pair et v et u; sont des
carrés. Comme (U, ) =~ (Z,, +), et que 2 € U, tout élément de U; est un carré. Enfin, on a
I'isomorphisme V ~ . 0

Remarque : La deuxiéme condition s’exprime par (%) = 1 ce qui sera noté simplement (%).
p p

Corollaire 2.4.2. Si p # 2, le groupe Q /(@;2 est un groupe de type (2,2) qui admet pour
représentants {1, p, u,up} ot u € U est tel que (%) = —1.
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Démonstration : On quotiente Q; ~ Z X Z, X F; par Qf ~ 27 X Ly X IE‘;2, ou IF;2 est

le sous-groupe d’indice 2 dans Y, donc Q /(@;2 ~ 7./27 x 7)2Z. Les représentants non
triviaux sont donnés par les classes non triviales du quotient. O

Théoréme 2.4.3. Si p = 2, soit x = 2"u € Q5. On a l’équivalence : x est un carré si et
seulement st n est pair et w =1 mod 8.

Démonstration : On a Q5 /(Qx)? =~ (22/2%2) x (Z5 /(Z5)?). Comme ZS = 1+ 27, = {1} x
Uy = {£1} - (1 + 4Zy), on a Z5 /(Z5)* ~ {£1} - (1 + 47Z5)/(1 + 8Zy) si 'on montre que
(Z3)? =Us = 1+ 8Z,.

Lemme 2.4.5. u € ZJ est un carré si et seulement si u € 1 + 8Z;

Démonstration du lemme : Si u = v? € (Z5)2. Ecrivons v = 1+ 2k ol k € Z,, on a alors :
v? =14+ 4k(1 + k), avec 2 | kou 2 | 1 + k d'ott u = v? € 1 + 8Zy. Réciproquement, si
u € 14 8Zs, soit f(X) = X? —u. On applique le lemme de Hensel & la solution approchée : 1
mod 8, avec les parametres p = 2, n = 3 et k = 1. Cela fournit un zéro y € Z, tel que y = u
(mod 4).

Ainsi Q5 /(Q))? ~ Z /27 x {+1} - (1 + 4Z5) /(1 + 8Zs). O

Corollaire 2.4.3. Le groupe Q) /Q5? est de type (2,2,2). Il admet pour représentants
{£1, 45, +2, +10}.

Démonstration : On quotiente Q ~ Z x U par Q* ~ 27Z x Us. Comme U/Uy ~ Z/27Z
et Uy/Us ~ Z/27Z, on a : U/U; est groupe d’ordre 4, isomorphe a (1 + 47Z5)/(1 + 8Z,)
donc ses éléments sont d’ordre divisant 4, et U/Us ~ Z/27 x Z/2Z. De plus I'isomorphisme
Q5 /(Q3)? ~Z)27Z x {£1} - (1 + 4Z3)/(1 + 8Zy) fournit les représentants. O

Remarque : Soient &,w : U/Uy — Z/2Z définis par £(z) = 51 mod 2 et w(z) = 228_1

mod 2, ce sont respectivement des isomorphismes de U/U, sur Z/27Z et de Uy /Us sur Z/27.

Corollaire 2.4.4. Si p # 2, les extensions quadratiques de Q, sont les

Q,[Vd|

ou d € {p,u,up} avec u € U et (E) =—1.
p
Si p=2il y a exactement 7 extensions quadratiques de Qs :
Q2[v—1] Qa[vVE5] Q2[v22] Qo[vV£10].

Démonstration : On sait que les extensions quadratiques d’un corps de caractéristique nulle
(Q, contient un sous-corps isomorphe & Q) sont de la forme Q[v/d], ol d est sans facteur
carré. Les représentants des classes non triviales de Q) / Q;Q fournissent les extensions qua-
dratiques.
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Corollaire 2.4.5. Les carrés forment un sous-groupe ouvert de Q.

Démonstration : Soit x € Qi un carré. On a = € B, (z,|z],) C Q°. En effet, soit y €
By, (z,|z[,), alors v,(x — y) > v,(z) = 2n pour un certain entier n, donc z = y + pFv olt
. ) U — pkanU U
k>2netvelU Douy=p"(u—p~?™et | ——|=(-)=1
p p
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3 Symbole de Hilbert

3.1 Propriétés locales

Nous savons que Q se plonge dans les corps R et Q, pour p un nombre premier et de plus son
image est dense. Des lors, pour étudier des propriétés d’objets définis sur Q, dites globales,
nous pouvons déja mener 1’étude sur les corps R et Q,, dite locale. Dans ce paragraphe nous
introduisons le symbole de Hilbert et, comme nous le verrons plus loin, il joue un role fon-
damental dans le passage du local au global.

Définition 3.1.1. On dit que la forme az? + by? + c2?%, ol a,b,c € Q, et p est un nombre
premier (resp. a,b,c € R) représente 0 s'il existe xo, yo, 20 € Q, (resp. zo, Yo, 20 € R) non
tous nuls et tels que axd + bys + czf = 0.

Le symbole de Hilbert de (a,b) pour a,b € Q; (resp. a,b € R*) est défini par :

a,by 1 siaz? + by* — 2? représente 0
p ) | —1 sinon

a,b 1 siax® + by? — 22 représente 0
(resp.) | — | == .
00 —1 sinon

Notation : Dans la suite, le corps k désignera soit Q,, soit R et v sera un nombre premier

a,b ) .
ou oo. Il est clair que (—) vaut —1 si a,b < 0 et vaut 1 sinon.
00

Proposition 3.1.1. Pour a,b,c € k™, on a les relations suivantes :

i) (%b) - (%) i) (GTCQ> = 1; i) (a’v_a) =1 @) (a’ 1v_a> = 1.

Démonstration : La formule 7) est immédiate; ax? + by* — 22 représente 0 si et seulement
si bx? + ay® — 22 représente 0. Pour i), une solution non triviale de az? + (cy)? = 2% est

(0,1,¢) € k3. Les formules iii) et iv) se montrent de la méme maniere : si b = —a (resp.
b=1-a), alors az?® — ay® = 2* (resp. az® + (1 — a)y®> = z?) a une solution non triviale
(1,1,0) € k3 (resp. (1,1,1) € k?), ce qui montre 4ii) (resp. iv). O

Remarque : Le symbole de Hilbert de (a,b) € k*? ne change pas si 'on multiplie a ou b

par un carré de k*, il définit donc une application <4> CRX R X EX B2 — Fy = {1}
v

De ce fait, les propriétés du symbole de Hilbert sur Q, peuvent étre établies en considérant
seulement a,b € Z,\ {0} (on peut méme restreindre a a,b € UUpU). Nous cherchons mainte-
nant a montrer que le symbole de Hilbert est une forme bilinéaire symétrique non dégénérée
sur le Fy-espace vectoriel k* /k*2.
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Lemme 3.1.1. Soient a,b € k* et L = k[y/a]. Notons Ny, la norme associée a L/k (on
rappelle que si a n’est pas un carré, Ny x(z+yv/a) = 2> —ay?) et N, = {z € k*| (3l € L) :
z = Nr(l)}. Alors, N, est un sous-groupe de k* et de plus,

b
(a;) =1 si et seulement si b € N,,.
v

Démonstration : La structure de sous-groupe est immédiate, cela résulte du fait que la norme
est multiplicative. Le cas olt b est un carré est facile : si b = ¢, b = N i(c) et le symbole de
Hilbert est trivial d’apres la proposition précédente. On suppose que b n’est pas un carré; si
b € N,, alors il existe x,y € k* tels que b = 22 — ay?, de sorte que la forme ax? + by* — 22 a
a
un zéro non trivial (y, 1, x) et donc (’—) = 1. Réciproquement, si az? + by? — 22 représente
v
0, il existe (xo, 0, 20) € k* non tous nuls tels que az? + by2 = 22. On peut supposer que a
n’est pas un carré, donc en particulier yo # 0. Ainsi, b = (20/v0)* — a(z0/y0)* € N,. O

Lemme 3.1.2. Avec les mémes notations que le lemme précédent,

(k* : N,) € {1,2} et plus précisément, N, = k* si et seulement si a € k*2.

Démonstration : Le cas k = R est facile & vérifier. En effet, N, = {2? —ay* #0 | x,y € R*}
=R*sia>0 (i.caeR*?) et N,=Rog=R*?sia<0 (i.e a ¢ R*?). Dans ce dernier cas,
R* /N, = R*/R*? est isomorphe & Fy, avec pour représentants =+1.

Pour k = Q,, commencons par traiter le cas p = 2 :

Le groupe Q5 /Qs? a huit éléments et il est engendré par les classes de —1, 2 et 5. Cal-
culons quelques symboles de Hilbert.

L’équation ax?+2y* = 2?2 admet des zéros non triviaux pour a = 1 ou —1, en effet (z,0, z) est
un zéro dans le premier cas et (x,x, ) en est un dans le second. De méme pour a = 2 ou — 2,
on trouve des zéros non triviaux (z, x, 2z) et (z, z,0). Pour a € {£5,+10}, montrons qu’il n’y
a pas de solution. Par exemple pour a = 5, I’équation 522 + 2y% = 22 est homogene et si I'on
suppose 'existence d'une solution (z,y, z) non triviale, quitte a& multiplier par des carrés, on
peut de plus supposer que x,y, z € Zs. Si va(x) > 0, alors ve(2) > 0 et va(y) > 0 donc quitte
A diviser par 4, on peut supposer que vo(x) = v9(2) = 0. Sous cette hypothese, 2% = 22 = 1
(mod 8) (les carrés modulo 8 sont 0, 1 et 4), mais la congruence 5 + 2y*> = 1 (mod 8) est
équivalente & y> = 2 (mod 4), qui n’a pas de solution dans Zy. On traite de méme les cas
a € {-5,£10}:

a 11-112(-2]5|-5]10]-10

7
(%)1111-1-1-1-1

Conformément & la remarque faite plus haut, le symbole de Hilbert de (a,b) € (Q;)? dépend
uniquement du symbole des réprésentants des classes de a et de b modulo Q2. D’apres le
lemme et les calculs que nous venons d’effectuer, Q5 /N, est un groupe d’ordre 2, en-
gendré par n’importe quelle classe aQy?, ot a € Q\Qy% Pour b € Q5\Q5?, des calculs
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similaires montrent que Q5 /N, ~ Fy (il suffit de considérer b € {—1, -2, £5, £10}).

Pour p impair :

Si a = ¢® pour un certain ¢ € Q,, alors tout z € Q) peut s'écrire z = 2% — ay?
(z — cy)(x + cy), il suffit de prendre 2 —cy = let o +cy = 2, ie v = 2 et y = 2L,
Ainsi, si a est un carré, alors N, = Q. Il reste a montrer la réciproque, supposons par
I'absurde que N, = Q) et a € Q) \@;2. On commence par traiter le cas ot a € U : ’il existe

=

z € U tel que (w) = 1, alors pz € N, et par symétrie du symbole de Hilbert, a € N,,.,
p
donc il existe z,y € QF tels que a = 2° — pzy®. Or, 0 = vy(a) = min{2v,(x); 20,(y) + 1},
donc v,(z) = 0 et v,(y) > 0. Laréduction modulo p donne alors a = z? (mod p), i.e (2) = 1.
p

Posons f € Z,|X] le polynome défini par f(X) = X?—a, on vient de voir que f(z) = 0 (mod p)
et comme f’(z) = 2x et p est impair, d’apres le lemme de Hensel [2.3.2] le zéro modulo p se
releve en un zéro dans Z,. Ceci est absurde, puisqu’on a supposé que a n’est pas un carré.

a, pz - N
7p ) = —1, donc en particulier N, # Q. Le cas ou
a € pU se ramene au cas que nous venons de traiter; on peut écrire a = pz avec z € U. En

b b b

choisissant b € U tel que <—> = —1, alors <a;) = <,_pz) = —1, donc N, # Q. Puisque
p p p

le symbole de Hilbert ne dépend que des classes des éléments de Q7 modulo les carrés, le cas

a € UU pU est suffisant pour établir le résultat.

On en déduit que pour tout z € U, (

On a terminé la démonstration de I’équivalence, il reste a calculer I'indice de N, dans Q) :

D’apres le corollaire le groupe Q, / @;2 est d’ordre 4 et pour prouver que l'indice de N,
dans Q vaut 1 ou 2, il suffit de montrer que N, contient strictement les carrés de Q. On
peut supposer que p? { a (i.e vy,(a) € {0,1}) et que a n’est pas un carré (ce cas a déja été
traité). On distingue alors deux cas.

Sivy(a) = 0 et siu € U, alors 'image modulo p de la forme 2? —ay® —uz? est de rang 3 sur F,.
D’apres le corollaire du théoreme de Chevalley-Warning , il existe un vecteur isotrope
non trivial vy = (o, Yo, 20) € (F,)*. Comme p {2, on peut appliquer le lemme d’Hensel
pour relever vy en un vecteur isotrope v; = (x1,y1,21) € (Z,)* non trivial de la forme de
départ. De plus, z; # 0 car sinon a serait un carré; on en conclut que u € N,. En appliquant
ceci a un élément u de U qui n’est pas un carré dans U (et donc dans Q;), on a bien prouvé
Q;Q G N, (il en existe forcément car p > 3 et les éléments de F)' définissent des unités
p-adiques distinctes mais seulement (p — 1)/2 d’entre eux sont des carrés).

Si vy(a) = 1, alors Npx(v/a) = —a € N,. Or, —a ne peut étre un carré dans Q, puisque sa
valuation vaut 1. O

Théoréme 3.1.1. Le symbole de Hilbert (#> DR R X kX B2 — Fy = {41} est une
v

forme bilinéaire symétrique et non dégénérée.

Démonstration : Soient a,b,b’ € k*, la linéarité en la deuxieme variable s’exprime par
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a, b’
< ) On a plusieurs cas a distinguer :
v

v
a,b
v

Si
Si

<

a,bb’\ a,b
v \w
b v b’
- (a’ ) = (a, =1,14.e bl € N, alors b’ € N, donc (a, ) =1.
/ /
- ( > (a ) = —1, alors <a,bb) = —1. En effet, si <a,bb> =1, alors
v
a?

)
b b2 b’
< . ) = ( ) ( ) (a ) = 1, contradiction.

b v
- Si (&’ > = (a, ) = —1, alors d’apres le lemme [3.1.2] a n’est pas un carré et b, b/

v
ont la méme classe dans k*/N,. Puisque ce groupe est d’ordre 2, il existe ¢ € N, tel

/ /
que b = c. Ainsi, <a,bb ) =1=(-1)?= <a;b) (a,b > :
v v v

La symétrie du symbole de Hilbert montrée dans la proposition [3.1.1] assure la linéarité en
I’autre variable. On a bien démontré que le symbole de Hilbert est une forme bilinéaire

a,b

symétrique sur le Fy-espace vectoriel £* /k*2. Enfin, si (#> = 1 pour tout b € k*, alors
v

d’apres le lemme a € kX2, ce qui prouve que la forme est non dégénérée. O

Le prochain résultat permet de calculer explicitement des symboles de Hilbert ; pour cela on
u
étend le symbole de Legendre aux entiers p-adiques en posant pour v € U, | — | = 1 si u est

un carré dans Z, et —1 sinon.

Théoréme 3.1.2. Soient p premier impair et m,n € Q). On pose a = v,(m) et b = v,(n),
de sorte que m®/n® =r/s, avec r,s € U. Alors,

(%) ()

Démonstration : On commence par remarquer que si m = mymy avec my, my € Q) alors
en définissant de méme a; = v,(my), az = vy(my), mb/n® = r;/s; et my/n* = ry/s;, on
obtient a = a; + as et r/s = riry/s182, donce si la relation est vraie pour my et my, elle est
aussi vraie pour m car :

(m,n) B <m1,n> (mg,n) B <(—1)a1br181) ((—1)“2b7“282) B <(—1)abrs>
p p p p p p '
Cette observation nous permet de réduire les cas a considérer ; il suffit de montrer :
-1
i) (@) - (—) i) (M) - (M) - (9> siptn, i) (M) — 1siptmn.

p p p p p p

: . v.n . (DY (-0 (—Lp\ _ (—Lp
Le cas i) se ramene a i) via | — | = =|1—).

p p p p

Montrons 1) : il s’agit de prouver que pr? + ny? — z? a une solution si et seulement si
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n
(—) = 1. On suppose qu’il existe x,y,2 € Q, tels que pr? + ny? = 2%, Quitte & multiplier
p

ou diviser par p?, on peut supposer que ,y,z € Z, et que p { y (sinon on aurait p | z

donc p | = et on pourrait simplifier par p). En réduisant modulo p, ny?* = 22 (mod p), donc
n
n = (zy~H? (mod p), d’ott [ — | = 1. Réciproquement, si n est un carré modulo p, on écrit

n = 25> (mod p). Par le lemme de Hensel [2.3.2] le zéro de f(X) = X? — n modulo p se
releve en un zéro dans Z, : n = 2? avec z € Z,. Il suit que (0,1, z) est un zéro non trivial de
pr + ny2 — 22

Si pt mn, alors @ = b = 0 et le membre de droite de i) vaut | — ) = 1. On s’occupe

du membre de gauche ; toujours en appliquant le lemme de Hensel [2.3.2} il suffit de montrer
I'existence d’une solution de ma?+ny* = 2? (mod p). Posons g : F, — F,, (y — m(1—ny?)),
alors g(y) = g(y') & y* = 4y (car m,n sont inversibles modulo p), donc g prend (p + 1)/2
valeurs, dont au moins une est un carré dans F, ; notons m(1 —nye?) = X? (mod p). Comme
p t m, on peut choisir zy tel que X = mzy (mod p), donc mz? = (1 — nye?) (mod p) et
I'équation mz? + ny* = 2% (mod p) a une solution (zg, yo, 1). O

Pour p = 2, le résultat suivant donne des expressions du symbole de Legendre sur Q.

Théoréme 3.1.3. Soient m,n € Q5, il existe a,b € Z et u,v € U tels que m = 2%u et

n = 2%v. Alors,
2 a?— a—1)(p—1
() -0 e (5 -cn,

ou u,v € {0,...,7} sont les entiers correspondants aux réductions modulo Uz = 1 + 87y de
u et de v.

Démonstration : On montre la premiere égalité. Dans la démonstration du lemme on a

2,2 2 2,2° 2
vu que (’7) = 1, donc en utilisant la linéarité, (,Tm) = ( ’2 u) = (,Tu) De plus, si

2 2
u =1 (mod 8), alors u est un carré dans Q; donc (,Tu) = 1. Il suit que le symbole (’TU)

ne dépend que de la classe de u modulo Us. Or, {£1;+5} est un systéme de représentants
de U/Us et on vérifie alors que le membre de droite coincide avec les résultats trouvés dans
la démonstration du lemme B.1.2):

a |1]-1]5|-5

<Q) 1111
2

Montrons la deuxieme égalité; le méme raisonnement nous invite a considérer seulement
u,v € {1,3,5,7}. Apres calcul, le membre de droite coincide avec les symboles :

uN\v | 1|3 [5]| 7
1 111 11]1
3 1(-1]1]-1
5 1111
7T |1]-1|1]-1
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3.2 Propriétés globales

Dans ce paragraphe, V désigne la réunion de tous les nombres premiers et de oc.

b
Théoreme 3.2.1. (formule du produit) Soient a,b € Q*, alors (a,_) = 1 pour presque
v

n:)-

veY

tout v €V et de plus,

Démonstration : Comme le symbole de Hilbert est bilinéaire, on est amené a considérer
seulement les cas ou a, b sont =1 ou des nombres premiers. En appliquant les deux théoremes
précédents, on montre que dans tous les cas les facteurs non triviaux se compensent :

-1,-1 -1,-1 —1,-1
l)Poura:b:—l,ona( d ):( : )z—let< ’ )zlpourpimpair.
p

00 2

2) Pour a = —1 et b = ¢, avec ¢ premier. Si ¢ =2, on a = 1 pour tout v € V (c’est

v
clair pour v = 2 ou oo, et pour v premier impair cela résulte de iii) dans la démonstration
—1
,q) = 1 pour tout v ¢ {2,q} (c’est
v
évident pour v = 0o et pour p premier impair ¢’est d’apres iii) du théoreme|3.1.2} car p t —q).

D’une part, (% _ _1(71%4)0171)

du théoreme3.1.2 car v 1 —2). Si ¢ est impair, on a (

= (_1)%1 (avec u = —1 et v = ¢ dans le théoreme

~1 —1)°—1 .-
3.1.3). D’autre part, <_,q> = (L> = (—1)T1 (avec m = =1, n =¢q,a =0 et
q q
b =1 dans le théoreme [3.1.2)).

3) Sia=q, b= ¢ sont deux nombres premiers; le cas ¢ = ¢’ se ramene au précédent car

—1 2
(M> = (—’q), pour tout v € V. Si g # ¢ et ¢ = 2, on a S2) g pour tout
v v
. N — q,2 2 G2\
v ¢ {2,q} (toujours d’apres iii) du théoreme3.1.2) et | — | = | - | = 5 (d’apres i7)
q q
du théoreme et la premiere relation du théoreme [3.1.3)). Enfin, si ¢ # ¢ et q,¢" # 2,
/ / 1) (o —
alors (q,q) = 1 pour tout v ¢ {2,q,q¢'} et <q,2q> = (—1)(q = 1), d’apres le théoreme
v
/ / /
3.1.3l Le théoréme [3.1.2 donne (q,q) = (q_) et (q,/q) = (2/) Or d’apres la loi de
) q q 2 q q
réciprocité quadratique, (q_) (%) = (—1)@71)&(] =
q q

a,

On a bien montré que dans tous les cas, (—) = 1 sauf pour un nombre fini de v € V
v

et la formule du produit est toujours vérifiée :

()

veY
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Remarque : Nous venons de voir que la loi de réciprocité quadratique implique la
formule du produit en fait il y a équivalence entre les deux : si a,b sont des nombres
premiers impairs, les facteurs non triviaux du produit (i.e lorsque le symbole vaut -1) sont
pour v € {2,a,b}. Or, les théoremes et permettent de calculer ces symboles de

Hilbert et la loi de réciprocité quadratique [1.2.2] en découle immédiatement,

() () - () - (3)- o

L’intérét du symbole de Hilbert est qu’il se généralise aux corps de nombres algébriques;
I’ensemble V est alors 'ensemble des < places > du corps de nombres.

Le résultat suivant donne une condition d’existence de rationnels de symboles de Hilbert
donnés.

Théoreme 3.2.2. Soient I un ensemble fini, (a;)ie; une famille d’éléments de Q* et soit

(€iw)@wyerxy une famille de nombres égauzr a £1. Pour qu’il existe x € Q* tel que (az,x> =
ip pour tout i € I et tout v € V, il faut et il suffit que les trois conditions suivantesvsoient
satisfaites :

i) Presque tous les €;, sont égauz a 1.

it) Pour touti € I, on a ], €0 = 1.

i1i) Pour tout v € V, il existe x,, € QX tel que

(a%xl)) S
— i
v )

pour tout i € I et avec la convention QF = R*.

Démonstration : La condition est clairement nécessaire ; s’il existe un tel x € Q*, alors a i@

fixé,
[1(%) T

veY veY

et seulement un nombre fini de ¢;,, sont non triviaux. On vient de montrer ii) et i), et pour
i11) il suffit de prendre x, = = pour tout v € V. La réciproque est bien plus difficile et nous
aurons besoin de deux résultats :

Théoreme 3.2.3. [de la progression arithmétique] (Dirichlet, 1837)
St a,m € Ny sont des entiers premiers entre eux, alors il existe une infinité de nombres
premiers p tels que p = a (mod m).

Ce théoreme est hautement non trivial et nous 'admettrons.

Lemme 3.2.1. (d’approximation) Soit S une partie finie de V. L'image de Q dans [, ¢ Q,
est dense dans ce produit, pour la topologie produit.
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Démonstration (du lemme) : Quitte a agrandir .S, on peut supposer que S = {00, p1,...,Pn},

ou les p; sont des nombres premiers distincts. Soit (Zeo, Z1,...,2,) € R X Qp X --- X Q,,,
montrons que ce point est adhérent a I'image de Q dans RxQ,, x---xQ,,. Quitte a faire une
homothétie de rapport entier, on peut supposer que l'on a x; € Z,, pour tout i € {1,...,n}.
Montrons :

|z —zo| < €

(v5>0)(VN€N)(3$€@>{ Vie{l,...,n}, v, (x —x;) >N

Soient € > 0, N > 0 et pour ¢ € {1,...,n}, posons m; = p¥ et m = [[,m;. D’apres le
théoreme chinois, et puisque les m; sont deux a deux premiers entre eux, le systeme :

r =1 (mod my)
r=z, (modm,)
a une solution xy € Z (qui vérifie v, (ro—=z;) > N pour tout i € {1,...,n}, par construction).

Soit ¢ un nombre premier distinct de py,...,p,, posons A := {a/q"™ |a € Z, m € N}. Alors
A est dense dans R. En effet, il suffit de montrer que A est dense dans [0;1]; cela provient
du développement en base ¢. Ainsi, il existe un rationnel u = a/q¢™ tel que :

120 — Too +upl -+ p| < €
Le rationnel z = x¢ + up? - - - p) convient :
(0 — 21) = min{oy, (0 — 2:); wp,(upd - o)} 2 N, pour tout i € {1,....,n}.

La deuxieme inégalité est vraie car q 1 p; = v, (up¥) > N. O

Revenons a la démonstration du théoreme :

Soit (€i)@wyerxy une famille de nombres égaux a £1 et satisfaisant i), ii) et 7i). Quitte
a multiplier les a; par le carré d’un entier (ne change pas le symbole de Hilbert), on peut
supposer que les a; sont des entiers. Soit S le sous-ensemble formé de 2, oo, et des facteurs
premiers des a;. Soit T" le sous-ensemble des v € V tels qu'il existe ¢ € I avec ¢;,, = —1. Ce
sont deux ensembles finis (d’apres le théoreme pour T').

Premier cas : Si SNT = (), posons :

a = H v et m: =8 H V.

veT\{oo} vES\{2, 00}

Par hypothese, SNT = (), donc a et m sont premiers entre eux et d’apres le théoréeme de la
progression arithmétique 3.2.3] il existe un nombre premier ¢ = a (mod m) tel que ¢ ¢ SUT

(2

(c’est un ensemble fini). On va montrer que x = ag convient, c’est-a-dire que [ —— | = &;,,
v
pour tout ¢ € I et tout v € V.

SiveS,onaveV\T,donc ¢, =1 et il faut vérifier que (ai,x) =1.
v
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a;, T ) . .
Si v = oo, on a bien <Z—) = 1, puisque x > 0. Si v = p est un nombre premier, on a
00
r =aq=a®> (mod m), d’ott z = a*® (mod 8) sip=2, et z=a* (mod p)sip#2(carpeS).
Dans les deux cas, les images de z et de a dans Q' sont des unités p-adiques (x et a sont des
entiers et p{ag, car p ¢ T et ¢ ¢ SUT), donc x est un carré dans Q) (d’apres le théoreme

2.4.2)) et on a bien (QZJ) =1.
v

Siv=p¢.S, alors p1a; donc I'image de a; est une unité p-adique. Comme p # 2 € S
et vy(a;) =0, on a d’apres le théoreme et en utilisant la multiplicativité du symbole de

Legendre :
. . vp(n)
(a,,n) = <&) , pour tout n € Q.
p p

Sip ¢ T U{q}, 'image de x est une unité p-adique, d’ott v,(z) = 0 et la formule ci-dessus

i, T

montre que =1; de plus comme p ¢ T, on a g;, = 1.

Sip €T, on awv,(zx) = 1; dautre part, la condition ii7) donne I'existence d'un x, € Qy

a;, T . , L1 s
tel que ( . p> = &;p, pour tout ¢ € . Comme p € T', I'un des ¢;, est égal a —1 et donc
p

vp(7p) est impair (sinon z, serait un carré de Q, et tous les symboles de Hilbert seraient
triviaux). Donc v,(z) = 1 (mod 2) et d’apres la formule ci-dessus,

a;, T a; a;,x .
< : ) — (-’) = <u) = ¢&;,, pour tout i € I.
p p p

Il reste a considérer le cas p = ¢ : on se ramene alors aux autres cas grace a la réciprocité du

symbole Hilbert :
Qj, T Qj, T
(55) =T (%) - I =
q v

v#q v#q

Ceci acheve la démonstration dans le cas SNT = (.
Cas général : On sait que les carrés de Q) forment un sous-groupe ouvert de Q, . Si 'on
fixe z, € QX et V, C QX% un voisinage de 22 pour tout v € S, alors d’apres le lemme d’ap-

proximation il existe 2’ € Q tel que z’/x,, € V,, pour tout v € S. Ainsi, pour tout v € 5,
x'/x, est un carré dans Q) et en particulier,

ozl a2
1— (az,%) 1= (a“mvxv>
v v
1= aiax/ (aiaxv>
v v
!
a;, T a;, T
N i) :< is v) <:€m>
v v ’
a;, T

/
( ), la famille (7;,)Gv)erxy vérifie les conditions 7), i) et 4ii). En
v

Sil'on pose 7, = €0

)

’ N N g, I/
effet, presque tous les ¢;, sont égaux a 1 par hypothese et presque tous les le sont
v
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aussi, d’apres le théoreme ce qui prouve ¢). Pour i) : soit i € I, on a [] o), 7, = 1, par
hypothese et d’apres le théoreme m Par hypothese, pour tout v € V, il existe x- € Q

a;, T . .
tel que ( v v) = &;4, pour tout @ € I. Il est clair qu’en prenant z/ = 2z, € Q, on a
aiax;; . . .
= N, pour tout i € I, ce qui prouve iii). De plus on a n;, = 1 si v € S, donc
v

SNT =0 (le T ici correspond aux 7;,). On a prouvé que dans ce cas il existe y € Q* tel
que :

(%

Si l'on prend x = ya’, alors x répond a la question :

a;, T ai?l/x/ a;,y a’hx, 2
< > = = < ) = (ni,v) €iw = Eiw,
v v v (Y

pour tout (i,v) € I xV. Ce qui achéve la démonstration et notre étude du symbole de Hilbert.
O
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4 Classification des formes quadratiques sur Q

Dans toute cette section, p est un nombre premier et (V,¢) est un espace quadratique non
dégénéré sur le corps k = Q.

4.1 Vers un systeme complet d’invariants

Soit n € Nyg le rang de (V,¢q), son discriminant disc(q) est un élément de k*/k*?. Nous
ferons ’abus de noter un élément de k* et sa classe modulo £*? par la méme lettre.

Définition 4.1.1. Soient e = (ey,. .., e,) une base orthogonale de V' et a; = ¢(e;) € k* pour
tout 1 <7 < n. On note &(e) l'entier égal a £1 et défini par :

‘0= I ("),

1<i<j<n

L’intérét est que ce nombre est un invariant au sens suivant :

Théoréme 4.1.1. L’entier (e) ne dépend pas de la base orthogonale e.

Démonstration : Soit e une base orthogonale de V. Si n = 1, le produit est indexé par
I'ensemble vide et on a €(e) = 1 par convention. Si n = 2, on a €(e) = 1 si et seulement si

ay, az

p

1.3.1] cela équivaut au fait que la forme a;2? + asy? représente 1, c’est-a-dire qu'il existe
x € V tel que q(z) = 1, et cela ne dépend pas de la base. Soit n > 3, on raisonne par
récurrence ; d’apres le théoreme [1.3.3] il suffit de montrer que e(e) = (¢’) pour deux bases e
et ¢ contigués. Quitte a permuter les vecteurs de €’ (cela ne change pas la valeur de £(¢’) car

le symbole de Hilbert est symétrique), on peut supposer que €' = (¢}, ..., ¢e!) avec €] = e;. Si

r n

pour tout 1 < i < n, le scalaire a; désigne ¢(e}), on a a; = a) et par bilinéarité du symbole

de Hilbert :
5(6): (a17a2"‘an> H (Gi,%)
p 2<icj N P
B (al,disc(q)al) H (ai,a])
p p )’

2<i<y

) =1, si et seulement si la forme a;2? + asy? — 22 représente 0. D’apres le corollaire

ou l'on a utilisé les propriétés du symbole de Hilbert et le fait que disc(q) = a; - - - a,.

disc a;, a’;
De méme, e(e) = (L@al H2<i<j (—]> Si V' désigne l'orthogonal ei, I'hy-
p - p

pothese de récurrence appliquée a (V’,q+) (de dimension n — 1) permet de conclure que

a;, aj
H2§i<j P

/ /
Q;, a; . N s ’ .
) = [Locic; (u . Ceci acheve la récurrence et la démonstration. U
- p
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Définition 4.1.2. Le théoréeme m permet de définir le symbole de Hilbert de g, noté €(q)
et défini comme étant égal a e(e), ou e est une base orthogonale quelconque. Les nombres
disc(q) et e(q) sont des invariants au sens suivant :

Si ¢ est une forme a n variables et équivalente & a;7? + - - - + a,x?, alors disc(q) = a; - - - a, €

A, g
k% et e(q) = [1i<icjcn ( ’
q.

) € {£1} sont des invariants de la classe d’équivalence de

On cherche maintenant a donner une condition nécessaire et suffisante pour qu’une forme
représente un élément de k. Commengons par un rappel sur le Fo-espace vectoriel kX /k*? :
on a vu que k*/k*% a 4 éléments (resp. 8 éléments) si p # 2 (resp. si p = 2). Dans tous les
cas, ce cardinal sera noté 2", avec r = 2 ou r = 3. Dans la suite on notera d(q) plutot que
disc(q) pour désigner le discriminant de la forme quadratique g.

Lemme 4.1.1. Soient a € k*/k*? et € € {£1}, on note H: := {x € kX /k*?| (ﬁ) = 5}.

p
Sia=1, H a2 éléments et H, ' est vide. Si a # 1, alors H! et H, ! ont tous deux pour
cardinal 2771 De plus, si a,a’ € k*/k*% et e,&’ € {£1} sont tels que HE, HS, # (), alors
H:N HE = () si et seulement si a = a’ et eg’ = —1.

Démonstration : La premiere assertion est évidente pour a = 1. Si a # 1, on considere
a,b

le morphisme de Fy-espaces vectoriels k*/k*? — {&1}; b (—) ; comme a # 1 le
p

morphisme est surjectif et son noyau H]! est un hyperplan de k*/k*% et a 2! éléments.

Son complémentaire H; ! a également 2"~ éléments. Maintenant si HS et HS, sont non vides

et disjoints, ils ont nécessairement 2"~! éléments chacun et sont complémentaires I'un de

l'autre. On en déduit H; = H_°. Si e = ¢/, quitte a prendre les complémentaires on trouve

H! = H,' mais il est clair que 1 € H! N HY,, donc H!, et H," ne sont pas disjoints,

contradiction. Ainsi, € # &’ et en prenant les complémentaires, H! = H), et H,' = Ha_,1

donc : , .
x,a x,a
< d ):( >, pour tout x € k* /k*?
p p
Puisque le symbole de Hilbert est non dégénéré, on en déduit a = a’ et évidemment ¢ = —&'.
La réciproque est triviale. O

Le résultat suivant est important; on montre que toute forme non dégénérée a plus de 5
variables représente 0 et on donne des conditions nécessaires et suffisantes dans les autres
cas.
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Théoreme 4.1.2. La forme q représente 0 si et seulement si l'une des conditions suivantes
est vérifie :

i)n=2etd(q) =—1 (mod k*?);
it)n=23cet <Ld(q)> =¢(q);

p
_1,-1
iwi) n =4 et, soit d(q) # 1 (mod k*?), soit d(q) = 1 (mod k*?) et e(q) = ( 2’9 ) 4
iv) n > 5.

Avant de procéder a la démonstration, on énonce un corollaire fondamental :

Corollaire 4.1.1. Soit a € k*/k*2. Pour que q représente a, il faut et il suffit que :

i)n=1eta=d(g) (mod k*?);

i) n =2 et (C“_Tfi(q)> = e(q);

iit) n = 3 et, soit a # —d(q) (mod k*?), soit a = —d(q) (mod k*?) et <—1+d(q)> =e(q);

iv) n > 4.

Démonstration (du corollaire) : Soit a € k*/k*?, et soit q, = q — az®. D’apres le corol-
laire la forme ¢ représente a si et seulement si g, représente 0. Or, d(q,) = —ad(q) et

. a —a.d
£(¢a) = €(q) [T1<icn ( a,az) = ¢(q) (a,T(q)> Une fois cette observation faite, il suffit

d’appliquer le théoreme a q,.
i) Si m = 1, alors g, est une forme a deux variables et elle représente 0 si et seulement si
d(q.) = —1 (mod k*?), c’est-a-dire —ad(q) = —1 (mod k*?), ou encore d(q) = a (mod k*?).

—1, —d(¢a
i1) Sin = 2, alors ¢, est une forme a trois variables et la condition (A) = ¢(qa)
D

—1,ad —a,d
est équivalente a (M> = ¢(q) <a,—@)) En développant les symboles de Hilbert

’ ’ (:-10)
E—

= e(q).
i11) Sin = 3, alors g, est une forme & 4 variables et soit d(q,) # 1, (mod k*/k*?), ceci est

équivalent & a # —d(q) (mod k*?), soit a = —d(q) (mod k*?) et £(q) —a.d0) =c(q.) =

(_1]’9_1), ce qui équivaut & a = —d(q) (mod k*2) et £(q) = (_l’d(£> (“’d((-’)) -

p p

et en simplifiant, cette derniere est équivalente a

. En effet, il existe € k* tel que a = —d(q)x?, donc d’apres la proposition 3.1.1}

p
(a,d(Q)) _ (—d(q)x2,d(q)) _
p p
iv) Enfin, si n > 4, la forme ¢, a au moins 5 variables, donc elle représente 0. 0

Passons maintenant a la démonstration du théoreme :

Démonstration (du théoréme) : Nous traitons les cas n = 2,3,4 et n > 5 séparément. A
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chaque fois, 'existence d’une base orthogonale et la non dégénérescence nous permettent de
supposer ¢ équivalente & a1 + - - - + a, 2.

i) Sin = 2, alors ag # 0 et puisque représenter 0 ne dépend pas de la base considérée, la forme

q représente 0 si et seulement si —a; /ay est un carré dans k*. Or, —a;/ay = —(a;/ay) a3 =

—d(q) (mod k*?). On doit donc avoir —d(g) = 1 (mod k*?), c’est-a-dire d(q) = —1 (mod k*?).
i1) Sin = 3, alors ag # 0 et la forme ¢ représente 0 si et seulement si —asq représente 0, ou
encore, si et seulement si —aza;7? — azasr3 — a3xi ~ —aza1 73 — azayr3 — x3 représente 0. Par
définition du symbole de Hilbert, ceci est équivalent a :

(—CL3G1; —a3a2> 1
p

On développe en utilisant la bilinéarité et la symétrie du symbole de Hilbert :

() = () () () () () ()
() () ()
() ) () () () ()

as, —a as, a —1,a
D’apres la proposition |3.1.1, ( 5 3) = 1 donc ( 5 3) = ( - 3), d’ott :
p p p

1 — (—G3a1,—a3a2) - <—1,—1) (—1,a1a2a3) (@1>a2) (G1>a3) (a2>a3)
p p p p p p )’

—1,—d —1,—d
ce qu’on rééerit <’—(Q)> e(q) =1, donc (’—@) =¢e(q).
p p

ii1) Sim = 4, on éerit a1x? + ari + azri + i = a2t + agri — (—azri — ayx?), d’apres
le corollaire q représente 0 si et seulement si il existe x € k*/k*? qui est représenté
par les deux formes qi (71, 72) = a12? + axx3 et qo(r3,74) = —azr3 — ayzi. Ces formes sont
en deux variables, on peut donc utiliser le cas ii) du corollaire (qui repose sur le cas ii) du
théoréme, qu’on vient de prouver); x € k* /k*? est caractérisé par :

(22000) — g oo (200)

p

<$7 —alaz) B (01702> ot (iﬂ, —613&4) . (—ag,—a4>
p D p p

Soient A I'ensemble des éléments de k* /k*? vérifiant la premiere condition, et B 1’ensemble
de ceux qui vérifient la seconde. On raisonne par contraposition. Pour que ¢ ne représente
pas 0, il faut et il suffit que ANB = (), or A et B sont non vides puisque a; € A et —a3 € B
on peut donc appliquer le lemme La relation AN B = () équivaut & :

(al,GQ) (—037 —a4)
a1ao = agay et =—|—].
p p

o1

c’est-a-dire :




La premiere condition donne d(q) = ajasazas = (ajas)? = 1 (mod k*?). Si elle est vérifiée,

on a :
ai, az ai, as ay, aq az, as a2, aq as, aq
e(q) =
p p p p p p
o <a1,a2> <a1,a3a4) (ag,a3a4> <a3,a4>
p p p p
_ (al,az) (alaz,a3a4> (ag,a4>
p p D
o (Gh@z) (a3a4,a3a4> (Cl3,a4>
p p p
- (a17a2) (—1,(13&4) (ag,a4)
p p p
o (aflaaQ) (—1,CL3> (_a37a’4)
p p p
o <a17a2> (_17_1> <—1,—CL3) (_a3aa4)
p p p p
. <CL1,CL2> <_a3a_a4) <_17_1)
p p p

Entre les lignes (4) et (5) on a utilisé le fait que le symbole de Hilbert vérifie (M) =

p
()
o)
ai, a —az, —a
Par hypothese, < L 2> = — (#> donc la condition s’écrit finalement :
p p

—-1,-1
0= (7).
p
Ce qui acheve la preuve de ce cas.
iv) Pour n > 5, nous observons qu’il suffit de traiter le cas n = 5. En effet, si g est une forme a
n > 5, alors ¢(x1,...,25) == q(x1,...,25,1,...,1) est une forme a 5 variables et tout vecteur
isotrope de ¢ donne un vecteur isotrope de ¢q. D’apres ii) du corollaire, une forme ¢’ de rang 2

x, —d(q )
représente un élément x € k* /k*? si et seulement si (&) = ¢(q’). Avec les notations

du lemme [4.1.1, on observe que ceci est équivalent a x € H i(j(,;,).On applique le lemme |4.1.1f:

si —d(q) # 1, cet ensemble a 2”1 éléments, sinon —d(q) = 1 et Hi(g(,;/) est non vide (la forme
représente toujours au moins un élément) donc il a 2" éléments. Dans tous les cas, Hi(j(/;,) a
au moins 2"~ 1 éléments donc ¢ représente au moins 2" ! éléments. C’est a fortiori vrai pour
les formes de rangs supérieurs, en particulier ¢ représente au moins un élément a € k* /k*?
différent de d(q). D’apres le corollaire , q est équivalente & ax? + q;, ol ¢; est une forme
de rang 4. Puisque d(q) = ad(q1), on a d(q;) = d(q)/a # 1 (mod k*?). D’apres #ii), la forme
q1 représente 0, donc ¢ aussi. Ce qui acheve la démonstration du théoreme. O
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4.2 Classification sur Q,

On peut désormais énoncer le résultat de classification des formes quadratiques sur Q,, :
Théoréme 4.2.1. Soient q et ¢’ deux formes quadratiques sur Q,, alors on a :

q~q <= (r9(q) =r9(¢'), d(q) =d(q') et e(q) = e(q')).

Démonstration : Le sens direct est immédiat. Réciproquement, on procede par récurrence
sur n =rg(q) (=rg(¢’)). Le résultat est vrai pour n = 0. Ensuite, on sait d’apres le co-
rollaire que ¢ et ¢' représentent les mémes éléments de Q) /Qf. Soit donc a un tel
élément. On écrit ¢ ~ aZ? + q1 et ¢ ~ aZ* + ¢ o 1g(q1) =rg(¢}) = n — 1. On a alors

dq) = adlq) = ad(q) = d(¢}) ot e(a) = <(q) (%) — <(¢) (%) — <(q)).
]

D’apres ’hypothese de récurrence, on a ¢ ~ ¢qj, d’ou g ~ ¢'.

Corollaire 4.2.1. A équivalence pres, il existe une unique forme ¢ sur Q, de rang 4 qui ne

b
représente pas 0. On a ¢ ~ Z? — aX? — bY? + abT? ou (a;) = —1.
p

—1,-1
Démonstration : D’apres le théoreme.1.2} on a nécessairement d(q) = let e(q) = — ( ) ,

ce qui est vérifié par g ~ Z? —aX? — bY? + abT?. O

Proposition 4.2.1. Soit n > 1, d € Q;/Qf, et ¢ € {£1}, alors il existe ¢ telle que
rg(q) =n, d(q) = d, (q) = € si et seulement si :

iyn=1lete=1

i) n=2et d# —1 (mod Q?)

ifi)n=2ete=1

iv)n >3

Démonstration : i) Le cas ou n = 1 est immédiat.

b
i1) Cas o n = 2 : on écrit ¢ ~ aX? + bY2 Si on avait d(q) = —1 alors e(q) = (a;) =
D

a, —ab L. . .
( ) = 1. Réciproquement, dans le cas ot d = —1 et ¢ = 1, on prend ¢ = X? — Y2 Si
b

—d
d # —1, il existe a € k* tel que (a,_) =¢, et ¢ = aX?+ adY? convient.
p

iti) Cas ou n = 3 : soit a € Qg/@;z distinct de —d. On sait qu'il existe ¢’ telle que
—d
rg(q) =2,d(¢') =adete(q) =¢ ¢

- (249) 0 - (228):(55%) -

iv) Cas ot m > 4 : on se ramene au cas n = 3 en prenant ¢ de la forme ¢/( X1, Xy, X3) + X7 +
-+ X2 ourg(q) =3,d(¢) =det e(q) =e).

. Alors ¢ = aZ?+ ¢ convient. (On a en particulier

O
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Corollaire 4.2.2. Notons m,,, le nombre de classes d’équivalence de formes quadratiques
sur Q.

Sip#2,ona:my, =4, my, =7 et my,,=8sin>3.

Sip=2,ona:ms =8, mgs =15 et myo=16sin > 3.

Démonstration : Sip # 2 (vesp. si p = 2), on a |Qx/Q?| = 4 (resp. = 8) donc d peut prendre
4 valeurs (resp. 8 valeurs), et ¢ € {£1} peut prendre deux valeurs. O

4.3 Théoreme de Hasse-Minkowski

On note toujours V = {nombres premiers} U {oo}, et Qo = R.

Dans toute cette section, ¢ ~ a; X? + - - - + a, X2 désigne une forme quadratique de rang n a
coefficients a; € Q. On définit les invariants suivants :

Le discriminant d(q) = a; - - - a,, € Q*/Q*2,
Soit v € V, I'injection Q — Q, fournit une forme quadratique g, a coefficients dans Q,. On
note d,(q) = d(q,) (et d,(q) est 'image de d(q) par Q*/Q*? — QX/Qr?) et £,(q) = &(q.).

On a les relations suivantes :

On définit la signature (r,s) de f comme étant la signature de f...

Le théoreme fondamental suivant, prouvé par Helmut Hasse en 1923, illustre le principe
local-global : pour étudier une forme quadratique sur Q il est suffisant de I’étudier sur R et
sur Q, pour p premier.

Théoreme 4.3.1 (Hasse-Minkowski). On a [’équivalence suivante :

q représente 0 <= pour tout v € V, q, représente 0.

Démonstration : Le sens direct est immédiat. Pour la réciproque, écrivons ¢ = a1 X7 + -+ - +
an,X? ot a; € Q*. On peut supposer que a; = 1 (quitte & remplacer ¢ par a;'q).

e Casoun = 2: La forme ¢, représente 0, donc on peut écrire ¢ = X? —aX? ot a > 0.

Ecrivons a = Hp“f’(a). Comme g, représente 0, a € Qf et vy(a) est pair pour tout
P
premier p, ce qui implique que a € Q? et ¢ représente 0.

e La démonstration du cas n = 3 est due & Legendre. On a ¢ = Z2 — aX? — bY? ou
I’on peut supposer a et b non nuls et sans facteurs carrés (quitte a multiplier par des
carrés) ainsi que |a| < |b].

On procede par récurrence sur m = |a| + |b|.

Sim=2,onaq=2Z?+£X?+Y?2 Comme g représente 0, on peut exclure Z2+X?+Y?,
et dans les autres cas ¢ représente 0.

Sim > 2 (i.e. b > 2), écrivons b = +£p; -+ - pg, ou les p; sont des nombres premiers
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distincts. Fixons un facteur premier p de b et montrons que a est un carré modulo
a

p. Clest le cas si a = 0 (mod p) (On a vu que dans ce cas <—> = 0). Ensuite,
b

si a # 0 (mod p), alors a € U. Comme ¢ représente 0 sur Q,, il existe (z,y,z2) €
(@,)%\{(0,0,0)} tel que 2? — az? — by* = 0. D’apres la proposition on peut
supposer (z,y, z) € (Z,)*\{(0,0,0)} primitif. On a 2? — az? = 0 (mod p). Supposons
par Pabsurde que z = 0 (mod p), alors 2> = 0 (mod p) donc z = 0 (mod p). Cela
entraine by? = 0 (mod p?), avec v,(b) = 1, donc y = 0 (mod p), ce qui contredit
le fait que (z,y,2) est primitif. Ainsi z # 0 (mod p), donc x € U et a = (zz71)?
(mod p) est un carré. D’apres le théoreme chinois, Z/bZ ~ [[,.,., Z/piZ, donc a
est un carré modulo b. Soient alors ¢,b' € Z tels que t*> — a = bb'. On peut choisir
t] < % (prendre un représentant de ¢t (mod b) dans | — b/2;b/2[). Comme bb' est une
norme dans k, := k(y/a)/k (ou k = Q ou Q,), le lemme montre que la forme
q représente 0 sur k si et seulement si b € N;x, si et seulement si O € N;x, si et
seulement si ¢’ = 2% — az? — b'y? représente 0 sur k. Or [b']| = |£22| < P41 < pp|
(puisque |b] > 2). On écrit V' = b"u® ou b” est sans facteurs carrés, alors [b”] < |b], et
par hypothese de récurrence, ¢ = Z? — aX? — 'Y ? représente 0 dans Q, donc ¢ ~ ¢”
aussl. .

Cas ott n = 4 : Ecrivons ¢ ~ f — g ~ (aX? 4+ bX2) — (X2 +dX2). Siv € V, g,
représente 0 donc d’apres le corollaire m il existe z, € Q;° représenté par f et g.
D’aprés le corollaire on a:

(=20 () (2),
<:vv,v—cd) _ <%l) |

a,b c,d

C JEA &@

mmH() H()
veEY veY

x € Q* tel que pour tout v € V :

(x,—ab) (a,b) (x,—cd) (c,d)

=|— et ={—

v v v v

Par conséquent f — xZ? représente 0 dans Q, pour tout v € V donc elle représente 0

sur Q (cas oun = 3), et f représente . De méme on montre que g représente x, d’out
q représente 0.

et de méme,

1, on sait d’apres le théoreme |3.2.2| qu’il existe

Cas ol n > 5 : Par récurrence sur n. On écrit ¢ ~ f — g ot f = a; X7 + ax X3 et
g=—(a3X3+ - +a,X?). Soit S CV défini par :
S = {p premier | 37 > 3 : v,(a;) # 0} U{2, co}.

qui est un ensemble fini. Comme g, représente 0, il existe b, € Q. représenté a la fois
par f et g dans Q. Ecrivons b, = f(x10,220) = g(T5.4, ..., Tpnyp). D'apres le corollaire
on sait que QX% est ouvert dans Q7, et d’apres le lemme , on sait que Q est
dense dans ], 4 Q,. Comme f est continue, f~'(b,Q?) est un ouvert non vide de
Qu x Q, (c’est aussi un voisinage de (21,4, 2,)), donc il existe (z1,22) € Q x Q tel que
b:= f(z1,29) € Q vérifie : % € QX2. Comme g représente b, sur Q,, elle représente

aussi b, donc ¢g; = bZ? — g représente 0 dans Q, pour v € S.
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Siv & S, on awv,(a;) = 0 pour tout i > 3, donc v,(d,(g)) = 0 i.e. dy(g) est une

unité v-adique. On a €,(9) = [[3<;cj<n = 1 car v # 2. De plus rg(g) > 3,

donc g représente 0 dans Q, d’apres le corollaire puis g; représente 0 dans Q,.
Ensuite rg(g;) = n — 1, donc par hypothese de récurrence g, représente 0 sur Q, donc
g représente b sur Q, donc ¢ aussi.

O
Corollaire 4.3.1. Soit a € Q*. On a I’équivalence :
q représente a dans Q <= pour tout v € V, ¢ représente a dans Q,.
Démonstration : On applique le théoréme précédent & aZ? — q. O

Corollaire 4.3.2 (Meyer). Supposons rg(q) > 5, alors ¢ représente 0 si et seulement si elle
est indéfinie (i.e. q représente 0 sur R).

Démonstration : Cela résulte du théoreme puisque ¢ représente 0 dans Q, pour tout
v e V. 0

Corollaire 4.3.3. Supposons rg(q) = 3 (resp. rg(q) = 4 et d(q) = 1). Si ¢q représente 0 dans
tous les QQ, sauf au plus un, alors ¢ représente 0.

Démonstration :
e Pour n = 3, toujours d’apres le théoreme on sait que :
=) —cg) (8
Or H eo(q) =1let H —L—dlg) = 1 en vertu du théoreme|3.2.1] Donc si 1’égalité
v

veY veY
(E,) est vérifiée pour tout v € V sauf au plus un, elle est vraie pour tout v, et g

représente 0.
e Pour n =4 et d(q) = 1, on remplace (par application du théoreme [4.3.1)) I'égalité (E,)
1

par (Z271) =0

4.4 Classification sur QQ

q représente 0 dans Q, <—

O

Théoréme 4.4.1. Soient q et ¢ deux formes quadratiques sur Q. Elles sont équivalentes si
et seulement elles le sont sur Q, pour tout v € V.

Démonstration : Le sens direct est immédiat. Pour la réciproque, on procede par récurrence
sur n =rg(q) =rg(q). Le resultat est vrai pour n = 0. Sin > 0, soit @ € Q* représenté par .
D’apres le théoreme 1| ¢’ représente a. Ecrivons q~aZ*+qoet ¢ ~aZ?+ q). Dapres le
théoreme de 81mp11ﬁcat10n de Witt, on a gy ~ ¢} sur Q,, et ce pour tout v € V. Par hypothese
de récurrence, on a gy ~ ¢ sur Q, et donc ¢ ~ ¢’ sur Q. O
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Corollaire 4.4.1. Soient (r,s) et (17, s") les signatures de g et ¢’. On a I’équivalence :

d(q) = d(d)
qr~ q/ — (T> S) = (T/a S/)
eo(q) =¢eu(¢) pourtoutveV

Démonstration : Ce sont les conditions pour que ¢ ~ ¢ sur Q,. O

Remarque : Notons d = d(q), &, = €,(q), et (r, s) les invariants de ¢. Ils vérifient les relations
suivantes :

€, = 1 pour presque tout v € V et H €y = 1.
veY
g, =1sin=1,ousin=2 et 'image d, de d dans Q,/Q? vaut —1.
r,s>0etr+s=n.
doo = (—1)%.
Eop = (_1)5(5—1)/2.

Proposition 4.4.1. Soit d, (¢,),ey et (r,s) vérifiant ces relations, alors il existe une forme
quadratique de rang n sur Q ayant ces invariants.

Démonstration :

Le cas n = 1 est immeédiat.

Ty, —d

Sin = 2, soit v € V, on sait qu’il existe z, € QJ tel que ( = &, (par

v

x,—d
condition implique qu’il existe x € Q* tel que (’—) = &,, et ce pour tout v € V.
v

non-dégénérescence du symbole de Hilbert). D’apres le théoreme . la premiere

11 suffit de considérer ¢ = 2 X? + 2dY?2.
—d,—1
Casoiln:3.SoitS:{v€V|(d’

> = —5U}. C’est un ensemble fini, et si

v € S, choisissons ¢, € QX /Qx? distinct de —d,. D’apres le théoreme d’approximation
il existe ¢ € Q* d’image ¢, dans Q7/Qx% On sait qu’il existe ¢ telle que

—d
rg(q) = 2, d(q) = cd, €,(q) = “ g, pour tout v € V. Il suffit alors de considérer
v

¢ =q+cZ2

Notons que pour 1 < n < 3, la signature est entierement déterminée par d, et €.
Cas ou n > 4. On procede par récurrence sur n. Supposons que 7 > 1. Par hypothese
de récurrence, il existe ¢ telle que rg(q) =n—1, d(q) = d, £,(q) = €, pour tout v, et q

est de signature (r — 1,s). On prend alors ¢ = X2 + ¢. D’autre part si 7 = 0 (et donc
—1,—

d
s =n), soit ¢ telle que rg(q) =n —1, d(q) = —d, €,(q) = &, ( ) pour tout v,

et g est de signature (0,n — 1). On prend alors ¢ = —X? + q.
]
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Appendice

On montre dans cette section qu'un groupe topologique localement compact est complet.

Définition : Soit (G,-) un groupe. On dit que G est un groupe topologique s’il est muni
d’une topologie telle que (z,y) — xy ! est continue.

Exemple : (R, +) , (Z,,+), (Z), %), (Qp,+), (Q,, x) sont des groupes topologiques. On
vérifie en particulier que (x,y) »—> xr—yet (z,y) — xy~! sont continues.

Lemme : Soit G un groupe topologique et H un sous-groupe de G. Alors :

(i) L’adhérence H de H est un sous-groupe de G.

(ii) G est séparé si et seulement si {e} est fermé.
Démonstration : (1) Soit ¢ : G x G — G l'application continue ¢(z,y) = zy~'. H étant un
sous-groupe, on a p(H x H) C H. Alors : o(H x H) = o(H x H) C p(H x H) C H, et H
est un sous-groupe.
(ii) Un espace X est séparé si et seulement si la diagonale A = {(z,x) € X} est fermée dans
X x X. Alors : G est séparé < A = o~ !(e) est fermé dans G x G < {e} est fermé. O

Lemme : Soit G un groupe topologique et H un sous-groupe de . Si H contient un voisi-
nage de e (élément neutre), alors H est a la fois ouvert et fermé dans G.

Démonstration : Soit V un voisinage de {e} dans G contenu dans H.

- H est ouvert : soit h € H, alors hV est un voisinage de h contenu dans H (remarquons
que l'application x — hx est un homéomorphisme), ce qui montre que H est un voisinage de
chacun de ses points.

- H est fermé : gH est ouvert pour tout g € G (puisque H est ouvert et que les transla-
tions sont des homéomorphismes), toute union de ces ensembles est ouverte. Comme H =

( U gH) , H est fermé. 0

gH#H

Théoreme : Soit G un groupe topologique et H un sous-groupe localement fermé. Alors H
est fermé.

Démonstration : Si H est localement fermé dans G, alors H est ouvert dans H, qui est un
sous-groupe topologique de G. D’apres le lemme précédent, H est fermé dans H et H = H.
O

Corollaire : Un groupe topologique métrisable localement compact est complet.

Démonstration : Soit G un complété de G. CVest aussi un groupe topologique. Comme G est
localement compact, il est fermé dans son complété. O
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