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Le but de ce chapitre est d’introduire la notion de processus temporel et plus particuliérement
la classe des processus ARM A qui sont particulierement utiles pour décrire le comportement
des séries temporelles univariées. Cette présentation suppose que I’on dé..nisse au préalable
un certain nombre de notions essentielles a I’'analyse des séries temporelles, et en particulier la
notion de stationnarité. L’étude des séries temporelles suppose que I'on fasse au préalable un
certain nombre de rappels en probabilité et en statistiques.

1 Rappels de Probabilité et de Statistiques

Avant de dé..nir la notion de série temporelle, il convient de faire un certain nombre de rap-
pels succincts. Les rappels proposés dans le cadre de cette section portent avant tout sur les
probabilités et les statistiques usuelles. Toutefois, la lecture de ces rappels doit nécessairement
s’accompagner d’une étude plus systématique des fondements probabilistes des méthodes statis-
tiques (cf. ”Méthodes Statistiques”, Philippe Tassi, Economica 1989).

On considere une variable stochastique réelle ou variable aléatoire réelle (v.a.r. en abrégé)
continue, notée X, dont la loi de probabilité, pour une réalisation x, est dé..nie par la fonction
de densité fx (z), supposée continue, telle que fx (z) > 0:

V (a,b) € R? P(angb):/be(a:)d:c (1.1)

/1 fx (x)de =1 1.2
0

On note Fx (.) la fonction de répartition ou fonction de distribution cumulative associée a
X, telle que :

FX(a)EP(XSa)EP(X<a):/_a fx (z) dx (1.3)

Nous allons a présent successivement proposer des rappels sur les notions de population des
moments, de moments empiriques, distribution jointe, de distribution conditionnelle, d’indépen-
dance, de convergence, ainsi que des rappels sur les propriétés d’un certain nombre de lois
usuels.
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1.1 La population des moments théoriques

Pour une variable aléatoire réelle (v.a.r.) X, I’espérance et la variance constituent deux moments
particuliers, mais plus généralement il est possible, sous certaines hypothéses, de dé..nir la
population des moments et la population des moments centrés de la fagon suivante :

De..nition 1 Pour une variable aléatoire réelle continue X, de densité fx (.), la pop-
ulation des moments associée a tout ordre k € N, est dé...nie par :

E (Xk) - / T o by (o) da (1.4)

—00

La population des moments centrés associée a tout ordre k € N, notée y,, est dé..nie
par :

o0

=B [ =] = [~ @ px ) da (L5)

—0o0

avec u=E(X) = [%_xfx (z)dz.

Ainsi I’espérance, notée E (X), correspond au moment d’ordre un (k = 1) :

E(X)Z/Oowfx(x)dJU:u

—00

De la méme fagon, la variance, notée V' (X)), est dé..nie par le moment centré d’ordre deux
(k=2):

(e o]

V<X>=u2:E[<X—u>2}=/ (x — w)? fx (z) de

—00
En général, lorsque I'on cherche a établir la population des moments d’une transformée,
linéaire ou non, de la v.a.r. X, on utilise la propriété suivante :

Propriété 1. On considéere une v.a.r. transformée, telle que Y = ¢ (X). Soit fx (.) la
fonction de densité de la v.a.r. X. La population des moment et la pop-
ulation des moments centrés d’ordre k, de la transformée ¢(X) sont alors
dé..nies par I’espérance respective des transformées [g(X)]* et (9 (X) —uy]k,
avec ¥ = E[g(z)],Vk € N:

B{la01} = [ o @) fx ) da (16)
ukY=E{[g(X)—uY]k}=/_o; lg(2) — u']" fx (@) de (L.7)

En particulier, I’espérance de Y correspond a :

Eg(X)] = / T g (@) fx (@) de (1.8)

—00
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Considérons I'exemple suivant. Soit Y la transformée linéaire de X, telle que Y = a + bX,
(a,b) € R2. Le moment d’ordre un de Y, est dé..ni par :

E(a+bX) — /_oo(a+bx)fx(x)dx

= a/oo fX(x)dx+b/oome(x)dx
= a+bE(X)

On retrouve ainsi le résultat £ (Y) =a + b E (X), selon lequel I’espérance est un opérateur
linéaire. De la méme facon, on peut calculer la variance de la variable transformée Y, notée
V (Y), qui correspond au moment centré d’ordre deux. On note u, avec i € R, I'espérance de
la variable X.

ViardxX) = [ fa+bo) - (@t ) fx (o) do

—00

= b2/oo (x —p)? fx (z)de

—0o0

On obtient ..nalement la relation standard :

V(a+bX) =0V (X) (1.9)

Un autre résultat, découlant de la propriété 1, est particulierement utile dans le cadre des
modeéles linéaires. Il s’agit du résultat suivant :

E(X?) =V (X)+[EX)]? (1.10)

Pour démontrer ce résultat, il su¢t de réécrire £ (X?) sous la forme E [(X —p+ M)Q] . Dés
lors, il vient :

B(X?) = B|(X-p+n)]
= B[(X =)’ +20(X - ) + 2]
= B[(X =] +201B(X) — ] + 1
= V(X)+[EX)

Dans I'application de certains tests, nous aurons par la suite besoin d’introduire les moments
centrés d’ordre 3 et 4, qui correspondent respectivement a la Skewness et a la Kurtosis :

Skewness = 3 = E [(X - ,u)?’] (1.12)
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Kurtosis =y = E [(X - u)ﬂ (1.12)

La Skewness est une mesure de I’asymétrie de la distribution. Pour des fonctions de dis-
tributions symétriques, telles que fx (x —z) = fx (u+z), la valeur de la Skewness est nulle,
S. = 0. En revanche, pour des fonctions de distributions asymétriques, la valeur de la Skewness
est positive, si la partie épaisse” de la distribution se situe dans la direction positive. La Kur-
tosis est une mesure de ”I’épaisseur” des queues de distributions. En régle générale, on exprime
ces deux mesures en contrdlant par une fonction puissance de la variance V (X) = o2. On dé..nit
ainsi deux nouvelles mesures : le coe@cient de Skewness et le degré d’exces de Kurtosis.

H3

coeCcient de Skewness = g (1.13)
degré d’exces de Kurtosis = “—i -3 (1.14)
g

Cette derniére mesure est fondée sur la distribution normale, qui est une distribution a queue
”plate”, et qui posséde un degré d’exces de Kurtosis égal a 0.

1.2 Notions de Convergence

Considérons une séquence de 7' v.a.r. {X1, Xo, ..., X;, ..., X7}, indicées par i. Supposons que I’'on
souhaite étudier le comportement de la moyenne empirique de ces v.a.r. lorsque 7" augmente.
On cherche ainsi & déterminer le comportement asymptotique de la v.a.r. transformée, X, telle
que :

— 1

Xr==) X (1.15)

T <
=1

Pour cela, il convient d’utiliser la notion de convergences.

1.2.1 Convergence en probabilité

La notion de convergence en probabilité est dé..nie de la fagcon suivante :

De..nition 2 (Convergence en Probabilité) Soit {Xr};_, une séquence de variables aléa-
toires scalaires. Cette séquence converge en probabilité vers ¢,Vc € C, si pour toute
valeurs arbitraires ¢ > 0 et 6 > 0, il existe une valeur N, telle que VI'> N :

Pl Xr—¢cl>6 <e (1.16)

Alors, on note :
Xp 25 = plimXr =c (1.17)
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Exprimée autrement, cette dé..nition signi..e que pour un échantillon de taille in..nie, la
probabilité que la réalisation de la variable X dinére de la valeur ¢ de plus ou moins 6 (6 étant
aussi petit que I’on veut) est inférieure & toute valeur ¢ aussi petite soit-elle. En d’autres termes,
les réalisations de la variable X7 sont concentrées au voisinage de la valeur ¢, comme I'illustre
la ..gure (1.1). Sur cette ..gure, on a représenté la fonction de distribution (supposée normale),
d’une variable X, pour un ordre 7' > N, avec ¢ = 0. Si on se donne une valeur quelconque
de ¢ (ici & = 0.2), et une valeur arbitraire ¢ > 0, alors la surface hachurée de la fonction de
distribution, existant de part et d’autre des valeurs pivotales —¢ et +6, doit étre inférieure a la
valeur de ¢, si petite soit elle.

Figure 1.1: Hlustration de la Notion de Convergence en Probabilité

4
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Remarque Une suite de matrices de v.a.r. {Xr}7_,, de dimension (m,n) ,converge en prob-
abilité vers une matrice C, de dimension (m,n), si chague élément de X; converge en
probabilité vers I’élément correspondant de C. De facon plus générale, si I’on considére

A o0 o0 H H -
deux sequences de v.a.r. {Xr}7_, et {Yr};_,, de dimension (m,n), alors :

Xr 2 vr (1.18)
si et seulement si, la dicérence entre les deux suites converge en probabilité vers zero :

Xr—Yr 250 (1.19)

Une des applications les plus courantes de la convergence en probabilité, consiste en la loi
faible des grands nombres. Selon cette loi, la moyenne empirique est un estimateur convergent de



Chapitre 1. Processus Aléatoires Stationnaires et Processus ARMA 7

I’espérance de la population considérée. Ainsi, si I'on considére une séquence de v.a.r. {Y;};2,
identiquement et indépendamment distribuées, telle que E (Y;) = p et Var (Y;) = o2, Vt. Selon
la loi faible! des grands nombres :

ZYt L, E(Y,) = (1.20)
T—o00
La démonstration fait appel a la notion de convergence en moyenne quadratique (m.s. pour
mean square convergence). Elle sera présenté dans la section suivante.

En..n, il convient de rappeler deux propriétés qui nous serons utiles dans la caractérisation
des distributions asymptotiques des estimateurs usuels.

Theorem 3 (Théoréme de Slutsky) Soit {X7}7._, une suite de (n,1) vecteurs admettant
une limite en probabilité dé..nie par ¢, et soit g(.) une fonction continue en c,
satisfaisant g : R® — R", et ne dépendant pas de T, alors :

9(Xr) = g(c) (1.21)

T—o0

L’idée est la suivante. Si la fonction ¢ (.) est continue, la quantité g (X7) se situera au
voisinage de g (c), dés lors que X se situe au voisinage de c¢. En choisissant une valeur de T
su¢samment grande, la probabilité que la réalisation de X se situe au voisinage de ¢ peut étre
dé..nie aussi proche de I'unité que I'on le désire. Un exemple simple est le suivant. Considérons
deux séquences de v.a.r. telles que plim Xi 7 = c1 et plim Xo 1 = co, alors plim (X117 + Xo1) =
c1 + co. La démonstration de ce résultat est immédiate dés lors que I’'on montre que la fonction
g (X171, X1,17) = X1,7 + X2 est une fonction continue en (¢, c2) .

Propriété 1 Une condition sudsante pour qu’une suite de v.a.r. {Xr}7_, converge en proba-
bilité vers une constante reelle c est :

Tlim E(Xr)=c (1.22)
Tlim V(Xr)=0 (1.23)

L’intuition de cette propriété est simple. Si pour un ordre T' su¢samment grand, la variable
X1 admet ¢ pour espérance et a une variance qui tend vers 0, alors la fonction de distribution
de X7 sera in..niment concentrée autour de la valeur c.

!La loi forte des grands nombres implique par opposition une convergence presque sdre.
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1.2.2 Convergence en moyenne quadratique

Une forme de convergence plus restrictive que la convergence en probabilité est la convergence
en moyenne quadratique (m.s. pour mean square convergence).

De..nition 4 Une suite de suite de v.a.r. {Xr};._; converge en moyenne quadratique
vers ¢, si pour tout € > 0, il existe une valeur N, telle VT > N :

E(Xr—c¢?<e (1.24)

Alors, on note :
Xr 25 ¢ (1.25)

Naturellement, étant donné cette dé...nition, la convergence en moyenne quadratique implique
la convergence en probabilité, mais la réciproque n'est pas vraie :

XT _)m.s. c —> XT _)p C

La notion de convergence en m.g. nous permet alors d’introduire I'inégalité de Chebyshev.

Proposition 5 (Inégalité de Chebyshev) Soit X une v.a.r. telle que la quantité F (|X|")
existe et soit ..nie pour r > 0. Pour tout § > 0, et toute valeur de ¢, on montre que :

E(X =)

P{|X_C|>6}§ I

(1.26)

Le résultat selon lequel la convergence en moyenne quadratique implique la convergence
en probabilité peut étre démontré a partir de I'inégalité de Chebyshev. Pour cela, il suct de
remarquer que si X — ¢, alors il existe un couple de valeurs positives (6, ) et une valeur N,
tel que E (X7 — c)2 < 6%¢, pour tout T > N. 1l s’ensuit que :

B(x—o E(X-d)
2 52

L’inégalité de Chebyshev implique alors que :

<e VIT'>N

P{|X—¢c|>6}<e VI'>N

Donc, on montre ainsi que X1 - c.

Une autre application possible de la notion de convergence en m.g. consiste a démontrer
la loi faible des grands nombres. Selon cette loi, si I'on considére une séquence de v.a.r.
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{Y;}:2, identiquement et indépendamment distribuées, telle que E (Y;) = u et Var (Y;) = o2,
vt, alors :

Z L, B, = (1.27)

Pour démontrer ce résultat, étudions le comportement asymptotique de la quantité £ (?T — M)2 .
— 0.2
E(YT— ) :—Var ZYt T2ZVM (Yz) = -
Ainsi, on montre que Tlim E(Yr - M)Q = 0, ce qui implique que Y =% 4, et donc par
— 00
conséquent que Y — p.
1.2.3 Convergence en loi

Le troisieme type de convergence que nous utiliserons cette année est la convergence en loi ou
convergence en distribution.

Theorem 6 (Théoréme de Paul Levy) Soit {Xr}7_, une suite de v.a.r. et soit Fx, (z)
la fonction de distribution cumulative de X,. Si Xy converge en loi vers une v.a.r.
X admettant Fx (x) pour fonction caractéristique, alors :

Tlim Fx,(z)=Fx(z) VreR (1.28)
On note alors :
X7 T& X ou Xp T—> X (1.29)

Un certain nombre de propriétés nous serons particulierement utiles par la suite :
Propriété 1 La convergence en probabilité implique la convergence en loi :

Xr—X 2 0= Xr 5 X (1.30)
T—o00 T—o0
Propriété 2 La convergence en loi vers une constante réelle implique la convergence en prob-
abilité :
VeeR XTAc:XT—w (1.31)
T— T—o0
Propriétés 3 Soient deux suites de v.a.r. {Xr}7_; et {Yr}7_, telle que Xr L Xet vy -
c, alors :
(i) Xr+Yr Ly X+e
(i) XrYr - cX
(iii) 3£ £ X avec ¢ £0
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Propriété 4 Soient X7 et X des vecteurs aléatoires de RP, tels que X TL X et soit g (.)
—00
une fonction continue dé..nie de R? and R", alors :

9(Xr) = g(X) (1.32)

T—o00

Naturellement, une des illustrations les plus connues de la notion de convergence en distri-
bution réside dans le théoréeme central limite (7T°C'L en abrégé). Nous avons vu que selon la loi
faible des grands nombres, la moyenne empirique Y7 d’une suite {Y;};°, de v.a.r. identiquement
et indépendamment distribuées (i.i.d. par la suite), telle que E (Y;) = u et Var (V;) = o2, Vt,
convergeait en probabilité vers la constante ;. représentant le moment théorique d’ordre un de
la v.a.r. Y;. Ainsi, la v.a.r. transformée Y converge en loi vers s.

T T
— — 2 1 1 0‘2
Var(Yr) = E(Yr —p)” = mVar (;_1 Yt) =72 ;_1: Var (V) = =

Dés lors, on Véri..e que Tlim Var (?T) = 0. Autrement dit, la fonction de densité associée
—0

a la v.a.r. Y est dégénérée en une masse ponctuelle pour des échantillons de grande taille.
Toutefois, si I’on désire faire de I'inférence statistique sur la v.a.r. Y, il convient de déterminer
une distribution non dégénérée de cette variable. C’est précisément I'objet du T'C'L.

L’intuition est la suivante. On cherche une transformée de Y, possédant une distribution non
dégénérée lorsque 7" tend vers I’in..ni, en particulier une distribution pour laquelle Var (VT) > 0.
Considérons la transformée VT (Y — p) . Par dé..nition, on a E [\/T Yr— M)] = 0. Mais ce
qui nous intéresse plus particulierement, c’est le comportement de la variance de cette transfor-
mée, or :

Var [\/T (7T — ,u)} = %Var (?T — u) = %Var (?T) = o2

Des lors, on a bien dé..ni une transformée dont la variance asymptotique est non nulle, et
dont on peut ainsi espérer gu’elle posséde une distribution asymptotique non dégénérée quand
T tend vers I'in..ni. En ecet, selon le TCL, la suite dé..nie par VT (?T - M) converge vers une
distribution normale d’espérance nulle et de variance ..nie o2.

Theorem 7 (Théoréeme Central Limite) Soit {Y;};°, une suite de v.a.r. i.i.d. telle que
E(Y;) = u et Var (Y;) = o2, vt, alors :

VI (Y7 -p) - N(0.0%) (1.33)
avec Yr = (1)T) L, Vs

Une des hypotheses importantes du T'C'L tient a I'indépendance des v.a.r. Y;. Nous verrons
par la suite comment étendre ce théoréme au cas ou les v.a.r. Y; ne sont pas indépendantes.
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1.3 Moments Empiriques

On considére une réalisation d’une suite de v.a.r. (Y1,Ya, ..., Yr), issues d’un processus commun
stationnaire?, satisfaisant les hypothéses suivantes :

Hypothéses (H1). Lesv.a.r. {Yt}tT:1 satisfont les hypothéses suivantes :
(i) E(Y;) = p, Yt € [1,T]
(id) B (Y =) Yoy = 1) =73, ¥t € [1L,T]
(idi) Y320 || < o0

On cherche alors & proposer un ensemble d’estimateurs convergents® des moments théoriques
du processus des v.a.r. Y;, c’est a dire des parametres et v, si I'on s’en tient aux moments
d’ordre un et deux. Pour cela on construit des v.a.r. transformée, que I’on quali..e de moments
empiriques, dont on s’assure qu’elles convergent en probabilité vers les moments théoriques. A
partir de la réalisation d’un échantillon, (y1,y2,...,y7), on est alors en mesure de proposer une
réalisation de ces estimateurs.

De facon générale, les moments empiriques (non centrés) sont dé..nies de la facon suivante :

De...nition 8 Le moment empirique d’ordre r, avec » € N*, est dé..nie par la v.a.r.
vy =Sy (1.34)
La moyenne empirique, obtenue pour r = 1, notée Y, est dé..nie par :
T
Yr= Z Yr (1.35)
t=1
Si les v.a.r. Y; sont indépendantes, la simple application du T'C'L nous permet de montrer
que la v.a.r. Y7 converge en loi, et donc en probabilité, vers I’'espérance théorique E (Y;) =
w. Toutefois, sous les hypothéses plus générales (H1), qui lévent en particulier I’hypothése
d’indépendance des Y;, il convient & nouveau de démontrer la convergence de I’estimateur Y.
On cherche & montrer que sous les hypothéses (H;) , plimY 7 = p. |l existe plusieurs fagons de

démontrer ce résultat. Nous proposons ici d’utiliser la dé..nition de la convergence en moyenne
quadratique. On considére donc la v.a.r. Yo, telle Yo = S°1, Y. Sous les hypothéses (H;),

2Nous reviendrons par la suite sur la dé..nition de ce terme.
3Un estimateur 67 d’un paramétre 6 est dit convergent si :

7 P
O0r — 0
T —o00



Chapitre 1. Processus Aléatoires Stationnaires et Processus ARMA 12

on montre de facon évidente que F (?T) = . La moyenne empirique est donc une estimateur
sans biais de I’espérance. Calculons maintenant la variance de Y :

T 2
> (- M)]

V(Vr)=E[(Vr—n)’] = F >

Sous les hypothéses (H;), on montre (cf. polycopié d’exercices), que :
— — 2 1 T-1 T—-2 1
VYr)=E{Yr—p) = T [70 +2 (T) v +2 <T> Yoerrer + 2 (T) 7T_1} (1.36)

Reste a démontrer que la quantité TE (Y — M)2 est convergente, c.q.f.d. TE (Y — u)z <
oo. Pour cela montrons que cette quantité peut étre majorée par une quantité ..nie.

T-1 T—-2 1
Yo+ 2 T 71 +2 T ) Y2 +2 T ) Ir-1

‘70’+2‘71’+2‘72’+“'+2|7T—1| (1.38)

2

TE(Yr—pn)’ = (1.37)

IN

C’est ici que le troisiéme point (ii7) des hypothéses (H;) prend toute son importance. En
ecet, si I’'on suppose Z;‘;O hj\ < o0, alors le membre de droite de I'inégalité (1.37) est conver-
gent, |yol + 2 71| + 2 |va| + ... + 2|y7_1| < oo, quand T tend vers I'in..ni. Deés lors, on peut en
conclure que sous I’hypothése (H;), on a bien TE (Y — M)Q < oo. Ainsi, on arrive ..nalement
au résultat selon lequel Tlgl;o E(Yr-— M)2 =0.

En reprenant la dé..nition de la convergence en m.s., on sait que Si :

Jim E(Yr—p)’ =0e=Yr ™5 p

Sachant que la convergence en moyenne quadratique implique la convergence en probabilité,

on retrouve le résultat standard :
Yr 2 (1.39)

T—o0

Remarque La moyenne empirique est un estimateur convergent de I’espérance théorique. Toute-
fois, pour démontrer ce résultat sous des conditions générales, (notamment sans I’hypothése
d’indépendance), il nous a fallu introduire une condition supplémentaire, dite condition de
sommabilité absolue, que I’on retrouvera souvent par la suite en analyse de séries tem-
porelles. Cette condition implique que la somme en valeur absolue des autocovariances est
elle méme convergente :

> vl < oo (1.40)
=0

Ce résultat peut étre généralisé sous la forme suivante :
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Proposition 9 Soit Y7 un processus dont les moments satisfont les hypothéses (H;)
et dont les autocovariances véri..ent la condition de sommabilité absolue, alors la
v.a.r. Yo véri..e les propriétés suivantes :

(@) Yr ™5 u
—00

T
0 o)< 5

1.4 Distributions Jointes, Distributions Marginales

On considere a présent un systéme de deux v.a.r. continues X et Y. Commencons par dé..nir
ce qu’est la distribution jointe de ces deux variables. Cette distribution nous permet d’établir
la probabilité que les deux évenements associés au fait que les réalisations de ces deux variables
soient comprises dans deux intervalles, se réalisent conjointement.

De..nition 10 La densité jointe de deux v.a.r. continues X etY, notée fxy (z,y) > 0,
satisfait les propriétés suivantes :

b pd
V(a,b,c,d)€R4 P(aﬁXﬁb,cSYﬁd)://fX7y(x,y)dyda? (1.41)

/Z /0; fxy (z,y)dyde =1 (1.42)

La fonction de distribution cumulative jointe, notée Fxy (x,y) est alors dé..nie par,
V (a,b) € R? :

a b
Fry @) =PX<ay <h)= [ [ for@odyde (1.43)

Partant de la distribution jointe, il est possible de dé..nir la distribution marginale associée
a I’'une ou I'autre des deux variables X ou Y. Pour obtenir la distribution marginale, il convient
d’intégrer la distribution jointe par rapport a la variable qui n’est pas la variable d’intérét.

De..nition 11 La distribution marginale associée a la variable X, notée fx (z), est
dé..nie par :

fx (@) = / 7 ey (@) dy (1.44)

De la méme facon :

fr (y) = / " oy (2,y) de (1.45)
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Naturellement, il s’ensuit que deux variables indépendantes, dont par dé..nition les réalisa-
tions ne sont pas liées, ont toujours une fonction de distribution jointe qui est précisément égale
au produit des deux distributions marginales.

Proposition 12 Les variables X et Y sont dites indépendantes si et seulement si :

fxy (x,y) = fx (z) fr (y) (1.46)

L’indépendance implique par conséquent que :
Fxy (z,y) = Fx () Fy (y) (1.47)

En eoet, dans ce cas, la probabilité que la réalisation de la variable X soit comprise dans un
intervalle [a,b] et que la réalisation de la variable Y soit comprise dans un intervalle [c, d], est
égale au produit des probabilités marginales puisque les deux évenements n’ont aucun lien entre
eux. De la méme fagon :

P(X<aY<b=P(X<a) P(Y<b)

1.5 Moments Théoriques et Covariance : le Cas d’une Distribution Bivariée

On considére un systeme de deux v.a.r. continues X et Y. Soit fxy (z,y) la fonction de dis-
tribution jointe, et soient fx (z) et fy (y) les distributions marginales respectives. Il convient
a présent d’étudier les moments théoriques associés a ces deux variables. La population des
moments des v.a.r. dans une distribution jointe est alors dé..nie a partir des distributions mar-
ginales respectives. De facon générale, pour toute fonction g (X,Y), on a:

Elg(X,Y)] = / h / " @) foy (oy) dyda (1.48)

De cette propriété, on peut alors déduire I’'expression des moments d’ordre un et deux en
fonction des distributions marginales.

De..nition 13 Soit fx (z) la distribution marginale de la v.a.r. X, et soit fxy (z,y)
la fonction de distribution jointe des v.a.r. X et Y, I’espérance de X est dé..nie de
la fagon suivante :

E(X) = / h / " v fxy (o y) dyde = / 2 fx (@) da (1.49)
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En exet, les deux dé..nitions sont identiques puisque fx (z f fxy (z,y)dy.

De la méme facon, on peut dé..nir les moments centrés d’ordre deux associés aux variables
X et Y. On introduit alors la notion de covariance. Soient s, et u, les espérances respectives
des v.a.r. X etY.

De..nition 14 Soit fxy (x,y) la fonction de distribution jointe des v.a.r. X et Y,
soient u, = E(X) et pu, = E(Y), la covariance de X et de Y, ou moment centré
d’ordre deux, est :

cov (Xa Y) =FE [(X - Mw) (Y - :uy)]
= / / (2 —pg) (y — 1) fxy (2,y)dyde (1.50)
La corrélation entre X et Y est alors dé..nie par :

cov (X,Y)

corr (X,Y)= —————
VXV )2

(1.51)

De fagon générale, on montre que :

cov (X,Y) = B [(X = 1) (Y = 1,)] = BIXY] = pron,

Proposition 15 Lorsque les variables X et Y sont indépendantes, la covariance et
la corrélation sont nulles.

cov (X, Y)=0<«=corr (X,Y) =0 (1.52)

Toutefois, la réciprogue n'est pas vraie, puisque la nullité de la covariance (ou de
la corrélation) n'implique pas nécessairement I’indépendance.

En ewet, sous I’hypotheése d’indépendance on sait que fxy (z,y) = fz (z) fy (y). Des lors,
on montre que :

vty = /Z/Z (@ = 15) (y = 1) fa (@) fy () dy do
_ /°°<x—ux>[/°°(y—uy)fy@my} fo (x) do

—00

(2 — 1) [/_ yfy<y>dy—uy/_2 fy(y)dy] fo (@) da

/.
= / T — ly) My] fo () da
0

o0
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La réciproque n’est cependant pas valable, puisqu’il existe des cas ou la nullité de la covari-
ance n’'impligue pas I'indépendance. Considérons ainsi I'exemple suivant. Soient deux variables
indépendantes Z et Y, d’espérance nulle. On considére la variable X = Z.Y, alors :

cov(X,Y) = E[(X — ) (Y — )] = E(XY) = E[(2Y)Y]|=E(Z)E(Y?) =0

Dans ce cas, les v.a.r. X et Y ne sont pas corrélées, pourtant elles ne sont pas indépendantes
puisque les réalisations de X = ZY dépendent de celles de Y.

En..n, en séries temporelles, il est souvent nécessaire de calculer les moments théoriques
d’une somme de deux v.a.r. ayant une distribution jointe fx y (z,y). Considérons la variable Z
dé..nie par Z = aX +bY, avec (a,b) € R2. Calculons les moments théoriques associées a la v.a.r.
Z.

E(Z) = /_oo /_oo (ax +by) fxy (z,y)dydz

= a/o;/iix fxy (m,y)dydx—kb/(:/(:y Ixy (z,y)dydx
o an@dre [ uhwa
Ainsi, on obtient le résultat suivant :
E(@X +bY)=aE (X)+bE(Y) (1.53)
De la méme fagon, calculons la variance de la v.a.r. 7 :
V(Z) = /_Z /_Z [(ax +by) — (a,ux + b,uy)]2 fxy (z,y)dydx
= /_o; /_Z [(aw — ap,)® + 2 (ax — apg) (by — bu,) + (by — buy)z] fxy (z,y) dyde
= a2 /0; /Z (x — ux)z fxy (z,y) dydx + 2ab /Z /Z (x — y) (y — ,uy) fxy (z,y)dydx
+b? /Z /Z (y—1y,)? fxy (z,y) dydz
De fagon générale, on obtient :
V (aX +bY) =a®V (X) +2ab.cov(X,Y) +b*V (V) (1.54)
Lorsque les v.a.r. X et Y sont indépendantes, alors cette expression se ramene a :

V(aX +bY) = a®V (X) +0*V (Y) (1.55)

Ces deux derniers résultats peuvent étre généralisés de la facon suivante.
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Proposition 16 On considére une collection de n v.a.r. {Xi, Xs,...,X,}, et un en-
semble de parameétres, a; € R, Vi =1,..,n, alors :

=1 =1

14 ZaiXi] = Za?V (Xi)+2 ZZaiajcov (X4, X5) (1.57)
i=1 i=1 i=1 j#i
Si les v.a.r. X; sont indépendantes, cette expression se rameéne a :
1% ZaiXZ-] => @V (X)) (1.58)
=1 =1

1.6 Distributions Conditionnelles

Considérons un systéme de deux v.a.r. continues X et Y. Soit fx y (z,y) la fonction de distrib-
ution jointe, et soient fx (z) et fy (y) les distributions marginales respectives.

De..nition 17 La densité conditionnelle de Y étant donné X est dé..nie par :

Ixy(@y) g x) >0
Forx (w/2) ={ REC Rt (159)

On Véri..e alors que la densité conditionnelle satisfait les propriétés standard d’une fonction

de distribution, en particulier :
o0 o0 l‘,
/ Ty/x (y/z) dy = Md.@

—00

fx (z)
= L / Ixy (z,y)dy

= =1

Une propriété importante est la suivante :

Propriété 1. La densité jointe correspond au produit de la densité conditionnelle et de la
densité marginale :

fxy (2, 9) = fy/x (y/z) fx (@) = fxv (/y) fr () (1.60)

Propriété 2. L’espérance conditionnelle de Y, sachant que la v.a.r. X prend une valeur par-
ticuliére égale a x, est dé..nie par :

E(Y/X:x):/

o0

Y fyyx (y/z) dy (1.61)
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1.7 Lois de Probabilité Usuelles

Nous proposons a présent quelques rappels sur une sélection de lois de probabilité usuelles.

1.7.1 Loi gamma

La dé..nition de la loi gamma est la suivante :

De..nition 18 La v.a.r. X suit une loi gamma de paramétre p et 0, notée ~ (p,0), si
sa fonction de densité est :

P
0 efb)zl‘pfll[@jL (z) (1.62)

avec p>0,0>0etT(p) = f0+°° e TP ldz.

Lorsque le paramétre 0 est égal a 1, on note la loi gamma ~ (p, 1) sous la forme ~ (p). La
densité est alors dé..nie par :

Fx (@) = ﬁe%pﬂw@ (163)

Sur la ..gure (1.2) cette fonction est représentée pour dicérentes valeurs du parametre p.

Figure 1.2: Fonction de Densité de la Loi v (p.)

18

161 B

1.4 B

TTT
ININT
INTRYC)

121

1+ B |
0.8F
0.61
0.4F

0.2

On peut montrer que si X suit une loi v (p, ), alors :

L'(p+r)

E(X") = @)
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On en déduit les moments d’ordre un et deux :

EX)=% v(X)=< (1.64)

La fonction gamma I' (p) posséde les propriétés suivantes :

Propriétés La fonction gamma I' (p) satisfait les propriétés suivantes :
(1) T (p) = 0+OO e P~ ldx, p >0

(@) T =rE-)TkE-1)

(737) ' (p) = (p — 1)! avecp € N*

() T (3) =7

() T(p+1) ~ (B)" y2mp (1 + 1—;p) avec p — oo

En..n, pour une loi v (p), on montre que :

X=P £, N01) (1.65)

N

1.7.2 Loi Normale

Commencons par la dé..nition de la loi normale uni-dimensionnelle.

De..nition 19 La v.a.r. X suit une loi normale d’espérance ;. et de variance o2,
notée N (u,0?), si sa densité est donnée par :

1 (z—w)?
e 22 VreR (1.66)

fx (x) =
oV 2w
Les deux premiers moments sont les suivants : E(X) = u, V (X) = o2. Lav.a.r. transformée
U = (X — p) /o suit une loi normale d’espérance nulle et de variance égale & , notée N (0, 1),
dite loi normale centrée réduite, de densité :

1 —u?
fu () = e2 YueR

V2r

La forme de la densité associée a une loi N (0, 1) est représentée sur la ..gure (1.3).

Propriété 1 Soient X et Y deux v.a.r. indépendantes suivant respectivement les lois N (i, 01)
et N (us,02). Lav.a.r. X +Y suit une loi normale N (M + pgy \/03 + a%) .
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Figure 1.3: Densité d’une Loi Normale N (0, 1)
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La v.a.r. dé..nie par (1/2) U? suit une loi gamma ~ (3, 1) . On peut en déduire les moments
centrés de la v.a.r. X :
aWE%ﬁl r pair
2

0 r impair

pr = E[(X —p)]= (1.67)

Ainsi, a partir de cette formule, on peut aisément retrouver la valeur de la Skewness (moment
centré d’ordre 3, noté p3) et de la Kurtosis (moment centré d’ordre 4, noté 1,). On retrouve
en exet le résultat selon lequel la Skewness est nulle (u; = 0), ce qui traduit la symétrie de la
fonction de distribution d’une loi normale. Quant a la Kurtosis, on montre que celle-ci prend
une valeur égale a 30, puisque en exet :

r(s S5_1)r(-1 3\ /1

=1 L) it G0 (9) (1)
r'(3) r(3)

On Véri..e ainsi que pour une distribution normale (distribution a queue plate), le degré
d’excés de Kurtosis, dé..ni par u,/o* — 3 est nul.

Propriété 2 Si X suit une loi normale N (u,0?), la Skewness associée est nulle (3 = 0) et
la Kurtosis est égale a ;, = 30*. Par convention, le degré d’excés de Kurtosis, dé..ni par
/ot — 3, est nul.

On peut naturellement étendre la dé..nition de la loi normale au cas multivarié.
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De..nition 20 Soit x € R et Q une matrice (p,p) réelle symétrique dé..nie positive,
X est un vecteur normal de dimension p, si sa densité est donnée par :

1 1 o—1
fx (x) = e~z (@) (wmm) (1.68)
(2m)% \/det (Q)
Les propriétés mises en évidence pour la loi univariée peuvent alors étre étendues au cas
multivarié.

1.7.3 Loi du Khi-deux
La dé..nition de la loi du Khi-deux est la suivante :

De..nition 21 On considére une suite de n v.a.r. (Xi, X», ..., X;,) indépendantes suiv-
ant toutes la loi normale N (0,1). La variable U, = >_" ; X? suit une loi du khi-deux
a n degrés de liberté, notée 2 (n).

En utilisant les propriétés précédentes, on peut montrer que la v.a.r. transformée (1/2) U,
suit une loi v (1) . On peut alors en déduire la fonction de densité de Uy,

1 _e
Un \T) = ca 7y € 27
Jou () = S @)
Cette fonction de densité, pour dicérentes valeurs du paramétre n, est représentée sur la
.gure (1.4).

n__
2

Mgt (s

Figure 1.4: Fonction de Densité d’un x? (n)
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De la relation entre les lois du x? (n) et v (3), on déduit que :
)

EUnr:r
()] = s
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On en déduit les moments d’ordre un et deux :

EU,)=n VU, =2n (1.69)

Voici un résumé des propriétés de la loi du khi-deux :

Propriété 1. Soit un vecteur aléatoire X de dimension p, de loi N (i,Q), lav.ar. Y =
(X —m) Q71 (X —m) suit une loi du x2(p).

Propriété 2. Soient X et Y deux v.a.r. indépendantes suivant respectivement deux lois du
X2 & n et m degrés de liberté, la v.a.r. X + Y suit une loi du x? (n +m).

Propriété 3. On considére n variables aléatoires indépendantes X; suivant respectivement des
lois N (m;, o). La variable U, = > ; X2 suit une loi du khi-deux décentrée a n degrés
de liberté et de paramétre de décentrage 6 = >, m?. On note cette loi x*(n,0). On
montre alors que :

E(Ung) =n+0 V (Uyp)=2(n+20) (1.70)
1.7.4 Loi de Student

La dé..nition de la loi de Student est la suivante :

De..nition 22 Soient X et Y deux v.a.r. indépendantes suivant respectivement la
loi N (0,1) et la loi x?(n). On appelle loi de Student a n degrés de liberté, la loi
suivie par le rapport :

T, = X (1.71)

VY/n

La densité de T, est dé..nie de la facon suivante :

1 2 —oil
VB (3,3) n
ou B (p, q) désigne la fonction beta :
L'(p)T(q)

B(p,q) = ——= 1.73

La fonction de densité de la v.a.r. T, est représentée sur la ..gure (1.5) pour dicérentes
valeurs de n.

Les deux premiers moments de la loi de Student sont les suivants :

n

E(Tn):() V(Tn):n—Q

n>2 (1.74)
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Figure 1.5: Fonction de Densité de T,

0.4 T

En..n, on utilise souvent en économétrie I'approximation de la loi de Student par la loi
normale centrée réduite.

Propriété 1. Lav.a.r. T, converge en loi vers N (0,1) lorsque n tend vers I’in..ni.

T, 55 N(0,1) (1.75)

n—oo

La démonstration de ce résultat se fait en deux étapes. La premiére étpae consiste a démon-
trer que la v.a.r. transformée Y,,/n converge en probabilité vers la valeur certaine 1. En exet,

E<ﬁ>:1 Vn
n

lim [v (Xﬂ ~ lim (2> 0
n—oo n n—00 n

Selon la propriété 1 de la convergence en probabilité, ces deux résultats impliquent que la
v.a.r Y, /n converge vers 1. Dés lors, la transformée \/m converge elle aussi en probabilité
vers 1. La seconde étape de la démonstration consiste alors & appliquer le troisieme point (i)
de la propriété 3 de la convergence en loi. En eoet, si I'on a :

on montre que :

1
Y\
plim (—)2 —1 x-£ N1

n—00 n
alors, on en déduit que le rapport X/ (, /Yn/n) converge en loi vers une normale centrée réduite.

T, - X £, N(0,1) (1.76)

m T Y n o
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Dans le cas ou la variable X suit une loi normale non centrée, la variable T;, suit alors une
loi de Student non centrée.

De..nition 23 Soient X et Y deux v.a.r. indépendantes suivant respectivement la
loi N (6,1) et la loi x2 (n). On appelle loi de Student supérieurement non centrée, a
n degrés de liberté, de paramétre de décentrage é,la loi suivie par le rapport :

T, (6) = —

VY/n

Les deux premiers moments d’une loi de Student non centrée sont les suivants :

B0 = 3o

nT? (251)
ERIC)

(1.77)

n

V[Tn(é)]:n_Q

(146%) —

1.7.5 Loi de Fisher-Snedecor

La dé..nition de la loi de Fisher-Snedecor est la suivante.

De..nition 24 Soient X et Y deux v.a.r. indépendantes suivant respectivement la
loi x2(n) et la loi x?(m). On appelle loi de Fisher-Snedecor, a n et m degrés de
liberté, la loi suivie par le rapport :

X/n

Fom = Y/n (1.78)
La fonction de densité de F;, ,,, est donnée par :
1 n m 31
fF (LI?) = WWJ? m 2 mlR+(x) (179)

Cette fonction est représentée sur la ..gure (1.6) pour dicérentes valeurs de n et de m.
Les deux premiers moments de la variable F, ,,, sont dé..nis par :
E(Fom) = —2— m>2 (1.80)
' m— 2
2m? (n+m — 2)

V (Fnm) = n(m—4)(m— 2)2

m >4 (1.81)

Etant donnée la dé..nition de F),,, on peut faire plusieurs remarques. Tout d’abord, la
variable T2, carré d’une variable de Student a n degrés de liberté, suit une loi Fisher-Snedecor
a 1 et n degrés de liberté. De la méme facon, la v.a.r. Y = log(F52) suit une loi logistique.
En..n, on utilise parfois la propriété suivante :
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Figure 1.6: Fonction de Densité de F,, ,

Propriété 1. Soit f, (n,m) le fractile d’ordre « de F, ,, dé..ni par P{F, ,, < fo (n,m)} = «,

alors :
1

fa (n,m)

Par exemple, soit F5 g, dont on cherche le fractile d’ordre 0.05. Ona f.05 (5,8) = 1/ fo.95 (8,5) =
1/4.82 = 0.207.

fi—a (m,yn) = (1.82)
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2 Seéries Temporelles

Essayons a présent de comprendre ce qu’est une série temporelle ou de fagon équivalente un
processus temporel. Pour cela, considérons un échantillon de réalisations de T variables aléatoires
indicées par le temps, notées Y;, t =1, .., T.

{y17y25y3a"-ayT} (283)

Pour simpli..er supposons que cette collection de réalisations de T variables aléatoires soit
indépendamment et identiqguement distribuée (par la suite nous noterons :.i.d) selon une méme
loi normale.

Y; ~ N (p,0%) Vt=1,.T (2.84)

L’échantillon observé (2.83) constitue ainsi une réalisation particuliére sur 7" unités de temps
d’un méme processus stochastique qui génere les données de la variable Y;. Ce processus généra-
teur (ou DGP pour Data Generating Process) est ainsi quali..é de série stochastique temporelle.

De facon plus générale, il est possible d’obtenir dans I’absolu une collection de réalisations de
ce processus sur une in..nité de périodes. On note généralement cette collection de réalisations
sous la forme :

{witie oo = {0 ¥=1, Y0, Y1 Y25 -, YT, Y41, -} (2.85)

Si I'on connait le processus générateur (qui dans I'exemple précédent se limite a la loi nor-
male N (0, 02)), il est possible d’obtenir I collections de réalisations {y;},~ __, que I'on notera
{yg}ji_oo, Vi = 1,..,I. A partir de ces collections de réalisations, on peut alors se ramener a
un échantillon de I observations de la variable aléatoire Y; et cela quelque soit I'indice de temps
retenu. Cette variable aléatoire posséde une fonction de densité, notée fy, (y:), qui correspond a
la densité inconditionnelle de Y;. Dans notre exemple, cette densité inconditionnelle est donnée
par la relation, Vt € Z :

Foi () = — =
= ———eXx —
T var TP\ 202
Partant de la fonction de densité de Y;, il est possible de déterminer I'ensemble des moments

de cette variable aléatoire. En analyse de séries temporelles, on se limite souvent a la dé..nition
des moments d’ordre un (I’espérance) et d’ordre deux (la fonction d’autocovariance).

L’espérance théorique du processus Y; est déterminée par la formule standard, V¢ € Z :

EY) = /°° yef () dy (2.86)

—0o0
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Cette intégrale peut étre approximée par la limite en probabilité, notée plim, de la somme
in..nie suivante :

I
E(Y;) = Plim > i (2.87)
T =1
ou de fagon équivalente :
I
1 i P
7 2% — E(W) (2.88)

On utilise ici la notion de convergence en probabilité (ou de limite en probabilité) puisque
rappelons-le, les termes {yti}f:1 sont des réalisations d’une variable aléatoire, donc la somme de
ces termes est elle-méme une variable aléatoire. Pour ce qui nous intéresse, lorsque les variables
Y;, Vt € Z, sont indépendamment et identiquement distribuées (i.i.d), on peut alors déterminer
I’espérance F (Y;) non seulement a partir des réalisations de cette variable, notée {y%}le , mais
aussi tout simplement a partir des réalisations des variables Y7, Y5 _notées {y},> . En eget,
sous I’hypothese i.i.d. ces dicérentes variables ont la méme distribution et en particulier le méme

moment d’ordre un. Des lors, on obtient la relation usuelle :

T

1

szt Ti E(Y;,) VtelZ (2.89)
t=1

Dans notre exemple, sous I’hypothése de normalité on obtient évidemment que E (Y;) = p,
mais de facon plus générale lorsque I’on leve I’hypothése i.i.d., I’espérance peut dépendre du
temps. On a alors :

E(Y)=p Vel

Nous verrons dans ce chapitre que le fait que le moment d’ordre un soit ou non fonction du
temps (indicé en t) caractérise en partie la notion de stationnarité qui est essentielle en analyse
de série temporelle.

En ce qui concerne les moments d’ordre deux de la variable Y;, ceux-ci ne se limitent pas a la
simple variance du processus. En ewet, il est nécessaire d’étudier les éventuelles corrélations (ou
covariance) entre la variable Y; et les variables Y; 1, Y; o, Y;_3, ..., c’est a qui traduisent le lien
entre les valeurs courantes et passées de la série temporelle étudiée. Cette information (variance
et covariance avec les valeurs passées et futures) est résumée par la fonction d’autocovariance®,
notée généralement -, (k) . Reprenons & nouveau nos I collections de réalisations {y:},- __, que
I'on notera {yi},° _,Vi=1,.,I. On dé.nit & présent la distribution jointe des variables
Yj,j =t,..,t —h par la fonction fv,v, . v, , (Y&, Yt—1,....,y+—p). La fonction d’autocovariance
est dé..nie par vVt € Z,Vh € Z :

Vi (h) = E{[Y: = E(Y)] [Yi—r — E (Yi-n)]} (2.90)

40u de facon équivalente par la fonction d’autocorrélation qui n’est autre que la fonction d’autovariance
normalisée par la variance du processus.
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Ce qui peut se réécrire sous la forme :

(k) = / / e — E ()] e — E ()
X Y Yeo1,Yeon Wt Ye—1s oo Ye—n) dysdy—1..dy—p,

La fonction ~, (h) dé..nit ainsi la covariance entre la variable Y; et la variable Y;_,, notée
cov (Yy,Yip) = E{[Y: — E(Y))] [Yi—r — E (Yi—n)]} - Le fait que cette covariance soit dé..nie par
rapport a une valeur passée de Y; implique que I’'on quali..e cette fonction de fonction d’autoco-
variance. A I'ordre 0, on reconnait bien entendu la variance de la variable Y; :

7(0) = E{Yi - BRI} = var (v) (2.97)

Tout comme pour le moment d’ordre un, on peut réexprimer cette quantité comme une limite
en probabilité :

~| =

I
; i = EOD] [vin — E (Yeen)] = 7 (D) (2.92)

Lorsque les variables Y;, Vt € Z sont i.i.d., on est en droit de supposer que I’ensemble des
moments d’ordre deux sont identiques pour toutes les variables Y;, la fonction d’autocovariance
peut alors étre dé..nie par :

T
F 30 b PO~ B O] 2 30 = () e (2.99)

Mais de fagon générale, la fonction d’autocorrélation peut dépendre de I'indice de temps ¢,
c’est a dire de la variable Y; considérée. C’est pourquoi on conserve la notation v, (h). Nous
verrons que le fait que cette fonction soit indépendante du temps, c’est a dire que ~, (h) =
v (h), Vt € Z, caractérise en partie la notion de stationnarite.

De fagon pratique, I’économétre dispose d’une seule collection de réalisations de 7" variables
aléatoires :

{y17y2ay37“'ayT} (294)

La premiére chose est de choisir, ou de se restreindre suivant la disponibilité des données, a
la meilleure périodicité possible. Considérons deux exemples, I'un relevant de la microéconomie,
I’autre d’une dimension plus macroéconomique. La premiére série, correspondant a la ..gure
(2.7), est la série historique des immatriculations de voitures neuves en France d’aot 1985 a
novembre 1994°. Cette série est disponible en périodicité mensuelle, on dispose ainsi de 114
réalisations historiques.

Le second exemple, correspondant a la ..gure (2.8), correspond au PIB francais exprimeé
en volume (sans emet prix) du second semestre de 1960 au second semestre de 1998. Cette

®Série tirée de Bourbonnais (2000).
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Figure 2.7: Immatriculations de Voitures Neuves en France (1985:08 a 1994:10)
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série est de périodicité semestrielle, on dispose ainsi de 79 réalisations historiques pour cette
série. Dans ce cas, il est possible d’augmenter la périodicité et donc par la méme le nombre
de réalisations en utilisant des données trimestrielles. Mais ce choix n’est pas toujours possible
(données budgétaires par exemple).

Ensuite en utilisant ces réalisations, on va chercher a identi..er le meilleur processus stochas-
tique générateur des données historiques (DGP). Partant de ce processus, il sera alors possible
d’ecectuer des prévisions, mais aussi de réaliser des simulations d’autres pseudo échantillons
historiques a des ..ns statistiques ou a des ..ns d’interprétation économique.

Nous verrons dans le chapitre suivant, que lorsque I’on considére une réalisation historique
d’une série temporelle, la premiére étape de la phase de modélisation consiste a déterminer si le
processus genérateur est stationnaire. La notion de stationnarité que nous retiendrons consiste
tout simplement a déterminer si les moments des variables aléatoires Y;, sont indépendants du
temps. En particulier si I'on envisage une notion de stationnarité du second ordre, la question
est de savoir si les grandeurs E (Y;) et v, (h) sont constantes dans le temps. En ecet, dans
ce cas on est garanti qu’il existe un processus stochastique indépendant du temps, stationnaire,
permettant de représenter les variables Y7,Y5, ..., Y;.

Reste, dans une seconde étate a déterminer la ou les formes possibles de ce processus station-
naire. La premiére représentation possible, valable pour tout processus stationnaire, est alors
donnée par la décomposition de Wold qui permet d’exprimer le processus comme une somme
pondérée de bruits blancs. Ce sera I'objet de notre deuxiéme section.

Mais certains processus stationnaires peuvent aussi étre représentés par des processus in-
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Figure 2.8: PIB en Volume de la France (1960:2 a 1998:2)

5,E+06

4,E+06

4,E+06

3,E+06

3,E+06

2,E+06

2,E+06

1,E+06

5,E+05

0,E+00

~N
N
©
D

1960:2 1
1964:2
1966:2
1968:2
1970:2
1972:2
1974:2
1976:2
1978:2
1980:2
1982:2
1984:2
1986:2
1988:2
1990:2
1992:2
1994:2
1996:2
1998:2

I

tégrant une partie autorégressive et une partie moyenne mobile dans les chocs : les processus
ARMA. La dé..nition de ces processus et de leurs propriétés fera I'objet de notre troisieme
section.

Nous allons donc a présent poser la dé..nition de la stationnarité. Partant de Ia, nous pour-
rons, dans les chapitres suivants, proposer des tests de cette hypothése de stationnarité a mener
a partir d’un échantillon de réalisations historiques.



Chapitre 1. Processus Aléatoires Stationnaires et Processus ARMA 31

3 Les Processus Stationnaires

Nous commencerons par poser la dé..nition d’un processus stationnaire au sens strict (ou sta-
tionnarité forte) pour ensuite étudier les propriétés de la stationnarité du second ordre (ou
stationnarité faible). Partant de la nous étudierons des processus stationnaires particuliers que
sont les bruits blancs.

3.1 Dé..nition d’'un processus stationnaire au sens strict : la stationnarité
forte

Soit un processus temporel aléatoire (v, t € Z).

De...nition 25 Le processus z; est dit strictement ou fortement stationnaire si V le
n-uplet du temps t; < t3 < .. < t,, tel que t; € Z et pour tout temps h € Z avec
ti+he€Z, Vi, i=1,.,n, la suite (x4 p,..,x¢,+p) @ la méme loi de probabilité que la
suite (xy,,..,zy,) .

Une autre fagon équivalente de dé..nir la stationnarité forte (ou stationnarité stricte) :

De...nition 26 Un processus est dit stationnaire au sens strict si, pour toutes valeurs
J1,J2, -, Jjn la distribution jointe de la suite (z;, x4, .., 2145,) dépend uniquement des
intervalles de temps 71, j2, .., Jn €t est indépendante de la période t.

3.2 La stationnarité d’ordre deux ou la stationnaire faible

Dans la pratique, on se limite généralement a requérir la stationnarité du second ordre (ou
stationnarité faible) du processus étudié.

De..nition 27 Un processus (z;, t € Z) est dit stationnaire au second ordre, ou sta-
tionnaire au sens faible, ou stationnaire d’ordre deux si les trois conditions suiv-
antes sont satisfaites :

e VteZ, E(23) <0

o Vt € Z, E (x;) = m, indépendant de ¢

o V(t,h) € Z2 cov (x4, v41p) = E[(xirn, — m) (¢ —m)] = v (h), indépendant de ¢

La premiére condition E (:c,?) < oo garantit tout simplement I’existence (ou la convergence)
des moments d’ordre deux. La seconde condition E (x;) = m, Vt € Z porte sur les moments d’or-
dre un et signi..e tout simplement que les variables aléatoires x; doivent avoir la méme espérance
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quelle que soit la date t. Autrement dit, I’espérance du processus x; doit étre indépendante du
temps. En..n, la troisiéme condition, (k) indépendant de ¢, porte sur les moments d’ordre deux
résumés par la fonction d’autocovariance. Cette condition implique que ces moments doivent
étre indépendants de la date considérée et ne doivent dépendre uniquement que de I'ordre des
retards. Autrement dit la fonction d’autocovariance du processus x; doit étre indépendante du
temps. Sous ces trois conditions, il existe alors une ou plusieurs représentations possibles de la
série temporelle ¢, ces représentations ou processus ayant la méme distribution dans le temps
(méme moments). Cette hypothése d’invariance de la distribution dans le temps permet ainsi
de se limiter a une certaine classe de processus.

En résumé, un processus est stationnaire au second ordre si I’ensemble de ses moments sont
indépendants du temps. Par la suite le terme stationnaire fera référence a la stationnarité faible.

Quelques précisions doivent étre apportées a cette dé..nition. Tout d’abord, il convient de
noter que la fonction ~ (h), qui désigne la fonction génératrice d’autocovariance du processus
(¢, t € Z), est symétrique

En exet, de maniére évidente on montre que :

v (h)

E{[Yi = E(Y)] [Yin — E (Yi-n)]}
E{lYin — E (Yin)] [ — E(Y2)]}
= 7(=h)

En second lieu, on note que la troisieme condition de cette dé..nition implique que en parti-
culier que la variance du processus x; soit constante et indépendante du temps :

v (z) =7 (0) = o2 (indépendant de t) (3.95)

Sur la ..gure (3.9) sont représentées quelques réalisations de processus stationnaires et non
stationnaires sur un échantillon de 200 points. On constate que les variables y. et y (quadrants
sud-est et sud-ouest) sont a priori non stationnaires. La premiére série est décroissante sur les
150 premiers points ce qui viole la condition de stationnarité du moment d’ordre un, puisque
I’espérance des variables y.; semble ici décroissante avec ¢. La seconde série, semble quant a elle
violer la condition sur les moments d’ordre deux puisque la variance ne semble pas identique sur
I’ensemble de I'échantillon. La série semble plus volatile sur les 100 derniers points que sur la
premiére partie de I’échantillon.

En revanche, les deux séries z. et = (quadrants nord-est et nord-ouest) peuvent étre des
réalisations d’un processus stationnaire. La premiére série est centrée sur 0, tandis que la
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Figure 3.9: Simulation de Processus Stationnaires et Non Stationnaires
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seconde est centrée sur la valeur 3. La variance semble identique sur I’ensemble de I’échantillon
et les autocovariances ne semblent pas étre fonction du temps.

Mais attention, un tel examen graphique, s’il est toujours nécessaire ne constitue pas un test
statistique de la stationnarité et peut parfois induire en erreur. |l est toujours nécessaire de
tester I’hypothése de stationnarité ou de non stationnarité par un test approprié (cf. chapitre
suivant).

3.3 Le processus bruit blanc (white noise)

Parmi la classe des processus stationnaire, il existe des processus particuliers que sont les proces-
sus bruit blanc (ou white noise). Ces processus sont trés souvent utilisés en analyse des séries
temporels car ils constituent en quelque sorte les briques élémentaires” de I’ensemble des proces-
sus temporels. En eret, nous verrons par la suite que tout processus stationnaire peut s’écrire
comme une somme pondérée de bruits blancs (théoreme de Wold).

Un bruit blanc est un processus stationnaire a accroissements indépendants. On parle aussi
de processus i.i.d. (variables indépendantes et identiquement distribuées). Commencgons donc
par dé..nir ce gqu’est un processus a accroissements indépendants.
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De..nition 28 Un processus (z;, t € Z) est un processus accroissements indépendants
si pour tout n-uplet du temps ¢; <ty < .. <t,, t; € Z, les variables aléatoires réelles
Tty — Tty, .y Ty — Tt,,_, SONt iNdépendantes.

Le processus (x¢, t € Z) est un processus stationnaire & accroissements indépendants si la
loi de probabilité des accroissements (z;,, — x;) est indépendante de ¢, Vi € Z. C’est donc une
classe particuliére des processus stationnaires.

Mais dans la pratique, on retient plus généralement la dé..nition suivante du bruit blanc.

De..nition 29 Un processus (z:, t € Z) est un bruit blanc s’il satisfait les deux con-
ditions suivantes Vt € Z :
E (l’t) =0

0 si h=0
7 (h) = Bl :{ 0 Vh#0

La premiére condition signi...e tout simplement que I’espérance du processus est indépendante
du temps, et de plus qu’elle est nulle. La seconde condition impligue bien entendu I'indépendance
de la fonction d’autocovariance par rapport au temps (stationnarité). Mais elle impligue en outre
que les termes d’autocovariances (pour h # 0) sont tous nuls. Seule la variance est non nulle.
Autrement dit, cela signi...e que les bruits blancs sont des processus stationnaires particuliers sans
”mémoire”. Le niveau de la série considéré aujourd’hui n’a aucune incidence sur son niveau de
demain, tout comme le niveau d’hier n’a aucune incidence sur le niveau d’aujourd’hui.

C’est pourquoi, le terme bruit blanc provient de I’'analogie dans le domaine des fréquences
entre la densité spectrale d’une variable i.i.d. (constante) et le spectre de la lumiére blanche
dans le spectre des couleurs.

En outre, on parle de bruit blanc gaussien lorsque la loi de probabilité du processus est elle
méme gaussienne.

e i.d.d. ~ N (0,07) (3.96)

Sur la ..gure (3.10) est représentée une simulation d’un bruit blanc gaussien de variance
unitaire pour un échantillon de 200 réalisations. On constate qu’il n’existe aucune récurrence
(aucune similitude dans I’évolution historique) pour ce type de processus. On dit qu’il est
dynamiquement indépendant.
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Figure 3.10: Simulation d’un Bruit Blanc Gaussien (0, 1)
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4 Le Théoreme de Wold

Le théoréme de Wold (1938) est le théoréme fondamental de I'analyse des séries temporelles
stationnaires. Nous commencerons par donner I’énoncé de ce théoréme, puis nous verrons dif-
férentes applications, et nous dé..nirons ensuite I'opérateur retard.

4.1 Le théoreme de la décomposition de Wold

L’énoncé du théoréeme de Wold est le suivant

Theorem 30 (Décomposition de Wold) Tout processus stationnaire d’ordre deux
(24, t € Z) peut étre représenté sous la forme :

Te=Y e+ ke (4.97)
§=0

ou les parametres v; satisfont v, = 1,¢; € R,Vj € N*, Z;‘;O 1/;]2- < oo et ou g est
un bruit blanc i.i.d. (0, o—g). On dit que la somme des chocs passés correspond a la
composante linéaire stochastique de z;. Le terme «; désigne la composante linéaire
déterministe telle que cov(ki,ei—j) =0, Vj € Z.
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La démonstration de ce théoréeme est donnée dans Wold (1938), voir Sargent, Macroeconomic
Theory, Boston Academic Press, p 286-290 pour I'intuition de la démonstration. Ainsi, d’aprés
le théoréme de Wold, si I'on omet la composante déterministe x;, tout processus stationnaire
peut s’écrire comme une somme pondérée in..nie de chocs passés, ces chocs étant représentés
par un bruit blanc de variance ..nie. L’implication forte de ce théoréme est que, si I’on connait
les pondeérations +;,Vj € N, et si I'on connait la variance o2 du bruit blanc, on est mesure de
proposer une représentation de n’importe quel processus stationnaire. Cette représentation est
aussi quali..ée de représentation moyenne mobile in..nie.

Reste a comprendre ce que peut étre cette composante linéaire déterministe «;. La condition
cov(ke,e¢—5) = 0, implique que ce terme est, par dé..nition (déterministe), indépendant des
chocs. Alors le cas le plus simple est celui d’un processus stationnaire (x;, t € Z) d’espérance
non nulle, tel que E (x;) = m # 0. Puisque le bruit blanc est par dé..nition un processus centré,
une somme pondérée de ces chocs est elle-méme centrée. Par conséquent, la représentation de
Wold du processus (z;, t € Z) suppose que I’on ajoute & cette somme pondérée des chocs passés,
une composante déterministe qui n’est autre que I’espérance du processus : x; = m. On a donc

o0
Ty = E %'Etfj +m
j=0

et I'on Véri..e que
E(x)=F Zq/;jst,j +m = ijE (et—j) +m=m
§=0 5=0

4.1.1 Conditions sur les pondérations 1;

L’énoncé du théoréme de Wold fait clairement apparaitre trois conditions sur les pondérations
1;. La premiere condition v, = 1impose tout d’abord que le poids du choc présent ¢; dans la
dé..nition du processus soit unitaire. |l s’agit ici tout simplement d’une condition de normali-
sation qui porte sur la détermination de la variance du bruit blanc. Considérons le processus

suivant :
o 1 1\? 1\?
Ty = ij’vt_j = §'Ut + 5 Vt—1 + 5 Ve—2 + ...
§=0

avec v; ~ N (0,02) et o2 = 1. Il est possible de normaliser la variance du bruit blanc de sorte &
ce que le poids du chocs présent soit unitaire. Pour cela on pose :

Et = %’Ut NN (0,0’?)
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avec 02 = 1/4. Le processus (zy, t € Z) peut alors étre réexprimé en fonction du bruit blanc
(e¢, t € Z) de la fagon suivante :

- 1 1\? 1\°
Ty = 21/}]'815_]' =&+ EEt—l + <§> Et—92 + <§> €t_3+ ...

j=0
On obtient ainsi la représentation de Wold du processus (x¢, t € Z) , ou le poids du choc
contemporains ¢; est unitaire.

La seconde condition, ¢, € R, Vj € N*, est triviale et signi..e simplement que les pondéra-
tions des chocs strictement passés peuvent étre éventuellement nulles pour certains retards.

En revanche, la troisiéme condition, Eﬁo w? < oo, est particulierement importante.

De..nition 31 La condition }7°,¢% < oo , dite condition de sommabilité des car-
rés (ou d’intégrabilité des carrés) assure I’existence des moments d’ordre deux du
processus (z, t € Z). Sous cette condition, on dit alors que x; converge en moyenne
guadratique.

Pour comprendre en quoi cette condition de sommabilité assure I’existence des moments
théoriques d’ordre deux, il faut revenir a la dé...nition de la fonction génératrice d’autocovariance
du processus (z¢, t € Z) et utiliser la représentation de Wold (équation 4.97). Si I'on suppose
pour simpli..er que E (x;) = 0, on obtient alors :

v (h) = E(zeonwe) = B | Y tieriny Yy ey | VheZ
=0 =0

Etant donné la dé..nition d’un bruit blanc on a E (g;e;—;) = 0,Vj # 0, E (e7) = o2. Dés lors,
puisque I’espérance est un opérateur linéaire, la fonction ~ (h) peut se réécrire sous la forme :

20 2B ()

5 (h) = si h=20
- o Vh #0
> i B (5t2—j> 7
Jj=0
D’ou ..nalement on tire que :
2 o= 2
O¢ Z wj .
i si h=0
~(h) = 23000 Th £0 (4.98)
O¢ Z:O’L/}]#hwj
]:

On peut montrer que la condition > 2%, w? < oo implique > 2%, p1h; < oo, Vh # 0.
Des lors cette condition su¢t a garantir la convergence, et donc I’existence, de I’ensemble des
moments d’ordre deux du processus .
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4.1.2 Prévisions a partir de la décomposition de Wold

Comme nous I’avons dit, une des conséquences de ce théoréme est que, si I’on connait les pondéra-
tions ¢;,Vj € N, et si I'on connait la variance o2 du bruit blanc, on est mesure de proposer
une représentation de n’importe quel processus stationnaire. Partant de cette représentation,
on peut alors réaliser une prévision, notée z,,, pour la réalisation du processus x; a la date
T + h, a partir d’un échantillon de T' observations de z;.

Considérons, pour commencer, une prévision a période (h = 1). La meilleure prévision
possible de la réalisation de z71, notée z1, connaissant les valeurs passées xr, xp_1, xp_2, ...
est donnée par I’espérance conditionnelle suivante E (z741 |x7, 27-1,27-2,...). Or, d’aprés le
théoreme de Wold, la connaissance des valeurs passées de xr est équivalente a la connaissance
des valeurs passees des chocs e, ep_1,e7_9,.... En exet, on sait que :

oo
wp =Y Pier ;= er +P1er1 + Yofr 2 + PaEr 3 + o
=0

(0.9]
Tro1 = Z%ETﬂel =er—1+Y1er—2 + Poer—3 + Yger—a + ...
i=0
o0

Tr_p = Z¢j€T—j—p =er_ptier—p + Yo7 —p + 3T _p+ ... Vp>0
j=0
Par conséquent, I’espace de conditionnement de notre prévision peut étre modi..é de la facon
suivante :
Try1 = E(xryr |oer, xr—1,27-2,...) = E (741 |eT, e7—1,67-2, -..)

Reste alors a considérer la représentation de Wold du processus x7.1 :

o0
Tr41 = Z¢j€T—j+1 = ert1 + P1E7 + Poer—1 + YzET—2 + ...
J=0

A partir de cette formule, il est facile de déterminer I’espérance conditionnelle :

Try = E(vriler,er—1,er—2,...)
[o.¢]
= E | verjuiler,era,er g, ..
=0

o0
= Y ¢;E(er_jler,er-1,6m-2, ..
§=0
On obtient alors la forme générale de notre prévision :

o)
Tre1 = Z¢jET_j+1 = Y1e7 + YoeT_1 + Y372 + ... (4.99)
J=1



Chapitre 1. Processus Aléatoires Stationnaires et Processus ARMA 39

et par conséquent de I’erreur de prévision :

Tl =TT = €741 (4.100)

Par dé..nition cette erreur de prévision est d’espérance nulle et de variance égale a o2.
Ainsi, pour un processus stationnaire I’erreur de prévision optimale a un horizon d’une période
correspond a I’innovation fondamentale (au choc) associé a cette méme période. De plus, cette
erreur de prévision a de ”bonnes” propriétés puisgu’elle est strictement indépendante de I’erreur
de prévision que I'on a pu commettre aux dates précédentes puisque E (e7,e7r—;) = 0. Ce n’est
pas parce qu’hier I’économétre s’est trompé, qu’il se trompera nécessairement demain.

Bien entendu, on peut généraliser ces résultats pour des prévisions a des ordres h quelconques.
On montre de la méme fagon les résultats suivants (& démontrer) :

Résultats Soit 77, la meilleure prévision possible de la réalisation du processus
x¢ a la date T'+ h compte tenu de I'information disponible a la date T.

(e o]

Trin = ij€T+h7j (4.101)
=1

L’erreur de prévision associée est alors déterminée par :

h—1

Tryn — Trgh = Z V€T 1h—j (4.102)
=0

4.2 Applications

Le théoréeme de Wold n’est jamais directement applicable, en tant que tel, dans la pratique
puisque il suppose que I’'on exprime un processus stationnaire comme une somme pondérée
in..nie de chocs passés. Or, dans la pratique informatique il n’est pas possible de manier des
objets mathématiques de dimension in..nie.

Pour autant, on peut démontrer qu’il existe toujours pour tout processus stationnaire, un
ordre ..ni, tel que ce processus puisse étre approximé par une somme pondérée de chocs passés
jusqu’a cet ordre (décomposition de Wold tronqué).

Concrétement, cela signi..e que n’importe quelle série stationnaire peut étre représentée de
facon satisfaisante par une somme pondérée ..nie de chocs passés. Reste ensuite & estimer les
coeCcients de pondération (les v;) et la variance du bruit blanc (c2) et il est alors possible de
proposer une prévision du processus étudié.
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Figure 4.11: Taux de Croissance du PIB en Volume France (1960:2 a 1998:2)
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Considérons un échantillon de 77 observations semestrielles du PIB francais en volume de
1960:2 a 1998:2. Cette série est représentée sur la ..gure (4.11). Admettons que I’on ait montré
gue cette série était stationnaire.

Proposons une premiére représentation pour de ce processus sous la forme d’une somme
pondérée ..nie de chocs passés de la forme :

q
Te=m+ Y e =m+ ot + Y1g 1+ o+ Yt g (4.103)
j=0

ou &44.7.d. (0, ag) et ou ¢ > 0. Considérons un ordre arbitraire ¢ su¢samment grand, compte
tenu du nombre de points disponibles et donc par conséquent du degré de liberté de notre
estimation. On retiendra pour I’'exemple ¢ = 20. Nous n’expliquerons pas ici la fagon dont nous
avons obtenu les estimateurs des parametres +; et de la variance o2, puisque cela fera I'objet
d’un chapitre ultérieur. Les résultats de I’estimation sont reportés sur la ..gure (4.12).

Dans ce tableau ..gurent les réalisations des estimateurs de la constante (¢) et des 20
paramétres v, pour j = 1,..,20. Ces estimateurs sont notés ici sous la forme M A (j). On ob-
serve que la qualité d’ajustement est moyenne puisque le R? est de 0.50. Le premier coeGcient
n’est pas ici normalisé a I’'unité, mais il serait possible de déterminer une nouvelle représentation
ou le poids du choc contemporains serait unitaire.

Ainsi, un simple modéle de ce type permet ainsi de proposer une premiére représentation
possible du PIB francais, si I’'on admet que ce dernier peut étre représenté par un processus
stationnaire. Mais attention, cette approximation que I’on quali..e de M A (20), ne correspond
pas a la véritable décomposition de Wold puisque celle-ci est par dé..nition in..nie.
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Figure 4.12: Estimation d’un Processus M A
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La ..gure (4.13) montre quelle peut étre

séguent des prévisions que I'on peut en tirer.

41

alors la qualité de I'ajustement, et donc par con-

4.3 Opérateur Retard et Décomposition de Wold

L’énoncé du théoreme de Wold est souvent donné en introduisant un polynéme dé...ni en I’opéra-
teur retard. Plus généralement, les modeles de séries temporels sont souvent exprimés sous la
forme de polynéme retard. Nous commencerons donc par dé..nir ce qu’est I'opérateur retard,

puis nous réexprimerons le théoreme de Wold a I'aide d’un polyndme retard.

4.3.1 Dé..nition de I’'opérateur retard

L’opérateur retard (noté L pour lag ou B suivant les ouvrages) est dé..ni de la fagon suivante :

De..nition 32 On considére un processus stochastique (z:, t € Z), I’opérateur retard,
noté L, est dé..ni par la relation :

Ly =x4 1 VtEZ

(4.104)

Cet opérateur permet ainsi de dé...nir une application qui a toute variable z; associe la variable
retardée (d’otl son nom) x;_;. Cet opérateur posséde les propriétés suivantes. On considére un
processus stochastique stationnaire (zy, t € Z)

Propriété 1. Liz, = x,_j, Vj € Z, en particulier on a L%z; = x
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Figure 4.13: Estimation du PIB francais par un MA(q)
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Propriété 2. Siz,=c,VtcZ avec ceR, Ligy =Lic=c,Vj€Z
Propriété 3. L' (Liay) = L'May = xy—; VY (4,)) € Z?
La preuve est la suivante :
L (ijt) =L (1—j) = Tp—i—j
Propriété 4. L'z, = x4 Vi€ Z.
Propriété 5. (L' + L7)wy = Liwy + Loy = 2 + a4 V(i,]) € 72
Propriété 6. Si |a| <1

= ﬁ =lim (1 +al + a?L? + ... —i—aij) Tt
—Qa J—00

(1 — aL)_l Tt
Cette derniére propriété est particulierement utile pour inverser des polynémes d’ordre 1
dé..nis en I'opérateur retard. La démonstration de cette propriété est la suivante. Démontrons
que :
(1 —-alL) lim (1 +al+a’L?+ ..+ aij) Ty = X4

Jj—o0
En développant le terme de gauche, il vient :
lim (1 —aL+al —a?L?+a?L?+. - 4 1 aij) ¢ = lim (1 + aij) x
Jj—0o0 Jj—0o0
De 14, on montre que sous I’hypothése |a| < 1, on a bien :
lim (1 —|—aij) Ty = Tg

Jj—0o0
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4.3.2 Théoréme de Wold et polynémes retard

Partant de la dé..nition de cet opérateur retard, on peut alors construire des polynémes a coef-
..cients réels en cet opérateur. Par exemple, considérons un polynéme ¥ (L) d’ordre g :

U (L) = oL + o L + oL + ... + 1), LY
L’application de ce polyndme a une processus aléatoire (¢, ¢ € Z) nous donne donc :

U(L)er = oL+ 1pLler + oLt + ...+ 1p, Lie
= Poft + P1&t—1 + Y2 + ... + YPyEr—q.
Si ¢y = 1 et ¢ — oo on retrouve ici une forme moyenne mobile in..nie identique a celle du

théoréme de Wold. Le nouvel énoncé de ce théoreme (identique, bien entendu, au précédent)
est le suivant :

Theorem 33 (Décomposition de Wold) Tout processus stationnaire d’ordre deux
(24, t € Z) peut étre représenté sous la forme :

Tt = v (L) &t + Kt (4105)

ou le polynéme de degré in..ni ¥ (L) est dé..ni par ¥ (L) =37, ¢;L7, les paramétres
Y, satisfaisant ¢, = 1,4, € R,Vj € N¥, Z;’.‘;Ow? < oo et ou & est un bruit blanc
i.i.d. (0,02) et ou la composante linéaire déterministe x; Véri...e cov(ks,e¢—;) =0, Vj € Z.
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5 Les processus ARMA

Jusqu’a présent nous avons vu que tout processus stationnaire pouvait s’écrire sous la forme
d’une somme pondérée in..nie de chocs passés (théoréeme de Wold). Pour toute cette classe
de processus la décomposition de Wold est donc une premiére représentation possible. Toute-
fois, cette représentation n’est jamais la représentation optimale parmi toutes les représentations
possibles d’un méme processus.

En eret, nous verrons dans le troisieme chapitre, que lorsque que I'on cherche a modéliser
une série temporelle, on applique toujours un principe de parcimonie qui veut que, a qualité
d’ajustement égale, I’on adopte en priorité la représentation nécessitant I'estimation du mini-
mum de paramétres. Or par dé..nition, si I’on devait appliquer la décomposition de Wold, cela
supposerait que I’on estime une in..nité de parametres (les v; et le 02). Donc dans la pratique,
il convient de rechercher d’autres représentations possibles pour les processus temporels.

Parmi les représentations les plus utilisées ..gurent les représentations ARM A pour Au-
toRegressive Moving Average. Cette représentation consiste en I’adjonction d’une composante
autorégressive d’ordre ..ni ( AR) et d’une composante moyenne mobile d’ordre ..ni (M A).

Nous allons donc commencer par dé..nir la classe des processus AR, M A et ARMA. Nous
étudierons ensuite sous quels conditions ces processus satisfont I’hypothése de stationnarité.
En..n, nous introduirons des processus ARM A saisonniers : les SARM A.

5.1 Dé..nition des processus ARMA

Dé..nissons a présent la classe des processus AR, M A et ARMA.

5.1.1 Les processus MA

La dé..nition générale d’un processus M A est la suivante :

De..nition 34 Le processus (z;, t € Z) satisfait une représentation MA d’ordre g,
notée MA(q), si et seulement si :

avec E (v¢) =m. Le polyndbme © (L) étant dé..ni par © (L) =37, 0,17 ol Vj <gq,0; €
R, 6 =1 et 0, € R*, avec & i.i.d. (0,02).
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On reconnait ici la forme moyenne mobile que nous avions identi..é dans la décomposition de
Wold, mais qui dans le cas présent est un forme moyenne mobile d’ordre ¢ ..ni. Par opposition,
la décomposition de Wold, dé..nie par I’équation (4.97), est aussi quali..ée de M A (co)

Les dimérentes conditions sur les parametres 6; signi..ent que dans un MA(q), tous les
parametres du polynémes © (L) peuvent étre nuls a I’exception du paramétre correspondant
au ¢®™¢ retard. En eoet, si 6, = 0, alors le processus (z;, t € Z) satisfait une représentation
MA(q—1). De la méme fagon que pour la décomposition de Wold, le premier coeCcient 6,
associé au choc contemporain est, par convention, normalisé a I'unité.

Pour un processus M A (q), la constante m correspond a I’espérance du processus puisque
les bruits blancs sont par dé..nition centrés £ (g;—;) =0, Vj :

q q
E(x)=F m—i—ZOjst,j :m—l—ZO]-E(et,j) =m
=0 =0

Voici deux exemples de processus M A (q):
T1t =€ + 2643 ¢ w1 est un processus M A (3) de moyenne nulle
xos =4+¢e4 4+ 0.8c¢—1 : xa, €St un processus M A (1) de moyenne 4
Une simulation de taille 7 = 200 de ces deux processus pour ¢; ~ A (0, 1) est représentée
sur la ..gure (5.14). On véri..e au passage que ces deux processus semblent stationnaires.

Figure 5.14: Simulation de Processus M A (q)
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5.1.2 Les processus AR

La dé..nition générale d’un processus AR est la suivante :
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De..nition 35 Le processus stationnaire (z;, t € Z) satisfait une représentation AR
d’ordre p, notée AR(p), si et seulement si :

O (L)xy=c+ey (5.107)
avec ce R, ®(L) =Y _,¢;L7 ou Vj <p, ; €R, ¢y =1 et ¢, € R*,avec ¢ i.i.d. (0,02).

On parle ici de représentation autorégressive, dans le sens ou la variable z; est déterminée par
les valeurs passées x;—1, -2, ..., Tt—p. Les dinérentes conditions sur les parametres ¢, signi..ent
que dans un AR (p), tous les paramétres du polyndmes ® (L) peuvent étre nuls a I’exception
du paramétre correspondant au p®™¢ retard. En exet, si ¢, = 0, alors le processus (z, t € Z)
satisfait une représentation AR (p — 1). De la méme facon que pour la décomposition de Wold,
le premier coe@cient 0y associé au choc contemporain est, par convention, normalisé a I'unité.

Contrairement au cas du M A, la constante ¢ de I'’équation (5.107) ne correspond pas a
I’espérance du processus (zy, t € Z). Cette espérance, dans le cas d’un processus stationnaire,
est déterminée par la relation suivante si ® (1) #0 :

E(x)=®L) te=d(1) e (5.108)
En exet, reprenons I'écriture de I’AR (p) donnée par I’équation (5.107) :
E(zt) = c— ¢ E(21-1) — $oFE (v1-2) — ... — O, E (21—p) + E (&)

Par dé..nition E (¢;) = 0. Si I’on suppose maintenant que (z;, t € Z), son espérance, que I’on
notera m, ne dépend pas du temps :

E(xi—j)=m Vjel
Donc on a :
E(x) + 01 E (v4-1) + ¢o B (v-2) + ... + 0, E (x4—p) =m+ oym+ pgm + ... + pgm =c

Ce qui peut se récrire sous la forme :

C

Bl =m= 1 s 774,

On retrouve bien alors la formule générale puisque

-1

p
_1 pr— . pr— 1 pr—
(1) = ;% FaT I —— avec ¢p = 1

Voici deux exemples de processus AR (p):
Y1t = —0.5y14-1 +0.2y14—3 + & © Y1+ €St un processus AR (3) de moyenne nulle
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Y2t = 0.8 + 0.7y24—1 + 0.25y24—2 + ¢ © y2+ €St un processus AR (2) d’espérance
0.8/(1—0.7—10.25) = 16.
Une simulation de taille 7' = 200 de ces deux processus pour ; ~ A (0, 1) est représentée sur
la ..gure (5.15). Ces deux processus semblent stationnaires autour de leur moyenne respective (0
et 16), et cela si I'on excepte la dynamique sur les premiéres périodes liées aux valeurs initiales
nulles dans les deux cas. Mais nous verrons que contrairement aux processus M A (q) ce résultat
n'est pas général. Il existe des processus AR non stationnaires.

Figure 5.15: Simulations de Processus AR (p)
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5.1.3 Les processus ARMA

Naturellement, les processus ARM A se dé..nissent par I’adjonction d’une composante autoré-
gressive AR et d’une composante moyenne mobile M A.

De..nition 36 Le processus stationnaire (z;, t € Z) satisfait une représentation ARMA,
d’ordre p et ¢, notée ARM A(p, q), si et seulement si :

avec c € R, ©(L) = Y1 (0,17, ®(L) = Y7_ ¢;L7 ou Vj < ¢, 0; € R*,Vj < p, ¢; € R?,
0o = ¢y =1 et (¢,,0,) € R*, avec & i.i.d. (0,02).

Les dimérentes conditions sur les parametres ¢; et ¢; signi.ent que dans un ARMA (p,q),
tous les parameétres du polyndmes @ (L) peuvent étre nuls a I’exception du paramétre corre-
spondant au p™° retard et que tous les paramétres du polynémes © (L) peuvent étre nuls a
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I’exception du paramétre correspondant au ¢°™¢ retard . En ecet, si ¢, = 0, alors le processus
(xt, t € Z) satisfait une représentation ARMA (p —1,q) . De la méme fagon, si 6, = 0, alors le
processus (z¢, t € Z) satisfait une représentation ARMA (p,q —1).

Ainsi, on constate que les processus AR et M A ne sont que des cas particuliers des processus
ARMA. Un AR (p) correspond a un ARM A (p,0), de la méme fagon un M A (q) correspond &
un ARMA(0,q).

Tout comme pour les AR, la constante ¢ ne correspond pas dans ce cas a I’espérance du
processus (x¢, t € Z). Cette derniére est donnée par la méme relation que celle obtenue pour
AR :

E(x)=®(1) "¢ (5.110)

Voici deux exemples de processus ARM A (p, q):
214 = 2—0.5214-1 4+ 0.2214-3 + ¢ — 0.5e4—1 : 21+ est un processus ARMA (3,1) de
moyenne nulle 2/ (14 0.5 —0.2) = 1.5385
204 —0.2294 1 —1.5294 9 = €, +0.5e4_1 +0.664_4 est un ARM A (2,4) de moyenne nulle
Une simulation de taille 7" = 200 de ces deux processus pour ¢, ~ A (0, 1) est représentée sur
la ..gure (5.16). Dans ce cas, on constate que le processus z; est centré autour de sa moyenne
et semble—t-étre un processus stationnaire. En revanche, le processus zo, de moyenne nulle, ne
semble pas &tre un processus stationnaire. En eaet, comme nous allons le voir il existe certaines

conditions sur les processus ARM A pour que ces derniers soient stationnaires. Ici, ces conditions
ne sont pas satisfaites.

Figure 5.16: Simulations de Processus ARM A (p, q)
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5.1.4 Les processus ARMA saisonniers
Il existe en outre des processus ARM A saisonniers ou processus SARM A

De..nition 37 Un processus stationnaire (x, t € Z) satisfait une représentation ARM A
saisonniére (ou SARMA), notée ARMA; ¢ (p,q), Si

p q
Y bjatiojs =+ Y biucijs (5.111)
§=0 j=0

avec ce R, Vj <p, ¢, €R, Vj <q, 0; €R, ¢y =0y =1 et (¢,,0,) € R* {e;} i.i.d. (0,02) et
ou s désigne la période de saisonnalité de la composante AR et s’ désigne la période
de saisonnalité de la composante M A.

Ainsi un ARM A2 (2,2) s’écrit :
Tt + ProTe—12 + PoaTi—24 = ¢+ € + Oet—6 — O1261—12

Bien entendu, on peut construire des processus ARM A non saisonniers et saisonniers a la
fois. Il en existe deux sortes. Les processus ARM A additifs (rarement employés) :

ARMA (pv Q) + ARMAS,S’ (ﬁa a)
et les processus ARM A multiplicatifs
ARMA (p,q) x ARM A, ¢ (p,q)

Les processus ARM A multiplicatifs sont équivalents a des ARM A (p + ps,q + qs) .

5.2 La stationnarité et I’'inversibilité des processus ARM A

Considérons a present des processus ARM A. La question est alors de savoir sous quelles con-
ditions sur les paramétres des polynémes & (L) et © (L) ces processus sont ils stationnaires.
Nous allons en outre introduire la notion d’inversibilité qui consiste & déterminer s’il existe une
représentation M A (respectivement AR) équivalente pour un AR (respectivement pour un M A).

5.2.1 Conditions de stationnarité et d’inversibilité

Commencons par énoncer un premier théoréme concernant les processus AR.

Theorem 38 Un processus (z;, t € Z) satisfaisant une représentation AR (p) est tou-
jours inversible. 1l est stationnaire lorsque toutes les racines du polynéme @ (L),
notees \; € C, Vj < p, sont de module strictement supérieur a I'unité.
p ) p 1
o(N) =) N =0=1]] <1——L> =0 |N\|>1,Y (5.112)

)\.
i=0 j=1 J
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Ce théoreme indique tout d’abord que tout processus AR peut étre "inversé” et représenté
sous la forme d’un processus M A. Le second point, plus fondamental, porte sur la stationnarité
du processus. Ce théoréme indique que lorsque les racines du polyndme autorégressif sont toutes
supérieures a I'unité en module, le processus satisfait les 3 conditions de la stationnarité du
second ordre.

Nous ne fournirons pas de démonstration générale, mais nous considérerons un exemple
simple d’un processus AR (1) centré dé..ni par :

O (L) = (1— ¢L) 2y = & (5.113)

On sait que si le processus z; est stationnaire, il peut étre exprimé sous la forme d’un
M A (c0), suivant le théoréeme de Wold. D’apres le théoréme précédent la condition de station-
narité se rameéne & montrer que la racine de ® (L), notée \, est strictement supérieure & I'unité
en module : .

P =1-0A=0e=A=7

Donc si |¢| < 1, alors |A| > 1, le processus x; est stationnaire et peut s’écrire sous la forme
M A (c0) suivante :

Tt = P (L)il &t = ijet*j
j=0

Les parametres 1; sont alors dé..nis par inversion du polyndme @ (L). D’aprés la geme
propriété de I'opérateur retard, on a Vj € N :

T/szfﬁi

puisque

o (L) = 1 _1¢L _ ZWEH (5.114)
j=0

Reste & démontrer que sous I’hypothése |¢| < 1, le processus (z:, t € Z) qui peut s’écrire

sous la forme Vt € Z :
oo
w=Y et
§=0

satisfait les trois conditions de la dé..nition de la stationnarité du second ordre. La premiere
condition, dite condition de sommabilité, est immédiate :

o0 o0
=Y e <o
j=0 j=0

Sous I’hypothése |¢| < 1 cette condition est satisfaite. La seconde condition porte sur le
moment d’ordre un :

[e.o]

E(x)=FE|Y ¢erj| =Y &' E(e-;) =0 indépendant de ¢
j=0 J=0
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En..n, la troisieme condition porte sur les moments d’ordre deux et sur la fonction d’auto-
covariance :

y(h) = E(xerne) =E [ D vjeeny » vjey | VheL
j=0 j=0

X2 2
= (h) = JZ:Oij <Et_j> st h=0
];OT/JjJrh%E (5t2—j> vh #£0

D’ou ..nalement on tire que :

2 o ,2j
% 29 si h=0

h) = oo
=0

La fonction d’autocovariance est donc bien indépendante du temps. Donc sous I’hypothése
|¢| < 1, le processus (z¢, t € Z) est stationnaire.

Considérons trois exemples de processus AR dé..nis par les relations suivantes :
T1p = 2141 — T1t—2 + &t

Tot = 2x94—1 — 3T2t—2 + 2T04_3 + &
T3 = 0.127371/,1 - 0.527371/72 + &

Les trois polyndbmes autorégressifs associés sont les suivants :
O (L)wiy=er i=1,2,3
avec
P (L)=1-2L+I*=0<= A\ =)\=1

®y (L) =1-2L+3L% — 2L <= A\ =1et \] =025+ 0.25iv/7 j=2,3
®3(L) =1-0.1L+0.5L% <= A} =0.1+£1.4107 j=1,2

Par conséquent, le processus (z1., t € Z) est non stationnaire puisque les deux racines sont
unitaires. Le processus (x24, t € Z) est aussi non stationnaire puisqu’il a une racine unitaire et
deux racine de module strictement inférieures a un. Seul le processus (z3, t € Z) est stationnaire
puisque ses deux racines sont de module strictement supérieures a I'unité.

Un second théoréeme peut étre énoncé pour les processus M A.
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Theorem 39 Un processus (z;, t € Z) satisfaisant une représentation M A (q) est tou-
jours stationnaire. 1l est inversible lorsque toutes les racines du polynéme © (L),
notees ; € C, Vj < ¢, sont de module strictement superieure a I’unite.

q q
0(5) =Y 08 =0 [[ (1-51) =0 |3]>1%
i=0 j=1

Ce théoréme nous indique tout d’abord que tout processus M A, qui n’est autre gu’une
somme pondérée de bruits blancs, est toujours stationnaires. Ce résultat se comprend aisément
compte tenu des propriétés des bruits blancs. La seconde partie nous indique qu’un processus
x; dé..ni comme un M A peut étre exprimé sous la forme d’'un AR si le polyndéme associé © (L)
est inversible, c’est a dire si ses racines sont toutes supérieures a 1 en module.

Consideére I’exemple d’un processus centré (x¢, t € Z) suivant un M A (1) dé..ni par :

Ty = S (L) Et = (1 — QL) ct (5115)
Par inversion du polynéme © (L), on peut exprimer z; sous la forme d’un AR (o) :
© (L)il Tt = E¢

Déterminons I'inverse de © (L). De la méme fagon que précédemment, on montre que Ssi
|0] < 1, © (L) est inversible et son inverse est :

(1—on)™' =) o1
j=0

Dés lors, le processus x; peut étre dé..ni comme un AR (co) dont les paramétres sont donnés
par la relation suivante :

OL) a =) O j=¢ (5.116)
j=0

Bien entendu, il nous reste maintenant a établir les mémes résultats en ce qui concerne les
processus ARM A.

Corollary 40 Les conditions de stationnarité d’un processus ARM A sont déterminées
par les racines du polynéme associé a sa composante AR. Les conditions d’in-
versibilité sont déterminées par les racines du polyndme associé a sa composante
MA.

Ainsi, un processus centré (x;, t € Z) dé..ni par un ARM A (p,q) est stationnaire dés lors
que les racines du polynémes associé a la composante AR sont strictement supérieures a I'unité
en module.
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Reprenons les deux exemples étudiés précédemment :
216 =2—0.5214-1+0.221 43+ & — 0.5e41
294 — 0.22241 — 1.5204_o = &4 + 0.5e4_1 + 0.6e4_4
La représentation de ces deux processus est la suivante :
Qi (L)zis=0;(L)es i=1,2
avec
@ (L) =140.5L —0.2L° =0 <= A\ =2.18 et \; = -1.09 £ 1.04i j =2,3

Py (L) =1—-02L — 151> =0 <= A3 = —0.88 et \2 =0.75
On Véri..e au passage la conclusion que nous avions faite précédemment, a savoir que le

processus z; est stationnaire, tandis que le processus z2 ne I'est pas.

5.2.2 Recherche des conditions de stationnarité et d’inversibilité des processus
ARMA

Ainsi, la recherche des conditions de stationnarité (ou des conditions d’inversibilité suivant les
cas) revient a déterminer la position relative des racines d’un polynéme dé..ni en I'opérateur
retard par rapport au cercle unité du plan complexe.

On considéere un polynéme @ (L) d’ordre p & coe¢cients réels, dé..ni en I'opérateur retard L,
avec ¢, = 1. Soit ();); I'ensemble des racines de ce polynéme avec ()\;) € CP

@(L):iqﬁij:ﬁ <1—Aij ):0 (5.117)

j=0 =1

Dans le cas p = 2, les racines du polynéme s’obtiennent directement a partir de I’équation,

vz € C:
9 z z
1412+ @92 = (1——>\1> (1——>\2> =0

Suivant la valeur de la quantité A = ¢? — 4¢,, on montre que :

-1

A>0 Ai=2¢2{—¢1i\/¢%—4¢2] i=1,2
-1

A <O Ai=2¢2[—¢1iz‘\/—¢%+4¢2] i=1,2

Dans le cas général, les racines du polynéme a coecients réels d’ordre p, noté ¢ (z), corre-
spondent aux valeur propres de la matrice F' associée a I'application linéaire

Z=FZ7 (5.118)
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avec
5 ¢1 ¢2 ¢p
1
7 - z [ 0 0
(p,1) . (p,p)
P O .. 1 0

5.2.3 Inversion d’un polynéme d’ordre p

En analyse des séries temporelles, il est souvent utile d’inverser des processus. Par exemple,
partant d’un processus AR stationnaire, on peut par inversion du polyndme autorégressif, déter-
miner la forme M A (o) associée a la decomposition de Wold. On obtient ainsi des représentation
équivalentes d’'un méme processus. Pour cela, il est nécessaire d’inverser des polyndmes dé..nis
en I'opérateur retard. Nous avons déja vu comment réaliser cette opération pour des polynémes
de degré un. Nous allons a présent généraliser cette méthode au cas de polyndéme de degré
supérieur ou égal a un.

Le probléme est donc le suivant. Soit ® (z) un polynéme inversible d’ordre p & coe¢cients
réels avec ¢, = 1. Il s’agit de déterminer ® (z), le polynéme inverse de ® (z) . Par dé..nition,
VzeC

D(2)D(2) =D (2)D(2) ' = Z(bjzj Zajzj =1
=0 j=0

Plusieurs solutions existent pour déterminer ® (z). Parmi celles-ci, nous n’en retiendrions
gue deux.

1. Méthode d’identi..cation :

On part de la relation @ (z) ® (z) = 1 et I'on cherche a déterminer les paramétres EZJ-, tels que
Z?:o gbjzj, par identi..cation les coe@cients de méme degré. De facon générale, les n équations
du systéme d’identi..cation sont dé..nies par :

> b k0, =0 Vi€ |lp|
k=0 | (5.119)
>, kP =0 Vi>p
k=0
Considérons I’exemple suivant. On cherche a inverser le polynéme AR (2) dé..ni par
P (2)zy = (1 + @12 + ¢222) Ty = &
avec ¢; = 0.6 et ¢, = —0.3. Le polynébme est inversible puisque les racines sont de module

strictement supérieur 2 1: \; = —1.23 et A\, = 3.23. Soit ® () le polyndme inverse de @ (z),
que I’on suppose de degré in..ni. On part de la relation d’identi...cation :

D(2)P(2)=1
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En développant on obtient :

(1 + P12+ ¢222) (50 + glz + 5222 + 5323 + ...+ apzp + ) =1

— $0+512+$222+$323+..-—l-gpzp—k...
- 5 o o s
P12 + 012° + hah12° + d3d1 2 + . + Gp1 2P+ .
~ o~ ~ ~ ~2 ~ ~ -
¢0¢222 + ¢1¢223 + ¢224 + ¢3¢225 + ...+ ¢p¢22p+2 +...= 1

Par identi..cation des termes de méme degré a droite et a gauche du signe égal, on obtient
alors le systéme suivant :

( %0:1
o1+ 1 =0
P2+ P101+ P2 =0

O3+ Pad1 + P19 =0

En + g)n—lﬁbl + g)n_g(,bg =0 VYn>2

La résolution de ce systéme fournit alors une suite de récurrence qui dé..nit les coe€cients
de la représentation M A (oo) du processus z; :

Ty = EIV) (Z) Et = Zgjgt_j (5120)
Jj=0

ou les parametres ¢; sont dé..nis par la relation suivante :

$o =1 (5.121)
¢ = —0.6 (5.122)
¢, =—0.60, | +0.3¢, 5 Vn>2 (5.123)

2. Méthode :

L’autre méthode d’inversion des polynémes est la suivante. On considére p racines \; réelles
distinctes du polyndme @ (z) d’ordre p, (\;); € RP, avec p < p. On supposera ici pour simpli..er
que p = p, mais cette méthode peut étre étendue au cas général p < p. Une autre fagon d’obtenir
les paramétres ¢; du polyndme inverse ® (z) = ® (2) ' consiste & déterminer les paramétres a;
tels que :

~ _ 1 _ P az-v
s 1 (1-22) ;(1—%'2)
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ou les \; sont dé..nis comme I’inverse des racines de ® (z) :

- 1 ’
Aj:)\_j V]E [1713]

De fagon générale, les paramétres a; sont dé..nis par la relation suivante.

N :
a — Vj<p

Or on montre que :

p ) p e ¢} _ e ¢} _
3 (1) - -5 S

j=1
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(5.124)

(5.125)

(5.126)

(5.127)

Considére a nouveau I’exemple du polyndme AR (2) dé..ni par @ (z) = 1 + ¢,z + ¢922, avec
®; = 0.6 et ¢ = —0.3. Les deux racines réelles sont \; = —1.23 et Ay = 3.23. On cherche tout

d’abord a déterminer les parametres a; tels que Vz € C

1 a as
= = = — + —
(1 — )\12) (1 — )\22) (1 — )\12) (1 — )\22)
avec
~ 1 1
M= A 123
~ 1 1
>\ = _— = —
2 da 323

En développant, on obtient I’égalité suivante, Vz # \;, i = 1,2 :
ai <1 — XQZ) + as <1 — Xlz) =1

<~ (a1 + a2) — <G1X2 + agxl) z=1

Par identi..cation des termes de méme degré, on obtient le systéme :

a1 t+as =1
a1l +ash\1 =0
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D’ou I'on tire ..nalement que :

N o
PYRpY

ai

On peut alors construire le polyndéme inverse.

[e 9]

k=0

by
Il
o

Il
Me TN I
' "
It
&
Sl
| (V)
>

On obtient donc ..nalement :

_ oo () Xj-f—l _ Xj+1
@(z):Zgbjzj:Z 21 )y
= A2 — A1

J=0

[E2 ~k o~k
Zaj)\j k= Z [al)\l + a2)\2:| 2F
j=1
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(5.128)

On peut démontrer que les paramétres ¢, ainsi dé..nis satisfont I’équation de récurrence

dé..nie en (5.123).



