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1 Variables aléatoires discretes - PC1

Enoncés des exercices

Exercice 1.1 : Lot géométrique
On considere I'expérience qui consiste a jeter en I'air une piece de monnaie et a s’arréter des que

I’on obtient pile pour la premiere fois. On note, les événements élémentaires : F' = “Face” = |
IT = “Pile”, et leur probabilité : P(F') = p, P(II) = q avec p €]0,1[ et ¢ = 1 — p. On note N la
variable aléatoire N =“ nombre de lancers effectués dans une partie ”.

1. Déterminer la loi de probabilité de V. La loi de N est appelée ‘loi géométrique’.
2. Calculer I'espérance et la variance de N i.e. E(N) et Var(N).

Exercice 1.2 : Loi de Bernoulli

Un joueur joue a pile ou face avec une piece. On note les évenements F' = “Face” =, Il = “Pile”,
et leur probabilité : P(F') = p, P(II) = q avec p €]0,1[ et ¢ = 1 — p. Soit X la variable aléatoire
qui prend la valeur 0 quand on obtient pile et la valeur 1 lorsqu’on obtient face. Calculer la loi
de X, son espérance et sa variance. La loi de X est appelée “loi de Bernoulli”.

Exercice 1.3 : Lot binomiale
Un joueur joue a pile ou face avec une piece. Il lance la piece en l'air n fois. D’apres I'exercice
précédent, chaque lancer ¢ peut étre modélisé par une variable aléatoire X; qui suit une loi de

n
Bernoulli. Soit la variable aléatoire S,, = Z X;.
i=1
1. Calculer P(S,, = k) = P(“k fois face sur n lancers”). La loi de S,, est appelée “loi bino-
miale”.
2. Calculer I'espérance et la variance de S,,.

3. Application 1 : Un homme attendant un rendez-vous décide de marcher en jouant a pile
ou face. Si il obtient pile, il fait 10 pas vers la droite, et dans le cas contraire (face), 10 pas
vers la gauche. On suppose p = ¢ = 1/2. Quelle est la probabilité qu’apres avoir fait 100
pas :

— il soit revenu a son point de départ.
— il se retrouve a 20 pas de son point de départ.

4. Application 2 : La proportion de pieces défectueuses dans une fabrication est de 1/1000.
Quelle est la probabilité pour que ’on ait effectivement exactement une piece défectueuse
dans un lot de 1000 pieces ?

5. Application 3 : Statistiquement 5% des réservations aériennes ne sont pas utilisées. Une
compagnie décide donc de faire du ‘surbooking’ et vend 100 billets pour 97 places. Quelle
est la probabilité pour que tous les passagers qui se présentent aient une place ?

Exercice 1.4 : Fonction génératrice

Une urne est composée en proportion de p boules blanches et de g boules noires. On effectue un
tirage avec remise pour constituer un échantillon de n boules, et on note X la variable aléatoire
égale au nombre de boules blanches dans I’échantillon de taille n.

1. Calculer la probabilité d’avoir exactement k boules blanches i.e. P(X = k) dans un
échantillon. Quelle est la loi suivie par X 7
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2. Soit z € R. Déterminer Gx(z) = E(z%) la fonction génératrice de X. Quand le rayon de
convergence de la série G x (z) est supérieur a 1, vérifier les relations suivantes : Gx (1) = 1,

G'x (1) =E(X) et G%(1) = E(X(X —1)).
3. A l’aide la fonction génératrice, déterminer I'espérance et la variance de X.

4. En considérant ((—1)X ), déterminer la probabilité pour que X soit impair.

Exercice 1.5 : Loi de Poisson
On considere une variable aléatoire discrete X, dont la loi de probabilité est définie par :
_ A

n!

VneN, P(X =n)

)

ol A > 0 est un parametre positif.
1. Vérifier qu’il s’agit bien d’une loi de probabilité.
2. Calculer I'espérance et la variance de X.

3. Montrer que X a plus de chance d’étre paire qu’impaire.
1
. Calculer E (| ——
alculer (1 n X)

Exercice 1.6 : Loi uniforme et fonction de répartition d’une variable aléatoire discréte
Une roue de loterie est divisée en 10 secteurs semblables numérotés de 1 a 10. On fait tourner
la roue 2 fois. On note X le plus grand numéro obtenu, Y le plus petit et X; (i=1 ou 2) le i-eme
numéro obtenu.
1. Déterminer pour k£ = 1,...,10, P(X; = k) puis E(X;). En déduire que X; suit une loi
uniforme sur Uensemble {1,2,...,10}.

W

2. Déterminer la fonction de répartition de la variable aléatoire X, Fx (k) = P(X < k) pour
2k -1
k=1,...,10. En déduire que P (X = k) = 100 et déterminer E(X).
3. Déterminer E(Y).




Corrigés des exercices

Exercice 1.1 : Lot géométrique

1. Si on appelle w,, I’événement correspondant & un tirage de (n — 1) fois Face suivies de Pile
(avec n € N*) :

On aP(N =n) =P(w,) = p" ¢ =q(1 — ¢)"! car les n lancers sont indépendants. On vérifie
bien que

“+o0o +0o0 +oo 1
Y P(N=n)=) ql-q)" =gy p"" =4y =1
n=1 n=1 n=1

On a donc bien défini une loi de probabilités. On dit que N suit une loi géométrique de parametre
q.

2. Par définition (avec P(N =0) =0) :

“+00 “+o00
E(N) =) nP(N=n)=q)Y np"",
n=0 n=1

—+00

1
qui est donc la dérivée de la série Z p" = 1—5 Ainsi, comme ¢ = 1 — p, on obtient que
n=0 o
1 1
E(N)=g¢q = -
(1-p)? ¢

Notons maintenant que
Var(N) = E(N?) — (E(N))? = E(V(N — 1)) + E(N) — (E(V))? = E(V(N ~ 1)) + + — 5.

Il suffit maintenant de remarquer que

—+o00 —+oc0o —+o00
E(N(N-1)) =Y n(n - 1)B(N =n) = ¢ nln - 1)p"" = gp > n(n— 1)p"2,
n=0 n=0 n=1
+00
qui est donc la dérivée seconde de la série Z p"=—— Doun
n=0 1__p
2 2p  2(1—gq)
E(N(N—-1))=qp =5 =——".
M ) (1-p3 ¢ q°

Finalement, on obtient que

Var(N) =




Exercice 1.2 : Loi de Bernoulli

X est une variable aléatoire discrete qui peut prendre les valeurs 0 ou 1. Par définition, sa
loi est telle que P(X =0) =P(II) =¢=1—pet P(X =1) =P(F) = p. On dit que X suit une
loi de Bernoulli de parametre p. On obtient alors que

E(X)=0P(X =0)+ 1P(X =1) = p,
et
Var(X) = E(X?) — (E(X))* = E(X?) - p*.
Or E(X?) = 0°P(X = 0) + 1°P(X = 1) = p et donc Var(X) = p —p? = p(1 — p).

Exercice 1.3 : Loi binomiale

1. Le nombre de combinaisons possibles permettant d’obtenir & fois F' (et donc (n — k) fois II)
sur n lancers est Cﬁ . En effet, cela revient a chercher toutes les combinaisons permettant de
positionner k£ événements F' sur n positions possibles, c’est-a-dire toutes les combinaisons de k
éléments dans un ensemble de n éléments. La probabilité de chacune de ses combinaisons est
p*(1 — p)"* quelque soit Pordre envisagé (indépendance des lancers). On a donc que

P(S, = k) = CEp*(1 — p)nF.

On vérifie facilement (a 'aide de la formule du bindéme) que

n

Y P(Sp=k)=> ChpFl—p)"F=@p-(1-p)" =1
k=0 k=0

On a donc bien défini une loi de probabilité appelée loi binomiale de parametres n et p et notée
B(n,p).

2. Par définition,

E(S,) = zn: KP(S,, = k)
k=0

" n!
kzzo o= L P)

. - (n—l)! ) o
B np;(k_l)!((n—l)—(k_l))!pk 1(1—p)( 1)—(k-1)

n n—1
= np Y CHIpF (1 - p) D=0 = STk ph (1 — )k
k=1 =0

= np(p+(1—p))"" =np.

On peut également procéder de facon plus simple pour la calcul de I'espérance. En utilisant le
n
fait que S, = ZXi’ que E(X;) = p et la linéarité de l’espérance, on obtient que

i=1

E(S,) =Y E(X;) = np.
=10



Procédons maintenant au calcul de la variance. On a que
Var(S,) = E(S7) = (E(Sn))” = E(Sa(Sy — 1)) + E(Sn) — (E(Sn))?
= E(S.(Sn, —1)) 4+ np(1 —np)

Il suffit ensuite de remarquer que

E(Sn(sn - 1)) = i k(k - 1)P(Sn = k)

= Zk _1/<;' k) P —p)*

n—2

= nln=1p Z =)D - 1)p2 Y CE (- p) D
k=0

= n(n—1)p° (p +(1=p)" % =n(n—1)p*
Ainsi, on obtient que
Var(S,) = n(n — 1)p* + np(1 — np) = np((n — 1)p+ 1 — np) = np(1 — p).

On peut également procéder de fagon plus simple pour le calcul de la variance. Etant donné que
les lancers sont indépendants, on a que que X1, . .., X,, sont des variables aléatoires indépendantes
telles que Var (X;) = p(1 — p). Ainsi,

Var(S,,) = Var <ZX> = ZVar (Xi) =np(1l —p).
i=1

3. Pour se retrouver a son point de départ il a obtenu 5 fois Pile et 5 fois Face. La probabilité
recherchée est donc :
Cop®(1 —p)® ~ 0,246 si p = 1/2.

La probabilité qu’il se retrouve a 20 pas (& gauche ou a droite) de son point de départ est :
Ciop®(1 — p)* + Ciop* (1 — p)® ~ 0,41 si p = 1/2.

4. On peut modéliser le nombre de pieces défectueuses a ’aide d’une loi binomiale de parametres
n = 1000 et p = 1/1000 comme somme de 1000 lois de Bernoulli, chaque piece ayant 2 états
possibles (correcte ou défectueuse). D’ot la probabilité d’avoir exactement une piece défectueuse
sur un lot de 1000 pieces :

999
999
Clooop' (1 —p)*? = =) =0,368.
1000P ( p) 1000
5. La probabilité qu'un passager se présente a I’embarquement est p = 0,95. Pour que la com-
pagnie soit en défaut, il faut que plus de 97 passagers sur les 100 réservés se présentent. Le
probleme peut se modéliser par une loi binomiale, S1¢gg, de parametres n = 100 et p = 0,95. La
probabilité P pour que la compagnie soit en défaut peut alors s’écrire :

P = P(SIOO > 97) = P(SlOO = 98) + P(Sloo = 99) + P(SIOO = 100),

soit
P = Ciop™ (1 = p)* + Crggp™ (1 = p) + p'™ ~ 0,118,



Exercice 1.4 : Fonction génératrice

Pour un tirage notons : pp = et py = %, les probabilités respectives de tirer une
pPT4q

pP+4q
boule blanche et une boule noire. On a pp + py = 1.

1. 11 est clair que X suit une loi binomiale B(n,pp) d’espérance E(X) = npp et de variance
Var(X) = npp(1 — pB.

2. Par définition de I’espérance, on obtient que
n n
Gx(2) =E(zY) =) P(X =k) =) 2 Cuplpy " = (epp +px)" = ((z = Dpp + D"

On vérifie ensuite les relations (valables pour toute variable aléatoire discréte a valeurs dans

{0,...,n}) )
— ZP(X —
k=0
= zn:kIP’(X = k) = E(X),
k=0
et

G (1 Zk: —1)IP(X = k) = E(X(X —1)).
3. Dans le cas ou X suit une loi binomiale B(n,ppg), on a que Gx(z) = ((z — 1)ps + 1)". Donc,
on obtient que G’ (2) = npp((z—1)pp+1)""t et G%(2) = n(n—1)p%((z — 1)pp+1)" 2. Ainsi,
G'x (1) = npp = E(X).

et
G% (1) = n(n —1)pk
De plus, en remarquant que

Var(X) = E(X?) - (EX))?=EX(X —1))+E(X) — (E(X))?

—~

on obtient que
Var(X) =n(n — 1)p23 +npp(l —npp) = npp(l —pp).

4. On a que
E((-1)%) = Gx(~1) = (1 - 2pp)™.
Or,
P({X est pair}) = P(X = 0)+P(X = 2)+... = % n (IP’(X = k) + (~1D)FP(X = k)) % (1+Gx(—
k=0

D’ou,

1)



Exercice 1.5 : Loi de Poisson

1. On a que

2. Par définition

et
Var(X) = E(X?) — (E(X))? =E(X(X — 1)) +E(X) — (E(X))?=EX(X - 1))+ X —
Or . boo us
E(X(X-1)=> nn-1DP(X =n) =) e Meret = A2,
n=0 n=2 ’

et donc Var(X) = A+ X -2 =\
3. Il suffit de remarquer tout d’abord que

+o0o
1 1
P({X est pair}) = 5 > (B(X =n) + (=1)"P(X =n)) = 5 1+ Gx(=1),
n=0
et
1 1
P({X est impair}) = 5 Y ([BX =n) — (=1)"P(X = n)) = 5 (1=Gx(=1)),
n=0
ou Gx( Z 2"P(X ) est la fonction génératrice de X. On a alors que
+oo —+00
A" 2 Y (Az)" —A_Az Az—1
G’X(z):;z e =e nz:% s e =e (z=1),
Et donc

P({X est pair}) = % (1 + 672>‘> > % (1 — 672)\> =P({X est impair}).

4. Par définition

+00 —

1 1 e Antl e 1—e?

E({—— ) = P(X =n)=— L = (r=1) = .
<1+X> nZOHn (X =n)==3 ;)(nﬂ)! ) <e ) )
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Exercice 1.6 : Loi uniforme et fonction de répartition d’une variable aléatoire discréte
1. Par définition, on a que pour tout k € {1,...,10}
1
P(X:=k)=P(Xo=k) = 0’ (définition d’une loi uniforme sur I'ensemble {1,2,...,10}),

et donc
_10x11 11

10
1
k=1

2. En utilisant I'indépendance de X7 et X5, on a que

k2
Fx(k) =P(X < k) =P{X1 <k} N {X2 <k}) = P(X0 S KP(X2 < b) = oo
car i
P(X1 < k) = B(Xz < k) = .

Ensuite, étant donné que X est une variable aléatoire discrete, on obtient que

kK —(k—1)?% 2k-—1
100 100

P(X=k) =P(X<k)-P(X<k—1)=

et donc

10 10 10
2 1 1 /. 10x11x12 10x 11\ 429
E(X)=Y kP(X =k)=—-> K-> k=—|(2 - =2 =715
() k_lk( k) 100k_1k 10()k_1l'C 100( 6 2 ) 60

3. Pour calculer E(Y) il suffit de remarquer que X +Y = X; + X3. Donc, par linéarité de
I’espérance, on obtient que

E(Y) = E(X1) + E(Xs) — E(X) = 11 — % _ 3,85,
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2 Variables aléatoires continues - PC2

Enoncés des exercices

Exercice 2.1 : Loi gaussienne ou loi Normale

On dit qu’une variable aléatoire X suit une loi gaussienne centrée normée, notée N (0, 1), si

sa densité est ) )
fx(z) = e" 7, zeR.

V2r

1. Montrer que fx est bien une densité de probabilité. Montrer que X et —X ont méme loi.

2. Calculer 'espérance et la variance de X.

3. Onpose Y =m+o0X avec m € R et 0 > 0. Déterminer la densité de Y, son espérance et
sa variance. On dit que Y suit une loi gaussienne ou normale de parametres m et o, notée
N(m,o).

4. Exemple : lalongueur L d’une piece produite en chaine est une variable aléatoire gaussienne
N (1000, 1). Déterminer la probabilité pour que 998 < L < 1002 (on admet que P(—2 <
X <2)=0,96 si X suit la loi N(0,1).

Exercice 2.2 : Loi uniforme

U est une variable aléatoire sur [0, 1] telle que la probabilité que U appartienne & un intervalle
de longueur a, est proportionnelle & a et indépendante de la position de cet intervalle dans [0, 1].

1. Déterminer la fonction de répartition de U, sa densité de probabilité, son espérance et sa
variance.

2. Généralisation pour un intervalle [a, b].

Exercice 2.3 : Lot exponentielle

Soit T" une variable aléatoire positive de densité de probabilité :
fr(t) = ke ™ t € [0, +00].

1. Déterminer k pour fr soit effectivement une densité de probabilité.
2. Calculer 'espérance et la variance de T'. Que peut-on en conclure ?

3. Déterminer o > 0 tel que P(T' < a) =P(T > «).

Exercice 2.4 : Slalom

Un skieur passe un slalom de 20 portes. S’il ne tombe pas son temps de parcours suit une loi
normale de moyenne 50s et d’écart-type 2s. A chaque porte il peut tomber avec un probabilité
de 1/20, ce qui lui fait perdre 4s. On admet que les chutes sont indépendantes les unes des
autres. Quelle est la probabilité de décrocher la fleche de platine (temps de parcours inférieur &
52s)?

15



Exercice 2.5 : Loi Gamma

On dit qu’une variable aléatoire X positive suit une loi Gamma de parametres o > 0 et
A > 0, notée G(a, A), si sa densité est

)\ae—/\xwa—l

+o00
fx(x) = T x € [0,+o0], avec I'(a) = /0 e it Ldt

On rappelle que I'(a + 1) = al'(«) pour tout o > 0.
1. Montrer que fx est bien une densité de probabilité.

2. Calculer 'espérance et la variance de X.

16



Corrigés des exercices

Exercice 2.1 : Lot gaussienne ou loi Normale

1. On peut remarquer que (a I’aide d’un changement de variables en coordonnées polaires)

+o0o 2 1 “+o00 “+o00 22442 1 27 “+o00 2 1
/ fx(x)dz ) =— / e 2 dxdy=— / re” z2drdf = — x 27 = 1.
2 J_o J—so 2 Jo  Jo 2m

—00

Pour montrer que X et —X ont méme loi, il suffit (par exemple) de montrer que leur densité
de probabilité fx et f_x sont les mémes. Pour cela, on peut dériver la fonction de répartition
F x(z)=P(-X <2)=P(X > —z)=1—- Fx(—z) de =X, ce qui donne (pour = € R)

1 a2

f-x(2) = fx(—z) = EfT = fx(z).

2. Par définition,
+oo +o00 1 2

IE(X):/_ afx(@)de = | mxe_%dﬂc.

La fonction z — ze™Z étant impaire et intégrable sur [0, +-00[ on obtient que E(X) = 0. Ensuite,
on a donc que

Var(X) = E(X?) - E(X) = E(X?) = ——a%e T dx.

Ainsi, a I'aide d’une intégration par parties, on obtient que

1 2170 e 1 g
Var(X) = [—m$€_2:| +/ me_Tda:: 1.

3. Calculons tout d’abord la fonction de répartition de Y (avec y € R) :

Fy(y):P(ng):]P<X<y—m> — Fy (y_m>

(o2 g

Donc la densité de Y est donné par

fy(y)—F{w(y)—lfx<y_m>— L om?

o o 2o

Par linéarité de ’espérance,
E(Y)=m+ oE(X) =m.

De plus,

Var(Y) = E(Y?) —E(Y)? = E(m? + 02X? + 2mo X) — m? = 0’E(X?) = ¢°.

3. En utilisant le fait que X = L — 1000 suit une loi N(0, 1), on obtient que

P(998 < L < 1002) = P(—2 < L — 1000 < 2) ~ 0, 96.
17



Exercice 2.2 : Loi uniforme

1. D’apres la définition de U on a que la fonction de répartition de U est telle que pour ¢ € [0, 1]
Fy(t)=P(U <t) =P(U € [0,t]) = Ct,

ou C' > 0 est une constante a déterminer. Pour ¢t < 0, Fy;(t) = P(U < t) = 0 et pour ¢t > 1,
Fy(t) =P(U < t) = 1. Ainsi, la densité de U est donné par

fu(t) = Clp y(t),

+oo
et la contrainte / fu(t)dt =1 implique que C' = 1. Par définition,

e} 1
E(X):/+ th(t)dt:/Oltdt: [t;]ozé,

et

Var(X) = E(X?) — (E(X))? /1t2dt L
I = — = —_—_ = = — = = —,
@ 0 473 4 12
2. Soit V' une variable aléatoire de loi uniforme sur [a,b], i.e. telle que la probabilité que V'
appartienne a un intervalle de longueur «, est proportionnelle & « et indépendante de la position
de cet intervalle dans [a,b]. Ainsi, on obtient que la fonction de répartition de V est telle que
pour t € [a, b]

Fy(t)=P(V <t)=P(V € [a,t]) = C(t — a),

ou C' > 0 est une constante a déterminer. Pour ¢t < a, Fy(t) = P(V < t) = 0 et pour t > b,
Fy(t) =P(V <t) = 1. Ainsi, la densité de V est donné par

fv(t) = Clg (1),

“+o00
et la contrainte / fu(t)dt = 1 implique que C =
o

5 . Pour calculer I’espérance et la
—a

variance de V, on peut passer par l'utilisation de la densité fi/, mais il est plus simple de
remarquer que V peut s’écrire sous la forme

V=a+(b—-a)l,
ou U est une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1]. On obtient alors que

a+b

2 (b—a)?
E(V)=a+ (b—a)E{U) = 5 et Var(V) = (b—a)*Var(U) = .

12

Exercice 2.3 : Loi exponentielle

“+o00
1. La contrainte / fr(t)dt = 1 implique que k = A car
0

+o00 —Atq T
/ eiAtdt = —6 = l
0 X, A

18




2. Par définition,

too +oo -t oo +00 o= At 1
E(T) :/ tfr(t)dt :/ the Mdt = ) [ t/\] +,\/ —dt = 1.
0 0 0

0
et

“+o0

Var(T) _ E(T2)—(E(T))2 _ /0+°° t2)\€_)‘tdt—% =\ |:—t2€)\)\t:| )

On peut remarque que l'écart-type y/Var(T) = E(T') est d’autant plus grand que X est petit.
La loi exponentielle est donc fortement dispersée.

3. Soit Fr(t) = / fr(u)du = / My =1 — e M, la fonction de répartition de
T. On cherche a > 0 tel que P(T' < a) = P(T > «) ce qui correspond a 1’équation
FT(a) = 1- FT(a)
1— ef)\oz — ef)\a
) 1 1 In(2)
ce qui donne a = —Xln <2> =

Exercice 2.4 : Slalom

Si T est le temps du parcours, on a 7' = X +4x N, ou X suit (approximativement) la loi normale
1 1
N (50,4), et N la loi binomiale B <20, 20) (il y a 20 portes, chacune ayant la probabilité p = 20

d’étre accrochée et entrainer une chute). On cherche P([T" < 52]). On a :

20
P([T <52]) = P(X+4N <52))=P (U[X+4N< 52]m[N:n]>
n=0

20 20
= P(U[X+4n<52]ﬁ[N:n]> :P<U[X<52—4n]ﬂ[]\7:n]>

n=0 n=0
20
= > P(X <52—4n| N[N =n)).

n=0

Comme X et N sont indépendantes, on a

20

P([T <52]) = > P([X < 52— 4n])P([N = n]).
n=0

X —
X suit la loi M(50,4) donc suit la loi A(0, 1), de fonction de répartition notée

®(x) = Fy(z) = P(Y < x) pour Y qui suit une loi N(0,1),
et qui vérifie, pour z < 0, () =1 — &(—x)). Ainsi :

P([X < 52 — 4n]) IP’([X 52_4;_50]):(I>(1—2n)

et P(IN = n]) = <2?S>pn p)20-n = <2£> < > (;3)20_” et donc :




20 190"
P([T < 52]) Zq>1—2 <n> TR

Pour n = 0, ®(1) =~ 0,841, pour n = 1, ®(—1) = 0,159, pour n = 2, &(—3) =~ 0,001 et pour
n = 3, ®(1 — 2n) est négligeable. On peut donc négliger les valeurs de n = 3 & n = 20, ce qui
allege agréablement les calculs, puisqu’il ne reste que 3 termes a calculer.

19\ % 1919 1918
P([T < 52]) ~ ®(1) (20> +20P(—1 )2020 + 190D (— 3)ﬁ ~0,37.

Exercice 2.5 : Loi Gamma

1. A Taide du changement de variable ¢ = Az, on obtient que

+o0 +0o0 )\ae—Amxa—l 1 +o00
fx(x)dx = / ————dx = / et tdt =1
o PXEE= T @) Jo

2. Par définition et en utilisant la relation I'(aw + 1) = ol'(«)
+oo oo \agTAT a [T \oafle—Aega @
E(X) = do = AT =2 A
0= [ apstopan = S = S S 4 S

De méme, on peut calculer

+o00 +oo /\ae—Ax$a+1 a(a+ 1) +00 )\a+26—>\x$a+1 a(a+ 1)
E(X?) = 2 dr = dr = dr =
(X%) / v fx(@)de /0 ) & \2 /0 Tlat+2) ° VA

—00

ce qui donne
ala+1 a? @
Var(X) = E(X?) — (E(X))* = (/\2) S viabvt
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3 Couple de variables aléatoires / Vecteurs aléatoires - PC3

Enoncés des exercices

Exercice 3.1 : Probléeme de symétrie

On considere une urne contenant N boules blanches et 2 boules noires. On tire les boules sans
remise, les unes apres les autres et on définit les variables aléatoires X et Y égales aux numéros
de tirage des deux boules noires (avec X <Y).

1. Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X, ainsi que son espérance. On
rappelle que

- _n(n+1) =, _n(n+1)2n+1)
k=1 k=1

2. Par un raisonnement simple, déterminer la loi du couple (X,Y’). Dessiner le support du
vecteur aléatoire (X,Y).

3. Déterminer la loi et ’espérance de Y.

Exercice 3.2 : La rencontre
Deux personnes A et B arrivent aléatoirement & un rendez-vous entre 5h et 6h. Elles ne s’at-
tendent pas plus de 10 minutes.

1. Quelle est la probabilité pour qu’elles se rencontrent 7

2. On note T4 et T les instants d’arrivée respectifs de A et B sur I'intervalle du rendez-vous
de durée d = 1 heure. On note T' = |T4 — T'z| la variable aléatoire temps d’attente. Quelle
est la loi de probabilité de T'?

Exercice 3.3 : Covariance et indépendance
Soit # une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 27]. On pose X = cos(f) et Y = sin(6).

1. Montrer que X et Y sont dépendantes.

2. Calculer la covariance Cov(X,Y).

Exercice 3.4 : Optimisation d’un multisenseur
On considere deux dispositifs de mesure pour mesurer un méme parametre p. Les résultats des
deux mesures sont des variables aléatoires X7 et Xo telles que

X1 =p+Uj et Xo=p+ Uy,

ou les variables aléatoires U; représentent des erreurs de mesure indépendantes centrées et de
variances o7 (niveau de bruit).
1. Déterminer l'estimateur du parametre inconnu p sous la forme de la variable aléatoire
D = aX; + bXo, vérifiant IE(p) = p (p est alors dit sans biais) et ayant la plus petite
variance possible, ou a et b sont des réels a optimiser.

Exercice 3.5 : Comptage de séries
On effectue une suite de tirages successifs avec remise dans une urne contenant des jetons
gagnants (portant le numéro 1), en proportiorb p (p €]0,1]), et des jetons perdants (portant le



numéro 0), en proportion ¢ =1 — p.
Soit X la longueur de la premiere “série” et Y la longueur de la deuxieme “série”. Ainsi, par
exemple, pour la suite de tirages 111001011---, ona X =3 et Y = 2 et pour 01101---, on a

1.
2.

+oo
X =1etY =2. [On rappelle que kzlkmk = ﬁ pour |x| < 1].
Déterminer la loi de la variable aléatoire X.
1—
Montrer que X admet une espérance IE(X) = % + =P Montrer que TE(X) est
-Dp p

1
minimale lorsque p = 3 et calculer cette valeur minimale.

3. Montrer, pour tout (i,j) € (IN*)%, P((X =i|N[Y = j]) = p" ¢ + ¢/,

4. En déduire la loi de la variable aléatoire Y et montrer que IE(Y) = 2.

. Etablir que cov(X,Y) = —

1
. Etablir que, si p # 3 les variables aléatoires X et Y ne sont pas indépendantes. Démontrer

1
que, si p = 3 les variables aléatoires X et Y sont indépendantes.

(1-2p)°
p(1—p)"

Exercice 3.6 : Covariance d’un signal numérique
Soit un signal aléatoire stationnaire binaire modélisé par une suite double

(s Xmy o X1, X0, X1, X )

de variables aléatoires indépendantes de méme loi de Bernoulli de parameétre p €]0,1[. Un mon-
tage d’électronique logique délivre en sortie le signal binaire Y,, = max(X,,_1, X,).

1.
2.

Calculer la loi de Y, son espérance et sa variance.

Calculer la fonction de covariance de la suite Y,, : C,, = Cov(Yp, Y3).
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Corrigés des exercices

Exercice 3.1 : Probléeme de symétrie

Soit Q = {(x1, 2, -+ ,xN12) avec 2 “B” et N “N”} I'ensemble des réalisations possibles de
I’'expérience, dont les éléments correspondent a une succession de boules blanches ou noires. 11

N+2)(N+1
yaC% 2 choix de places pour les 2 boules blanches “B” donc card() = Cc% 1o = (W + )2( +1) .

1. X est le numéro de la premiére boule blanche apparue donc X € [1,N + 1]. L’événement
[X = k] est réalisé si la premiere boule blanche apparait au rang k et la deuxieme & I'un des
rangs suivants : il y a donc N + 2 — k choix équiprobables pour la position de la deuxieme boule
blanche. Ainsi,

2(N +2 — k)
P([X =k]) = .
( ) (N+1)(N+2)
Par définition, on a alors que
N+1 1 N+1 N+1
E(X) = ZkP([X:k]):CT (N+2)Zk:—2k2]
k=1 N+2 k=1 k=1
1 N+1)(N+2 N+1)(N+2)(2N +3
[ (VY 2 )
CN2 2 6
2N+3 3N+6—-2N-3 N+3
= N+4+2- = = .

3 3 3

1
Finalement, IE(X) = §(N +3).

2. Le couple (X,Y) détermine un unique tirage complet et, comme tous ces tirages ont méme
probabilité et qu’il y en a C% 42, la loi du couple (X,Y) est définie par :

2
PX,Y) = (,0)) = § (N+1D(N+2)

0 sinon.

sil<i<j<N+2

3. Connaissant la loi du couple (X,Y'), on peut calculer la loi marginale

2 -1)
(N+1)(N +2)

j—1
P([Y =j4]) = > _P((X,Y) = (i,j)]) =
i=1

pour 2 < j < N+ 2.

Remarque : On peut aussi trouver Y directement en procédant comme pour X. Y est le numéro
de la deuxieme boule blanche apparue donc Y () € [2, N + 2]. L’événement [Y = k] est réalisé
si la deuxieme boule blanche apparait au rang k et la premiére a I'un des rangs précédents : il
y a donc k — 1 choix équiprobables pour la position de la premiére boule blanche. Ainsi,

2(k — 1)

PV =M =minw+o
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Par définition,

N+2 N+1

BY) = SRR(Y =)= o | S k- 1| = o |36+
1 N+2 | =2 N+2 | 5
o [(N+1)(N+2)(2N+3)+(N+1)(N+2)}
2 G 2
_ 2N—|—3+1:2N+3+3:2N+6.
3 3 3

2
Finalement, IE(Y) = g(N +3) =2IE(X).

Remarque : On peut aussi remarquer que pour 1 < &k < N+ 1, P((N+3-Y = k) =

N+2-k
P(Y = N+3—k]) = 227 = P([X = k]), et donc les variables aléatoires N +3 — Y
N+2
et X ont méme loi. Ainsi on obtient que IE(X) = IE(N +3-Y) = N+ 3 - E(Y) dou
2
E(Y) = N + 3~ B(X) = (N +3).

Exercice 3.2 : La rencontre

1. On peut représenter I'espace des états, couples des temps d’arrivée de chaque personne, par
le carré [5,6] x [5,6]. Soit T4 et T les instants d’arrivée respectifs de A et B sur 'intervalle
du rendez-vous de durée d = 1 heure. L’événement “les personnes ne s’attendent pas plus de

1
10 minutes” correspond a 1’éveénement [Ty — Tp| < 6 qui est une partie hachurée autour de la

diagonale du carré [5,6] x [5, 6], de surface 35 C° qui donne

11
P ( “Les personnes ne s’attendent pas plus de 10 minutes” ) = 36

2. Afin de simplifier les écritures, on prend 'origine des temps & 5 heures et on se ramene ainsi
au cas (T4, Tg) € [0,1] x [0, 1]. On va utiliser le fait que la densité de la somme de deux variables
aléatoires indépendantes est égale au produit de convolution de leurs densités respectives. La
variable aléatoire Ty — Tp prend ses valeurs dans [—1, 1], et sa densité est donnée par

fTA_TB (t) = /fTA (S)fTB (S - t) ds = /]1[071](8) ]1[071](8 — t) ds = /H[O’l]ﬂ[t7t+1]<$) ds.

Deux cas se présentent :
- site[—-1,0], alors [0,1] N [t,t + 1] = [0,t + 1] et fr,—7,(t) =1+
- site€0,1], alors [0,1) N [t,t + 1] = [t,1] et fr,—7,(t) =1 —1.
D’ou
Jra—rs () = (L+ 1)Uy g (t) + (1 — )1 1y(¢).
Or, pour toute variable aléatoire réelle X, fix|(z) = (fx () + fx(—2)) L 4oo[(), d’0lt :

fr(t) =2(1— )M q(2),
24



pour T' = |Ty — T5|.

1 1/6 ,

On a alors que P <|TA —Tg| < 6) = 2/ (1—t)dt = [-(1 —t)2](1)/6 = 1—25/36, et on
0

retrouve bien que

1 11
P(|Ty—-Tg| <= =—.
( ' — Tg| 6> 36

Exercice 3.3 : Covariance et indépendance

Remarquons tout d’abord que la densité de 0 est fp(u) = 2—]1[07%] (u).
s

1. Comme X2+ Y2 =1, il est clair que X et Y ne sont pas indépendantes car, par exemple,
P (11X] < 1/v2 N [IY] < 1/v2)) =0 P (1X] < 1/V2) P (|¥] < 1/v2).

2. Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y). Or,

+00 1 2
E(X) = / cos(u) fo(u)du = — cos(u)du = 0.
—0 271' 0
De méme
+o0 1 2m
E(Y) = / sin(u) fo(u)du = —— sin(u)du = 0.
—00 2T 0
De plus

400 2m
E(XY) = /_ cos(u) sin(u) fo(u)du = 2177/0 %sin(Qu)du =0.

On a donc que Cov(X,Y) =0 alors que X et Y ne sont pas indépendantes.

Exercice 3.4 : Optimisation d’un multisenseur
1. L’espérance mathématique étant linéaire, on a

E(p) = alE(X1) + VIE(X2) = ap+bp = (a +b)p ;

si p est sans biais, alors a + b = 1.
D’autre part, les variables X7 et X5 sont indépendantes (car les variables U; et Us le sont). On
a alors

Var(p) = a*Var(X1) + b*Var(Xs) = a®07 + b%03.

1l s’agit donc de minimiser ¢(a,b) = a®o} + b*03 sous la contrainte a + b = 1, ce qui revient &

chercher le minimum de la fonction ) : R — IR, a — v(a) = a’0? + (1 — a)?03.
2

V' (a) = 2a0? — 2(1 — a)o3 est nul pour a(o} + 03) = 03, soit a =

a%—&-a% o1 + 05
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Exercice 3.5 : Comptage de séries
On notera Ay, I'événement “le k"™ jeton tiré est gagnant”.

1. Notons que X € N* et que ’évenement [X = k]| signifie que la premiére série a pour longueur
k, c’est-a-dire que les k premiers jetons sont gagnants et le (k + 1) perdant ou bien les k
premiers jetons sont perdants et le (k 4 1) gagnant. On a donc que :

(X =kl=(A1N--NA,NAp ) UA N NAN A1) et done

P([X = k]) = p*q+ ¢"p, pour k € N*,

2. Par définition

+o0 +o0 +o00
E(X) =) kP(IX=K)=) k"1 —p)+Y k(1-p'p.
k=1 k=1 k=1

1_
En utilisant les espérances de lois géométriques, on a alors IE(X) = % + b
-p p
T 1—z l—z4+2 1 22— (1-x)? 2z — 1
Soit = ()= e — = = = )
oit f(x) -z 'z @) (1—x)2 a2 22(1 —x)? 22(1 —x)?

1 est négative sur |0, 5[, nulle en 5 et positive sur ]5, 1], et IE(X) = f(p). On a donc :

1 1
IE(X) minimale lorsque p = 3 et cette valeur minimale est f (5) =2.

3. L’évenement [X =i N [Y = j| signifie que la premiere série est de longueur i et la deuxiéme
de longueur j. On a donc, en notant p;; = P([X =i N[Y = j]),

Dij = P [(Al N---NA; ﬁZiH n-- 'Zi-kj ﬂA,’+j+1) U (Zl .- ﬂﬂi NA1N-- -AZ'_;,_]' HZ,-HH)]
et, toujours en utilisant I'indépendance des tirages, on obtient :

pour tout (4,5) € (N*)%, P([X =i|N[Y = j]) = p" ¢ + ¢ 9.

+oo +oo
4. La loi marginale de Y est donnée par P([Y = j]) = ZP([X =i NY =j]) = Zpiﬂqj +
=1 i=1
¢ avec pitt = pt=— et ¢t = L. On en déduit alors que

P([Y =j]) =p*¢ " +¢*p’" pour j € N*.
Par définition

+00 +o0 2 +oo 2 0
E(Y)=) jP(lY =) =) i0*d "+ ) ==> jd +--> v
j=1 i=1 155 P43
soit IE(Y) = 2.

5. Notons que P([X = 1]N[Y = 1]) = p’¢+p¢* = pg(p+q) = pq. D’autre part P([X = 1]) = 2pq
et P([Y =1]) =p* +¢*> = 2p*> —2p + 1. On a donc :

P(X=1)P([Y =1)) - P((X = N[V 5.1]) = pg(4p® — 4p +2 — 1) = pq(2p — 1)*.



Sip # %, P(IX =1n[Yy =1)) # P([X = 1])P([Y = 1]) et donc X et Y ne sont pas

indépendantes.

1

% et P([Y =j]) = %, donc P([X =1 N[Y =j]) = P([X =1])P([Y = j]) et donc

1
Sip=qg= 2 alors pour tout (i,7) € (N*)Q, onaque P([X =i]N[Y =j]) =

1
sip= > les variables aléatoires X et Y sont indépendantes.

+oo +oo
6. On peut remarquer que [E(XY") Z 1jpij = (Z ip’ ) quj + (Z z‘pi>
j=1 i=1

P(X =1])

1,7>1
2 1 1 1 1 °+ ¢
p—QiJr%% done TE(XY) = — + — = — et B(XY) = E(X)E(Y) = — — 22T i
P @p a P pq pq
1—2p)?
cov(X,Y) = —Q.
p(1—p)

Exercice 3.6 : Covariance d’un signal numérique
Soit un signal aléatoire stationnaire binaire modélisé par une suite double

(o X X1, X0, X1y, Xy )

de variables aléatoires indépendantes de méme loi de Bernoulli de parameétre p €]0,1[. Un mon-

tage d’électronique logique délivre en sortie le signal binaire Y,, = max(X,,_1, X,).

1. Calculer la loi de Y;,, son espérance et sa variance.

2. Calculer la fonction de covariance de la suite Y, : C,, = Cov(Yp, Y3,).

1. Etant donné que X,, suit une loi de Bernoulli de parameétre p €]0,1[, on a que
P(X,=1)=p, P(X,=0)=1—-p, E(X,) =p, Var(X,,) = p(1 — p).

Pour Y,, = max(X,,_1,X,) € {0,1}, on a que (par indépendance de X,_1 et X,,)

P(Y, = 0) = P([Xp_1 = 0] N [Xp, = 0]) = P(Xp_1 =)P(X,, = 0) = (1 —p)?,

et

On obtient alors que
E(Y,) =0xP(Y,, =0)+ 1 x P(Y;,, = 1) = 2p — p?,

et

Var(Y;) = E(Y,2) = (E(Y;))? = 02 xP(Y;, = 0)+12xP(Y;, = 1) = (1—(1—p)?)? = (2p—p°)(1—p)*.

n

2. Pour n > 2, il est clair que Y,, et Yj sont indépendantes, et donc C, = Cov(Y),Y,) = 0.

Comme Cy = Cov(Yp, Yp) = Var(Yy) = (2p — p*)(1 — p)?, il reste a calculer

Cy = Cov(Yy, Y1) = E(YoY)) E£¥0 E(YoY1) — (2p — p*)2.



On a que E(YyY1) =1 x P([Yo = 1] N[Y1 = 1]) car si Y ou Y] est nul alors le produit YpY; est

nul. Il suffit ensuite de remarquer que

P(Yo=1n1=1]) = P{[X-1=1U[Xo =1} n{[Xo=1U[X1 =1]})
= PXa=1D)+P{[Xa=1n[Xi=1]}) -P({[X-1 =1N[Xo=1U[X; =1]})
= PX1=1)+PX_1=0P(X_1=1)P(X; =1)
= p+(1-pp’

Et donc Oy = p+ (1 — p)p? — (2 — p)p® = p(1 — p).
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4 Calcul de lois - PC4 & PC5

Enoncés des exercices

Exercice 4.1 : Max et Min de lois uniformes
Soient U et V' deux variables aléatoires réelles indépendantes de loi uniforme sur [0, 1].

1. Déterminer la loi de S = max(U, V), l'espérance et la variance de S.

2. Déterminer la loi de X = min(U, V'), l'espérance et la variance de X.

Exercice 4.2 : Loi de Cauchy
Soit X une variable aléatoire continue de loi uniforme sur | — 7/2, 7/2].

1. Déterminer la loi de Y = tan(X).

Exercice 4.3 : Loi exponentielle
Soit V' une variable aléatoire de loi uniforme sur ]0, 1].

1. Déterminer la loi de U = —In(V).

2. Déterminer ’espérance et la variance de U.

Exercice 4.4 : Simulation
Soit X une variable aléatoire réelle continue de fonction de répartition Fx et de densité fx(z) > 0
pour tout z € R. On pose Y = Fx(X).

1. Calculer la loi de Y.

2. En déduire une méthode permettant de simuler n’importe quelle variable aléatoire réelle
a partir de tirages aléatoires uniformes sur [0, 1].

3. Application : simuler la réalisation d’une variable aléatoire X de loi exponentielle de pa-
rametre A > 0.

Exercice 4.5 : Lot d’une combinaison linéaire
Soit X une variable aléatoire continue sur R de densité de probabilité fx. Soient a,b deux réels
avec a > 0.

1. Quelle est la densité de probabilité de la variable aléatoire Y = aX + b7

Exercice 4.6 : Loi de X?
Soit X une variable aléatoire continue sur R de densité de probabilité fx.

1. Quelle est la densité de probabilité de la variable aléatoire Y = X2 ?

2. Application a la loi normale centrée réduite.
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Exercice 5.1 : Loi de X +Y
Soient X et Y deux variables aléatoires continues et indépendantes de densité respective fx et

fr.
1. Déterminer la loi de S = X + Y.
2. Exemple 1 : X et Y suivent une loi uniforme sur [0, 1].

3. Exemple 2 : X et Y suivent une loi exponentielle de parametre A = 1.

1
4. Exemple 3 : X et Y suivent la premiere loi de Laplace de densité ie*m, t e R.

Exercice 5.2 : Sommes de variables aléatoires de loi exponentielle
Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes et de méme loi exponentielle de
parametre A = 1.
X
X+Y’

1. Déterminer la loi du vecteur aléatoire (U,V)ouU =X +Y et V =

2. En déduire les lois marginales de U et de V.

3. Quelle est la loi de la somme de n v.a. exponentielles indépendantes de parametre A7

Exercice 5.3 : Lois uniformes
Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes de loi uniforme sur [0, 1].

1. Quelle est la loi de T' = ; ?

2. T a-t-elle une espérance mathématique ?

Exercice 5.4 : Min et Max
Soient 11,715, T3, ... T, des variables aléatoires continues indépendantes et de méme loi de fonc-
tion de répartition Frp et de densité fr . On note

Tmin = fgzléln{tri} et Tmaz’ = 112%);{1;}

1. Exprimer en fonction de F7p les fonctions de répartition de Tiaz €t Tonin-
2. En déduire les densités de probabilités de Tyaz €t Tiin-

3. Application : les durées de vie de 2 composants C7 et Co sont des variables aléatoires
indépendantes T} et To de méme loi exponentielle de parametre A. Déterminer la durée de
vie Y du modele série (les 2 éléments sont nécessaires) et celle Z du modele parallele (un
au moins des 2 éléments est nécessaire) en exprimant les lois de probabilités associées.

Exercice 5.5 : Produit de variables aléatoires miztes
Soit les variables aléatoires indépendantes : X normale centrée réduite et B définie par P(B =
1) =P(B = —1) =1/2. Posons Y = BX.

1. Montrer que Y est normale centrée réduite.

2. X et Y sont-elles dépendantes ? Décorrélées 7
3. Calculer P(X +Y =0). La loi de X +Y est-elle absolument continue ?
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Exercice 5.6 : Coordonnées sphériques
Soit le vecteur normal (X7, X2, X3) de composantes indépendantes, chacune de loi N'(0,1). Soit
T la bijection :

($1>$2>$3) S IR3 — T(.Z’l,xg,.l‘g) = (Tv o, 0) € [Oa +OO[X[077T[X[_7Ta7T[

avec
x1 = rsin¢cos 6
To =rsin¢sind
T3 = T COS ¢

Soit (R, ®, ©) le vecteur aléatoire image de (X1, X, X3) par T'.

1. Calculer la densité conjointe de (R, ®,©), ainsi que les densités marginales. En déduire le
caractere isotrope du vecteur (X7, X2, X3).

2. Calculer la loi de R.
3. Calculer la loi de R2.
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Corrigés des exercices

Exercice 4.1 : Max et Min de lois uniformes

Etant donné que U et V' dont de loi uniforme sur [0, 1] on a que

Fu(u) = P(U < w) =w et fu(u) =1, u € [0,1],
et

Fy(v)=P(V<v)=vet fy(v) =1, velol]

1. Calculons la fonction de répartition de S. Par 'indépendance de U et V on a que
Fs(s) =P(S<s)=P(U<s]N[V<s]) =P(U < s)P(V < s) =52, s€0,1].

et donc
fs(s) = 251 1)(s)-

On a alors que

E(S) = /+00 sfs(s)ds = /1 25%ds = %,

—00 0

et

Feo 4 1 1 4 1
Var(5) = E(5%) — (E(S))* = / s%fs(s)ds — 5= /0 253ds = 5" 3= I8

2. Calculons la fonction de répartition de X. Par 'indépendance de U et V' on a que
Fx(z) =P(X <) =1-P(X >z) = 1-P([U > 2]N[V > z]) = 1-P(U > 2)P(V > z) = 1-(1-2)%, = € [0,1].

et donc
fx(z)=2(1—- x)]l[(]’l] ().

On a alors que

+oo 1
E(X):/ fo(a:)dac:/O 2x(1—x)dm:%,

— 00

et

+oo 1
Var(X) = E(X?) — (E(X))? = /_ I‘Qfx(:E)dZI}—é = /0 222(1 —x)ds = 2 (; - i) e %

Exercice 4.2 : Loi de Cauchy
Soit X une variable aléatoire continue de loi uniforme sur | — 7/2, 7/2].

1. Déterminer la loi de Y = tan(X).

Etant donné que X est de loi uniforme sur | — 7/2,7/2[, on a que

1 T
fx(z) = ;]1],71-/2771-/2[(.%), et Fx(z) = p +1/2, x € [0,1].

1. Calculons la fonction de répartition de Y :

Fy(y) =P(Y <y) =P(tan(X) < z) = P(X < arctan(y)) = E“Ctin(y) +1/2,
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et donc

1
= F =-———— yeR.
On peut remarquer que la fonction y +— (1—|—7y2) n’est pas intégrable sur R, et donc ’espérance
Yy

de Y n’existe pas!

Exercice 4.3 : Loi exponentielle

1. Calculons la fonction de réparation de U :

Fy(u)=P(U <u) =P(-In(V) <u) =P(In(V) > —u) =1-P(V<e ™) =1-Fy(e™ ") = 1—-e ¥,
car V est de loi uniforme sur [0, 1]. Ainsi,

fu(u) = Fry(u) = e "Lpg oo (u),

et donc on obtient que U est de loi exponentielle de parametre A = 1.
2. Lors des exercices précédents, on a montré que

E(X):%:let Var(X):%zl.

Exercice 4.4 : Simulation

1. Déterminons la fonction de répartition de Y :
Fy(y) = P(Y <y) = P(Fx(X) <y) = P(X < Fy'(y)) = Fx(Fx'(4)) =y, y € [0.1].
Donc Y est une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1].

2. Ainsi, si on dispose d’'un générateur d’'un nombre aléatoire Y qui suit une loi uniforme sur
[0, 1] on peut générer n’importe quelle variable aléatoire X réelle dont on sait calculer la fonction
de répartition en prenant X = Fy'(Y).

3. Il suffit de remarquer que si X suit une loi exponentielle de parametre A > 0, alors Fx(z) =

1 — e et donc on peut facilement calculer son inverse donnée par F' ' (y) = DY In(1—y).

Exercice 4.5 : Loi d’une combinaison linéaire

1. La fonction de répartition de Y est :

Fy(y):P(aX+b<y):P<X<y_b> = Fy (ya_b>

Par dérivation on obtient donc que :

fy(y) = Fly) = ~fx (y‘b>



Exercice 4.6 : Loi de X?

1. Déterminons la fonction de réparation de Y :

Fy(y) =P(Y <y) =P(—vy < X <) = Fx(vy) — Fx(=Vy), y € [0, 00|,
et donc

fr(y) = Fy(y) (fx(VY) + fx (=) Tjo,00(9)-

1
2\/§

1. Si X est une variable aléatoire de loi normale centrée réduite, alors fx(z) = e

Ver

—
ofSs

donc
1 y

fr(y) = 2\/@55 Lo,00[(¥)-

qui est la densité d’une variable aléatoire du Chi2 a 1 degré de liberté.

Exercice 5.1 : Loide X +Y

1. Il a été vu en cours que
+oo

fs(@) = fx * fy(z) = / () fy (& — w)du.

—00
La densité de probabilité de la somme de 2 variables aléatoires indépendantes est le produit de
convolution des densités de probabilité de ces 2 variables aléatoires.

Pour les trois exemples, il suffit de faire le calcul du produit de convolution des densités de
X et de Y. On donne seulement les résultats :

2. fs(x) = slljgq)(s) + (2 — )Ty 2)(5).
3. fs(x) = se "My 1 [(5).

4 fs(e) = g1+ 1s).

Exercice 5.2 : Sommes de variables aléatoires de loi exponentielle

1. Etant donné que X et Y'sont des variables aléatoires indépendantes de méme loi exponentielle
de parametre A = 1 la densité du couple (X,Y") est donné par

Fxy(@y) = fx(@)fy(y) = N2e 210 - (2) 10 400 (1)

Soit I'application h : (z,y) — (u,v) = (m +v, $f_y> définie sur IR? \ {(z, —z), = € R} a
valeurs dans IR? \ (Oy) et son inverse h™1 : (u,v) — (z,5) = (uv,u(1l — v)) pour u # 0.
foy(u,v) = fxy (B u,0)) % [ -1 (u,0))|
v u
1-v —u
fxy(hHuw)) = fxy(uv,u(l—v))
= AQ@J‘%};}O%%[(“”) 110, 4o0((u(1 = v))

= —uv — u + uwv = —u. Il suffit maintenant de déterminer

avec Jp-1(u,v) =



uv >0

avec { U7 0 si et seulement si { w?v(1—wv) >0 , soit
u(l—v) >0
u(l—v) >0

v €]0,1]

. Par la formule du
>0

changement de variables on a donc que :

ny(u, U) = /\26_>‘“u1}07+00[(u) 1]071[<’U)

2. Les densités marginales de U et de V sont donc :

+00
fv(v) = /ny(u, v)du = )\21]071[(0)/0 we M du = 1]071[(1)).
Ainsi, V suit la loi uniforme sur [0, 1]. Par ailleurs, on a immédiatement que :

fo(u) = Ne Muly | oof(w).

Ainsi, U suit la loi Gamma 7 (A, 2).

3. On vient de montrer qte si X; et Xy sont des variables aléatoires indépendantes de loi
exponentielle de parametre A, alors X + X3 suit une loi Gamma v (A, 2). Pour pouvoir déduire la
loi de la somme de n v.a. exponentielles indépendantes de parametre ), il faut pouvoir sommer
deux variables aléatoires indépendantes X et Y, respectivement de loi (A, ) et (A, ), dont
la densité jointe est donné par :
XD ety ant g
T,y) = x = IR F Al Vet | )1 :
fX,Y( ay) fX( )fY(y) F(OJ)F(/B) Yy ]0,+OO[( ) }07-&-00[(:1/)

En utilisant le méme changement de variables que précédemment i.e. h : (z,y) — (u,v) =

(x + vy, xf—y) et son inverse h™! : (u,v) — (x,y) = (uv,u(1 — v)), on obtient que

Ao+8
fuv(u,v) = NORO]

e—A“UO‘_l(l — v)ﬂ_lua+ﬂ_11]0,+oo[(u) 1]0,1[(U)

\o+h 1
o) = [ fuwluo)do = gm0 -0
)\a+ﬂ +o00
$oto) = [ o (o) du = e 0P ) [ e

+oo “+o00
a+B-1 —Au (t=Xu) a+B—1 _—t 1 . F(a + ﬁ)
Or/o U e du = ; t e tdt x otB =  yoiP donc

(o + )
['(a)l(B)
Ainsi, V suit la loi Béta de parametres « et 8. Comme fi, est une densité, on a en particulier

/fv(v) dv =1 soit

fv(v) = v N1 = )P 10 4(v).

Lo _ L()T'(8)
'Ua 1 —v p-1 = ——>.

/0 A=) dv= 1075
A i arpo1 D(@T(B)

On a alors fy(u) = We u T'(ags B)

1]0,+OO[(U), soit



AOH_/B a+B—1 _—Au
fo(u) = T U e 1]07+Oo[(u).

(a+5)
Ainsi, U = X 4+ Y suit la loi Gamma v (A, a + 3).

Soit Xi,...,X, des variables aléatoires indépendantes de méme loi exponentielle de pa-
rametre A. Par récurrence, supposons maintenant que 2, = Xj + --- + X,, suit la loi Gamma,
¥(A,n). Alors Z,, 11 = Zp+ Xy41 avec Z, qui suit une loi Gamma (A, n), Px, ., = v(A, 1), et Z,
et X,,+1 indépendantes donc d’apres ce qui précede Z,, + X, 1 suit la loi Gamma y(\,n+1) car
laloi (), 1) correspond a la loi exponentielle de parametre A. Ainsi, si les X; sont indépendantes
de loi exponentielle de parametre A, alors X7 + - - - + X, suit la loi y(A, n).

Plus généralement, avec ce qui précede, on peut faire le méme raisonnement avec la loi
Gamma : si les X; suivent la loi Gamma (A, «) et sont indépendantes, alors X + - - -+ X, suit
la loi Gamma (A, na).

Exercice 5.3 : Lois uniformes

X
1. On commence par déterminer la loi de h(X,Y) = <Y’ Y) par la formule du changement de

variables :
Frexay (wav) = fxy (B (w,0)) X [ Jp-1(u, )]

car h est une bijection de IR x IR* dans IR x IR*. Pour déterminer h~!, on a h(z,y) = (u,v) =
x

(,y), doncy=vetz=uvet h™!:(u,v)— (uv,v), puis Jy-1(u,v) = 8 llt = v d’ol
Yy

I

s

v) (@) = fixy)(wo, v)fvl.

On a alors :

fX/y(u) = /f)gy (’U/U,’U) |2)‘ dv = /1}071[(1”))1]071[(1}) vdv = /1]071/u[m]071[(’0) vdv.
Il faut distinguer deux cas :

1

1

e 0 <u <1 quiimplique fx/y(u)= / vdv = 2
l/uO 1

e 1 <wu qui implique fx/y(u) = / vdv = 2.3 et donc finalement
0 u
1 1
Ixy(uw) = 51}0,1} (u) + Tugl]l,—f—oo[(u)'

1
2. Etant donné que u fx/y(u) ~ 5, +00, qui n’est pas intégrable, on obtient que X/Y
u

n’admet pas d’espérance.

Exercice 5.4 : Min et Mazx

1. Calculons la fonction de répartition de T;,4,. Par indépendance de T1,...,7T;, on a que :

Pr..) =P(Ty <t]n---N [T < 1)) = ﬁP(ﬂ <t) = (Fr(t)", t €R,
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et
Pr,.,0)=1-P(Ty>4n---N[T,>t) =1-[[A-P(T; <)) =1- (1 - Fr(t))", t € R.

2. Par dérivation, on alors que

Fronas () = F1,,,, (8) = nfr(O)(Fr()" ™, t €R,

et
ST () = Fp (t) = nfr(t)(1 = Fr(t)" ', t € R.

3. On a que Y = min(71,T5) et Z = max(T1,T5) et donc d’apres ce qui précede :
F2(t) = 22 e M(1 = e M) g ()

et
fy (t) = 2 e M ]1[07_;'_00[ (t) .

Exercice 5.5 : Produit de variables aléatoires miztes

1. Calculons la fonction de répartition de Y :

Fy(z) = B(Y <z))=P(XB<2)
= P(([XB<2N[B=-1)U(XB<zN[B=1])
= P(([-X <2 Nn[B=-1)U(X <2N[B=1))
= 3 (P(X > —2) + P(X <2])
— % (1 - Fx(—2)+ Fx(z)),

d’out

donc Y suit aussi la loi N (0,1).

2. X et Y sont dépendantes par construction et pourtant décorrélées (ce qui n’est pas contra-
dictoire) :

cov(X,Y) = E(X.BX) — E(X).E(BX) = E(B) (E(X?) - [E(X)?) = 0.
3. On a que :

P(X+Y =0) = P(X(1+B)=0)
= ( (1 7)—O)IP’(B: D+PX(1+1)=0)PB=1)
= IP’(O—O)+ IP’(2X_O)

donc la loi de X 4+ Y n’est pas absolument continue.
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Exercice 5.6 : Coordonnées sphériques

1. On va utiliser les coordonnées sphériques

x1 = rsin¢cosf
To =rsingsingd
T3 = 7 COS ¢

et les applications h : (z1, o, z3) — (7, ¢,0), et son inverse h ™1 : (r, ¢,0) — (z1, o, x3). Ici, h™*
s’exprime beaucoup plus facilement que h, ce qui nous permet de facilement calculer :

8331 aﬂfl 8ZE1

g{z (‘?Ji (%92 singcosf rcospcosd —rsingsing
Jp-1(r,¢,0) = o aiqﬁ 20 |= sin ¢ sin 0 rcosd?sinﬁ 7 sin ¢ cos 0

Oxz Oxz Oxs Ccos ¢ —rsin ¢ 0

o 9 9

= r?cos? ¢cos? Osin ¢ + r? sin® ¢ sin? 0 + 12 cos? psin? O sin ¢ + 2 sin® ¢ cos? 0

= r2cos® psing + r?sin® ¢ = r?sin ¢
On peut remarquer que h est une bijection de IR?\ (02) sur ]0, +00[x]0, 7[x] — 7, 7] sur lequel
Jy-1 # 0. Par la formule de changement de variables, on peut calculer la densité du vecteur
(R, ®,0) = h(X1, X2, X3)
Jnx1,%.x) (1,0,0) = Fxy x0,x5 (B (r, 0,0)) X [Jy=1(r, 6, 0) Mgt oo( () Lo r((#) Ly 2 (6)
= fx1Xaxs (R (r, 0,0)) r?sing Mo oo () Wo_r((¢) Ly o ()

124,202 .
avec fx, x,. x5 (21,2, 23) = fx, (21) fx,(22) fx;(23) = (\/ﬂ)?’e 3 (@i tag+a3) par indépendance de

X1,X2,X3.
Or 2% + z3 + 22 = 7%, et donc :

Frao(r6.0) = e Mg 4 oog(r) X sin(6) Mo ((6) X Ty 1((6).

1
(v2m)3
Le calcul des lois marginales de R, ® et © est immédiat, du fait de la décomposition de fr oo
en le produit de trois densités qui dépendent respectivement uniquement de r, ¢ et 6.

7‘2
2. On a en particulier que fr(r) = //fR@,@(r, ¢,0)dpdl = e~ 772 Mo 4 oof(r) X

27 [— cos @], soit
fr(r) = —rie 2 Mo 400[(7)-

3. Calculons maintenant la fonction de répartition de R? : Fpe(u) = P([R?* < u]). Si u < 0, alors
Fgre(u) =0, et si u > 0, alors

Fre(u) = P([-Vu < R < Vu]) = Fr(Vu) = Fr(—vu) = Fr(Vu).

On en déduit donc

(vV2m)?

1 12 1 .
fre(u) = Fra(u) = mf}z(\/a) ]1]0,+§08[(U) = 2\/; X g x e 1o, 40of (1)



| W
N——

1
soit fr2(u) = ffe 2 o, 4o0f(u). Done R? sui la loi Gamma

(u
a0 (1) = v aoner (2) <1 (1) = e (1) -

(L 1 2 1

L@ "2 VE Var

On a donc bien définit une densité de probabilité.

@
—+

SISk
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5 Conditionnement discret - PC6

Enoncés des exercices

Exercice 6.1 : Trésor caché
Un présentateur de jeu télévisé cache un prix derriere une porte (il y a 3 portes : A, B et C).
Il invite un concurrent a choisir I'une des trois portes, sans 'ouvrir. Il ouvre ensuite I'une des
deux portes qui n’a pas été choisie par le concurrent, en sachant que la voiture ne se trouve pas
derriere. Il offre alors au concurrent la possibilité de remplacer la porte qu’il avait choisie par
l'autre qui est restée fermée.

1. Quelle est la meilleure stratégie pour le joueur : maintenir son choix initial ou opter pour
la troisieme porte ?

Exercice 6.2 : Composition d’une famille

On suppose équiprobable I’ensemble des compositions possibles en garcons et filles d’une famille
de deux enfants. Soient : By, 'événement “la famille a un garcon”, Bs, I’événement “I’ainé est
un garcon”, et A, 'événement “les 2 enfants sont des gargons”.

1. Calculer P(A|By) et P(A|Bz2).

Exercice 6.3 : Echec/réussite a un examen
Le taux de réussite d’'un examen donné est de 60 % pour les candidats issus de I’établissement
A et de 80 % pour ceux issus de B. D’autre part, 55 % des candidats proviennent de A et 45%
de B.

1. Quel est le taux d’échec a cet examen ?

2. Quelle est la probabilité pour qu’'un candidat éliminé provienne de A 7

Exercice 6.4 : Recherche de vérité
Deux personnes mentent parfois : I'une dit la vérité trois fois sur quatre et I'autre quatre fois
sur cing.
1. Lorsqu’elles énoncent la méme assertion, quelle est la probabilité pour que cette assertion
soit vraie?

Exercice 6.5 : Conditionnement discret par la somme
Les nombres de véhicules X et Y a destination pour les villes A et B, passant par un poste de
controle commun, sont des v.a. indépendantes de Poisson d’intensités a > 0 et b > 0.

1. Quelle est la loi conditionnelle de X sachant (X +Y)?

2. Calculer I'espérance IE(X | X +Y = n) et la variance Var(X | X +Y =n).

Exercice 6.6 : Toujours en retard

Pour se rendre a son domicile, un automobiliste passe par la ville 3 fois sur 4. Dans ce cas, il est
pris dans un embouteillage 1 fois sur 3 ; quand il contourne la ville, il est retardé par un controle
de police avec la probabilité 0,2.

1. Calculer la probabilité que I’automobiliste soit retardé

2. Sachant qu’il est en retard, quelle est la probabilité qu’il soit passé par la ville ?
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Corrigés des exercices

Exercice 6.1 : Trésor caché

1. Notons A; I’événement “le candidat a choisi la bonne porte des le début”. La stratégie qui
consiste & maintenir son choix initial revient & calculer la probabilité de I’événement A; (sans
prendre en compte d’information supplémentaire) ce qui conduit & une probabilité de succes égale

a P(A1) = -. Notons maintenant G' I’événement “le candidat gagne la voiture” en choisissant

la deuxieme stratégie qui consiste a changer de porte apres l'indication. D’apres la formule des
probabilités totales on a que

P(G) = P(G|A1)P(A;) + P(G|A7)P(AY).

Etant donné que, si le candidat avait choisit la bonne porte initialement, alors il perd s’il change
de porte aprés 'indication, on a que P(G]A;) = 0. De méme, étant donné que, si le candidat
avait choisit la mauvaise porte initialement, alors il gagne s’il change de porte apres 'indication,
on a que P(G|A;) = 1. On a donc finalement que

2

B(G) = 0 x P(A1) + 1 x P(A7) = P(4)) = .

Son meilleur choix est donc de changer de porte!

Exercice 6.2 : Composition d’une famille

1. Calculer P(A|By) correspond & la probabilité que les 2 enfants soient des garcons sachant qu’il
y a un garcon dans la famille. D’aprés la définition de la probabilité conditionnelle, on a que
P(AnBy)  PA) 1/4 1

FAB) =58y TRy ~ a4 8

car AN B; = A.

Calculer P(A|B3) correspond a la probabilité que les 2 enfants soient des gargons sachant
que I'alné est un garcon. D’apres la définition de la probabilité conditionnelle, on a que
(AN By) PA)  1/4 1

P
AR =Ty TR 1272

car AN By = A.

Exercice 6.3 : Echec/réussite a un examen

Soit les événements A : “étre issu de A7, B : “étre issu de B”, R : “réussir” et F : “étre en
échec”.
1. Par la formule des probabilités totales on a que :

_60><55+80><45
02 1002

P(R) =P(R|A)P(A) + P(R|B)P(B) =69% : taux de réussite.



Et donc
P(E)=1—-P(R) =31%: taux d’échec.

2. Par définition de la probabilité conditionnelle,

P(ANE) P(E|A)P(A) _ (40/100) x (55/100)

P(AIE) = P(E)  P(E) 31/100

~ 71%.

Exercice 6.4 : Recherche de vérité

1. Soit E I’événement “les 2 personnes énoncent la méme assertion” et A; I’événement “la i-
éme personne ne ment pas”, alors E = (A; N Az) U (A; N As) et la probabilité cherchée est
P((A1 N A9)|E). Or P((A1 N A2) N E) = P(A; N Ay) = P(A1)P(Az) et P(E) = P(A; N Ay) +

P(A; N Ag) = P(A1)P(A3) + P(A;)P(A3) car les 2 personnes agissent indépendamment. Avec

P(A;) = Z et P(As) = g, on obtient P(A4; N Ay) = % et P(F) = % + % % d’ou :
. P((Al N AQ) N E) . ]P(Al ﬂAg) . 12
]P)((AIOAQ)’E)— ]P)(E) = P(E) = 13~0 92.

Exercice 6.5 : Conditionnement discret par la somme

1. On a que X ~ P(a), Y ~ P(b) et X et Y sont indépendantes. On sait alors que X +Y ~
P(a + b) que 'on peut remontrer rapidement :

P(X+Y =n]) = D P(X=KN[Y =n—k|)

k=0
= DP(X = K)P(Y = n—k])
k=0
n k n—k —(a+b) ™
_ —a @ eb b k _kin—k
B Ze K © (n—k) ! ZC b
k=0
_ arpylatd)”

n!

Il est également possible de passer par les fonctions génératrices pour obtenir ce résultat, car
+00 ak
Gx(2) =E(z") = sze_“g =¥ ot Gy (2) = 7Y, 2z e R

Ainsi, on obtient que la fonction génératice de X + Y est (par indépendance)
Gxiy = E(ZXer) = E(ZX)E(zY) — et(z=1) gb(z—1) _ e(aer)(zfl)’ 2 €R,

ce qui montre que X +Y ~ P(a+b).
On a alors
P(X =kN[X+Y =n]) P(X=FFN[Y =n-Ek|)
P(X +Y =n)) B P(X +Y =n])
PX = KDP([Y = n — K])
P([X + Y5 n])

P =MI(X = ]) =




par indépendance de X et de Y. On a alors :
Si k ¢ [0,n], PX+Y="([X = k]) = 0, sinon :

—aak _—p bk

U T _ e a0 (NP
e—(atb) (a+'b)" "(a+b)" "\a+b a+b

n

PRHY=II([X = ) =

donc IP’[))(HYZH] ~ B <n, ) (loi binomiale).

a
a+b
2. On obtient ainsi que

E(X|X+Y =n)=nx a b ab

et Var(X | X+Y =n)=nx

a+b atb atb  (atb?

Exercice 6.6 : Toujours en retard

Soient les évenements :
- V = “Pautomobiliste passe par la ville ”
- R =“Tautomobiliste est retardé ”
A partir des informations données dans 1’énoncé on a :

B(V) = 2, P(RIV) =

1 P(RV)=02= —.

1
3 )
1. D’apres la formule des probabilités totales on a :

IP’(R)ZIP’(R|V)P(V)+P(R|V)P(V):éXZ 1 1 5 1 3

5170 w10

2. On veut calculer P(V|R). D’apres la formule de Bayes on peut écrire :

P(V|R) = P(R]g(/g(v) = 31// 140 = % ~ 0.83.
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6 Conditionnement continu - PC7

Enoncés des exercices

Exercice 7.1 : Loi uniforme sur un carré
Soit le vecteur aléatoire (X,Y) des coordonnées d’un point placé au hasard (de fagon uni-
formément répartie) sur le support carré de sommets (—1,0), (0,—1), (1,0), (0,1).

1. Déterminer la loi conjointe de (X,Y), les lois marginales de X et Y, et les lois condition-
nelles.

2. Les composantes X et Y sont-elles indépendantes ? corrélées ?

Exercice 7.2 : Conditionnement et indépendance
Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires de densité de probabilité f(x y)(z,y) =e ¥ sur le
domaine D = {(x,y) : * > 0 et y > x} et qui prend la valeur zéro en dehors de D.

1. Déterminer les lois de X et de Y. X et Y sont-elles indépendantes ?

2. Calculer la densité conditionnelle de Y par rapport a X puis celle de X par rapport a Y.

3. Calculer la densité de probabilité de Z =Y — X. Est-ce que les variables aléatoires X et
Z =Y — X sont indépendantes ?

X X
4. Calculer la densité de probabilité de v Est-ce que les variables aléatoires Y et v sont

indépendantes ?

Exercice 7.3 : Somme d’un nombre aléatoire de variables aléatoires
Soit (X,,) une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées (iid), de
densité fx et IV une variable aléatoire entiere positive, indépendante des X,,. Posons

N
Sy = ZX
=1

1. Déterminer la loi conditionnelle de N sachant que Sy = x, puis la loi de S,, ou n est fixé.
2. Calculer I'espérance et la variance de Sy.

3. Application : X ~ E(\) et N est la v.a. géométrique G(p) (on rappelle que la somme de n
v.a. indépendantes £(A) suit une loi Gamma (A, n)).

Exercice 7.4 : Loi binomiale de paramétre aléatoire
Soit la variable aléatoire Y de loi B(n, X) ou le parametre X est une variable aléatoire de loi
uniforme #([0, 1]). On a donc que :

P(Y = k| X =x) = ( Z >xk(1—m)"k,Vk€ {0,1,2,...,n}

1. Déterminer la loi de Y.

2. Déterminer la loi de X conditionnée par Y.
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Corrigés des exercices

Exercice 7.1 : Loi uniforme sur un carré

1
1. Par définition de la loi du couple (X,Y) on a que fix y)(z,y) = 5]1D(£L‘, y) ou D est le carré

de sommets (—1,0), (0,—1), (1,0), (0,1) d’aire égale & 2. Ainsi, on obtient que

11
fi@) = [ FUpla)dy = (L+a)1g (@) + (1= 2T (o)

Par analogie, fy(y) = (14 y)1_1,)(y) + (1 — y)Ljo11(y)-
Par définition de la densité conditionnelle, on a que (si fy(y) # 0) fx/y—y(z) = W ?
Y

Donc, si par exemple, y € [0, 1], on obtient que

_ lip(z,y)  My—1;1-y (@)
PO =50y = ey

2. Les composantes ne peuvent pas étre indépendantes, puisque le support n’est pas un pavé
rectangle. Déterminons la covariance de X et Y :

Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y).

On a que

1 1
E(X) = / ey (@)de =0, E(Y) = /_ yfy (y)dy = 0,

-1 1
et

E(XY) = /D zy fix,y) (@, y)dzdy
1 1 1—y 1 0 1+y
= / (/ xda:) ydy + / </ md:c) ydy
2 Jo y—1 2/ 10\Jy1
1 1 1—y 1 1 1—v
= = / ( / xdm) ydy — = / ( / l’dl‘) vdv (changement de variable v = —y)
2 Jo \Jy—1 2 Jo \Jo—1

= 0.

Donc Cov(X,Y) = 0 alors que X et Y ne sont pas indépendantes.

Exercice 7.2 : Conditionnement et indépendance

1. La loi de X est donnée par

“+oo
fx(a) = / Foxw (@ y)dy = / e Vdy = e W ooy (2),

donc X suit la loi exponentielle £(1). La loi de Y est donnée par

Yy
fr@) = [ foor (@ y)de = /0 eVl = ye ¥ T ooy (1)
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donc Y suit la loi Gamma 7(1,2). On a donc IE(X) = var(X) =1, et IE(Y) = var(Y) = 2. Les

v.a. X et Y ne sont pas indépendantes car le support de f(x y) n’est pas un rectangle de R2.

2. La densité conditionnelle de Y par rapport a X est donnée par

X=2(y) = M = e_(y_x)]I[LJroo[(y), (loi exponentielle d’origine x) .

fx(x)

et la densité conditionnelle de X par rapport a Y est donnée par

Y=(g) = Joxn(@y) _ v l]I x), (loi uniforme sur [0
- - - ) ’y *
x (z) ) =iy 0,91(2), ( [0, 9])
3. Considérons le changement de variable h(z,y) = (u,v) = (z,y — z) pour (z,y) € D. Pour
(u,v) €]0, +00[x]0, +o0[ on a que A~ (u,v) = (u,v + u) ce qui implique que

10

Jp-1(u,v) = 11

1

Par la formule de changement de variables on a donc que

fuy (u,v) = | Jp=1 (w, )| fx v (W u,v) = fxy (u,v +u) = e T 4 (w4 oo (v).
On a donc que
foy (u,v) = fu(u)fv(v),

ot fy(u) = e Mg 1oo(u) est la densité de la v.a. U = X, et fy(v) = e g 1o0((v) est la
densité de la v.a. V=Y — X. Donc les v.a. X et Z =Y — X sont indépendantes.

4. Considérons le changement de variables h(z,y) = (u,v) = <m,y> pour (z,y) € D. Pour
)

0<u<letwv>0,onadonc que
Y (u,v) = (uv,v),

ce qui implique que
vou

Jh71(u,v) = 0 1

=.

Par la formule du changement de variables, on a donc que

fov (u,v) = [Jp=1 (u,0) | fx,y (B (1, v)) = ve™ Mg 11 (w) Mo 4 oof (V).

Ainsi

fov(u,v) = fu(u)fv(v),

==

ot fy(u) = Mg q(u) est la densité de la v.a. U = < (loi uniforme), et fi (v) = ve "y 1o0((v)

X
est la densité de la v.a. V =Y. Donc les v.a. v et Y sont indépendantes.

Exercice 7.3 : Somme d’un nombre aléatoire de variables aléatoires
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Il s’agit du cas d’un couple mixte (Sy,N) ot Sy € R est une v.a. continue et N € N* une
v.a. discrete. La loi jointe du couple (Sy, N) est définie par

pour tout (B,n) € B x N*, Pgy n(B,n) = / fsy.n(z,n)d
B

ot fsy. N : RxN*— Ry est une fonction borélienne positive vérifiant

+oo
fsy.N(z,n)de = 1.
;/IR o

D’apres Iénoncé, la densité conditionnelle fg, |n—n(7) de Sy sachant N = n est la densité de la

n
v.a. Z X;. De plus on a la relation
i=1

_ fsyn(z,n)
Les lois marginales sont ici :
fon(z ngN’ x,n) et P(N / fsy.N(z,n)

1. Par définition, la loi conditionnelle de NV sachant que Sy = x est

fswn(@n)  fsyin=n()
fsn(x) fSN(fL‘)
fsy|N=n(T)P(N = n)

STE2S fowvek(2)P(N = k)

2. Conditionnellement & 'événement {N = n}, la loi de Sy est celle de la somme de n v.a.
indépendantes. On a donc que

P(N =n|Sy =z) =

P(N =n)

E(Sy|N =n) = nE(X) et Var(Sy|N = n) = nVar(X).
Ainsi, E(Sy|N) = NE(X), et donc par la relation E(S) = E(E(Sy|N)) (théoreme de 'espérance

totale) on obtient que

Par le théoréme de la variance totale
Var(S) = IE(Var(Sy|N)) + Var(E(Sy|N)),
et donc
Var(S) = IE(NVar(X)) + Var(NE(X)) = IE(N)Var(X) + (E(X))*Var(N).

3. Dans le cas ou X ~ &£(\), on a que fsy|N=n est la convolution de n densités exponentielles
E(A) et est donc égale a la densité de la loi gamma (A, n) donnée par
Anxn—le—Az

fsyin=n(T) = Wﬂ[o,Jroo[(‘T)'



On a donc pour tout = > 0

)\na:.nflef)\wp(l_p)nfl

P(N =n|Sy =x2) = — I'(n)
Ak gh—1le=Azp(1—p)k—1
L'(k)
k=1
Amgnt(1—p)n~t —1_-X1—p)z
_ T _ (A(1—pz)le 20D
AeM1=p)z (n—1)!

La v.a. N — 1 conditionnée par {Sy = x} est poissonnienne P(A\(1 — p)z).

Exercice 7.4 : Lot binomiale de paramétre aléatoire

11 s’agit du cas d’un couple mixte (X,Y) ou X € [0, 1] est une v.a. continue de loi uniforme
et Y €{0,1...,n} une v.a. discréte. D’apres ’énoncé, la loi jointe du couple (X,Y") est définie
par

pour tout (B,k) € Bg x{0,1,...,n}, Pxy(B,k) :/ fxy(z, k) dx
B

ou fxy :Rx{0,1...,n} — R est une fonction borélienne positive vérifiant

kzzo /]R fxy(z,k)de =1

qui est définie par
n

PGk = () a0 = 2 M1 o),
Les lois marginales sont ici :
Fx(@) =3 frv (@ k) et By({k}) = / ey (@, k) da.
k=0 R

1. Le loi marginale de Y est donnée par

n ! e B n! (n—Fk\E 1
P =k) = (k:)/o (=) e = S T T

donc Y est de loi uniforme sur {0, 1,--- ,n}. De plus, on retrouve bien que
n n .
Fr(a) = (Z (})aa-2) k) Loy (x) = Ty (). 7 € B
k=0

est la densité de la loi uniforme sur [0, 1].

2. Par définition de la densité conditionnelle pour un couple mixte continu/discret on obtient
que
Ixy (k) _ (arA—a)m*
fxy=i(®) = By (k) < ; ) Lo 1)().

n+1
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7 Espérance conditionnelle - PCS8

Enoncés des exercices

Exercice 8.1 : Analyse de la variance
Soient X et Y deux variables aléatoires réelles. On note EX (V) I'espérance conditionnelle de Y
sachant X, notée également E(Y|X). On définit, de méme, la variance conditionnelle par

Var¥ (V) =EX (Y —EX(Y))?.

1. En supposant que X et Y sont des variables aléatoires continues (i.e. qui admettent une
densité de probabilité), montrer que E(Y) = E (EX(Y)).

2. Montrer que Var(Y) = E (Var* (Y)) + Var(E* (Y)) (formule de I’analyse de la variance).

Var(EX(Y))
Var(Y)

3. On définit le facteur de corrélation de Y sachant X par ky |y = . Interpréter

ce coefficient dans les cas limites 0 ou 1.

4. Application : une étude statistique faite pour un magasin a montré que le nombre de clients
par semaine est une variable aléatoire de moyenne 400 et d’écart-type 20, et que la dépense
de chaque client est une variable aléatoire de moyenne 100 euros et d’écart-type 100 euros.
Les dépenses des différents clients sont mutuellement indépendantes, et sont indépendantes
du nombre de clients. Calculer la moyenne et I’écart-type du chiffre d’affaire réalisé par le
magasin pendant une semaine (le chiffre d’affaire est la recette totale).

Exercice 8.2 : Choix d’une stratégie optimale

Soient deux variables aléatoires X et S définies sur [0, 1]. La variable aléatoire S est caractérisée
par sa densité de probabilité : fg(s) = 2s pour s € [0, 1]. D’autre part, la loi de X conditionnelle
a S = s est la loi uniforme sur [0, .

1. Calculer E(S|X).

2. Soit le jeu suivant : votre adversaire tire “ au hasard ” une réalisation du vecteur (X, .5).
Vous choisissez une valeur de a comprise entre 0 et 1. Votre gain G est déterminé par la
regledujeu: G=asia+X <Set G=0sia+ X > S. Calculer E(G|S = s) puis E(G).

3. Déterminer la valeur de a pour laquelle E(G) est maximum. Déterminez ce maximum.

3

4. Vous avez maintenant acces a la valeur s que prend S. Quelle valeur de a = a(s) choisirez-
vous ?

5. Vous retombez dans l'ignorance de S. Rendu prudent par des pertes de jeu, vous choisissez
une stratégie plus sire et décidez de choisir a pour optimiser E(G) sous la contrainte
P(G > 0) > 0.5. Quelle valeur de a choisissez-vous ?

Exercice 8.3 : Fstimation bayésienne

On cherche a estimer la probabilité u de réalisation d’un événement aléatoire en répétant n fois
une expérience aléatoire. On note X le nombre de réalisations aléatoires indépendantes observées
de cet événement au cours des n expériences. On choisit ensuite une fonction f : N — [0,1] de
facon a ce que T' = f(X) soit un estimateur de w. Le biais d’un estimateur 7" la quantité

b=E(T)u.
5(1)



. Montrer que lerreur quadratique moyenne Q(7') associée a un estimateur 7" est la somme
de sa variance et du carré de son biais c’est-a-dire :

Q(T) = E(T — u)* = b% + Var(T).

X

. Quelle est la loi de X 7 Montrer que 177 = — est un estimateur sans biais de u. Quelle est
n

sa variance ?

. L’événement dont on cherche & estimer la probabilité étant peu fréquent, on décide d’adop-
ter un point de vue bayésien en choisissant de considérer que le parametre u est une variable
aléatoire U dont la loi a priori a une densité de probabilité fir(u) = 2(1 —u) sur I'intervalle
[0, 1].

Déterminer, a partir de la loi X sachant U = u, trouvée a la question 2. et de la loi a
priori de U, la loi a posteriori de U c’est a dire la loi conditionnelle de U sachant X = k.
En déduire que Pestimateur des moindres carrés bayésien est Th = E(U|X).

Nota :on rappelle 'intégrale suivante
L k!
/ w (1 — u)¥du = L
0

. Montrer que T, a en général un biais sauf si u = 1/3. Quel est le rapport de cette valeur
de u avec la loi a priori de U 7 Montrer que 75 a une variance moins grande que 7T7.

. Application numérique : u = 0,4 et n = 5. Comparer Q(71) et Q(T%).
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Corrigés des exercices

Exercice 8.1 : Analyse de la variance

1. Par définition de l’espérance conditionnelle a partir de la loi conditionnelle de Y sachant
X =z, on a que

+o0

+o0o
y 5= (y)dy = / yJxr(@y)

EY|X =x) = / . (@)

—00

dy,

ce qui implique

B(E(Y]X) = [ CEYIX = 2)fx (a)dr = / o ( / - ywdy) fx(@)dz,

— oo —oo —o0 f)((:li)

et donc en utilisant le théoreme de Fubini, on obtient que

BE0X)= [y (/ +°° P (eads ) dy = [ " v )y = B(Y),

—00 —00 —00

que 'on peut également écrire E (IEX (Y)) =E().
2. Par linéarité de I'espérance conditionnelle on obtient que
VarX(Y) = EX (Y2 —VEX (V) + (EX (Y))Q)
= EY(v?) - 28X (YEX(v)) + E¥ ((B¥(v))").

Or en utilisant la caractérisation de lespérance conditionnelle E(Z|X) comme la projection
orthogonale de Z sur l'espace des v.a. mesurables par rapport a la tribu engendrée par X
(i.e. les v.a. de la forme h(X) ou h est une fonction borélienne), on a les relations suivantes

EX (YEX(Y)) = (BX(Y))” et B¥ ((B¥(Y))") = (B¥(¥))”. Ainsi,
Var¥ (V) = EX (v?) — (EX(V))”.
Par le théoreme de I'espérance totale, on en déduit donc
E (Var¥(v)) = E (BX (v?)) —E (EX(v))") = E(v?) - E ((E¥(v))").
Par ailleurs, par définition de la variance d’une v.a. on a que
VarEY (1)) = E ((EY(1))°) - (B (BY (1))’ =E (([EX (1)) - 1)’
On obtient donc finalement que
E (Var¥ (Y)) + Var(EX(Y)) = E(Y?) — (E(Y))* = Var(Y).

Cette égalité montre que Var(EX(Y)) < Var(Y) ce qui illustre la réduction moyenne de la
variance par le conditionnement.

Var(EX(Y))
Var(Y)
I'inégalité Var(EX (Y)) < Var(Y), on a que k:yp%:? [0, 1]. De plus, si kyx = 0 alors Var(EX(Y)) =

3. Soit le facteur de corrélation de Y sachant X défini par ky x = . D’apres



0 et donc E¥X(Y) est une constante. Si ky|x = 1 alors d’apres la formule de la variance totale
E (VarX(Y)) = 0 ce qui implique que Var®(Y) = 0 car Var® (Y) est une v.a. positive. Dans ce
dernier cas, la loi conditionnelle de Y sachant X est donc celle d’une constante.

4. Soient les variables aléatoires : N, “nombre de clients par semaine”, et D, “dépense d’un
client”. On notera D; les v.a. indépendantes de méme loi que D et qui représentent la dépense
pour chaque client (D; = “dépense du i-eme client”). D’apres I’énoncé, on a que

N) =400, /Var(N) = 20, E(D) = 100, /Var(D) = 100.

Le chiffre d’affaire hebdomadaire est donné par la v.a.
N

C=) D
i=1

Onaque E(CIN =n)=E ZD ) = nE(D). Donc E(C|N) = NE(D) et ainsi on obtient que

E(C) =E(N)E(D) =40 000 euros.
Par la formule de la variance totale

Var(C) = E(Var(C|N)) + Var(E(C|N)).

Var(C|N =n) = Var (ZD ) = nVar(D),
et donc Var(C|N) = NVar(D). De plus, Var(E(C|N)) = Var(NE(D)) = (E(D))*Var(N). Ainsi
Var(C) = E(N)Var(D) + (E(D))*Var(N) = 8 x 10°,

d’oll un écart type de chiffre d’affaire égal & 2v/210% ~ 3 000 euros.

Exercice 8.2 : Choix d’une stratégie optimale

D’apres 1’énoncé, on a que

— 1
fs(s) = 251l 1)(s), 55 (@) = gﬂ[o,s] (z).
1. La loi conditionnelle de S sachant X = x est donnée par

fix,s)(@,s) ;S(:‘g(ﬂﬁ)fS(S)‘

X=x _

On a que

1
/f(X s)(x,s)ds —/ s)ds = /]1%{2]1[0’8](36)]1[0’1](8) :/ 2ds = 2(1—x) 1o 1y(z).
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Donc, pour z € [0, 1],

_ 20 4 (z) L 1(s) 1

=" = 1 :
fS ( ) 2(1 — x)]l[o’l](x) 1—2 [x,l}(s)
Ainsi,
_ _ X=x _ 1 /1 . 1—.’I,'2 _1—|—J;
E(S|X—:L‘)—/RSS (S)ds_l—x m8d8_2(1—x)_ 5
D'ott E(S|X) = #

2. La v.a. G est discréte et prend deux valeurs a (avec probabilité P(a + X < 5)) ou 0 (avec
probabilité P(a + X > S)). Ainsi,

E(G|S = s) = axP(a+X < S|S = 5)+0xP(a+X > S|S = 5) = axP(X < s—alS = 5) = aFy*(s—a).

On a donc que E(G|S = s) = > %sis >aet E(G]S =s)=0sis < a. Ainsi,

S—a

E(G|S) =a 1]-520,-

On obtient alors que

s—a

1
E(G) =E(E(G|Y)) = a/ ( ]IS>Q> fs(s)ds = a/ 2(s — a)ds = a® — 2a® + a.
R a
3. 1l s’agit de déterminer le maximum de la fonction a — a® — 2a* 4+ a pour a € [0,1] donc
la dérivée est 3a® — 4a + 1 qui s’annule en @ = 1/3 et @ = 1. Le maximum de E(G) est donc
1/27 —2/941/3 ~ 0.148 obtenu pour a = 1/3.

4. On sait que E(G|S = s) = aZ—%sis > a et 0 sinon. La fonction a — 0> % est maximum
s
S
pour a(s) = 2 et dans ce cas E(G|S = s) = Z La stratégie qui consiste a prendre a(S) = 5
E(S) 1 ! 2
conduit alors & un gain moyen E(G) = (4) =5~ 0.1666 car E(S) = / 25%ds = 3

L’information sur S fait gagner en moyenne 0.02 sur un gain de l'ordre de 0.15 soit une
amélioration d’environ 12%.

5. On veut s’assurer que P(G > 0) > 0.5. Remarquons que

P(G > 0)

]P’(X+a<S):IP’(X<S—a):/}P’(Xés—a]S:s)fg(s)ds
R

S

s—a !
= / lls>4251)9 11(s)ds = / 2(s —a)ds = (1 — a)?.
R a

Donc P(G > 0) > 0.5 est équivalent & la condition a < 1 — /0.5 ~ 0.293. Or pour a = 1 — V0.5
on peut remarquer que E(G) ~ 0.146 qui est trés proche de la valeur maximale de E(G) égale a
0.148. Si l'on voulait assurer que P(G > 0) > 0.9 on obtiendrait la condition a < 0.0513 et pour
a = 0.0513 on aurait que E(G) = 0.046.
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Exercice 8.3 : Estimation bayésienne

1. Par linéarité de ’espérance
Q(T) =E (T? — 2Tu + v?) = E(T?) — 2uE(T) + u*.
Or b* = (E(T)-u)? = (E(T))* — 2uE(T) 4 u?, donc
Q(T) = E(T?) + b* — (E(T))? = b* + Var(T).
2. Il est clair que X suit une loi binomiale B(n,u). Donc E(X) = nu ce qui implique que

E(T)=E () = u est un estimateur sans biais de u. Sa variance est
n

Var(T) = Var(X) _ nu(l —u) _ u(l — u)

n? n2 n

3. D’aprés la question précédente, P(X = k|U = u) = CHuF(1 — u)" % et on a que fy(u) =
2(1 — u)Tg 3 (u). D’apres la formule de Bayes Par conséquent

X)) = P(X =klU=u)fu(u) _  2CRu"(1 —u)" ™!
v P(X =k) [ 2Cktk(1 — t)yn—k+14

uF (1 — ) F (n+2)! 4 k
= = 1 — )"kt
fOl th(1 — ¢)n—k+1qt El(n—k+ 1)!” (1—u) 0,17 (w),

et on obtient alors que

(n+2)! /1 kbl k41 n+2)! (k+Dn—k+1)! k+1
EUX=k=——""—"— 1—u)" = = .
wl Uty o s ) AR ) Kl(n—k+1)! (n+3)! n+3
Ce qui implique que
X+1
T, =EU|X) = .
2 (1) n+3

4. On a alors que
1
E(T) = E(B(U|X)) = E(U) = /0 2u(l — w)du = %

Si on suppose que la vraie valeur de la probabilité a estimer est u, on a en général que E(T%) # wu,
sauf si u = = qui est la valeur de l'espérance de la loi a priori. On a ensuite que (en utilisant de

le résultat de la question 2)

Var(Ty) = Var (X + 1)  Var(X) _ Var(X)

= = Var(T).
n+3 (n—|—3)2< n? ar(T)

5. Pour u = 0.4 et n = 5 on obtient que

0.4 x 0.6

QT1) = Var(Ty) = === = 0.048,
“ 5 % 0.4 x 0.6
Q(Ty) = Var(Ty) + (E(T2) — u)® = % 4 (1/3 - 0.4)2 = 0.023.
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8 Vecteurs gaussiens - PC9

Enoncés des exercices

Exercice 9.1 : Espérance conditionnelle
Soit le vecteur gaussien centré (X1, Xo, ..., X;,) de matrice de covariance I'. Le but de cet exercice
est de déterminer IE(X,, | X1, Xo, ..., Xp—1).

1. Montrer que
E(X,X;) = E(IE(X,|X1, X2, -+, Xn-1)X;)
pour tout ¢ = 1,.....n — 1.

2. En déduire un systeme linéaire de n — 1 équations dont la solution permet d’exprimer
E(X,|X1, Xo,..., X;,—1) comme une combinaison linéaire de (X7, Xo, ..., X;,—1).

3. Appliquer cette méthode au vecteur (X7, Xo2, X3) pour lequel

6
4
3

—_

3
I'=16
2

S W N

4. En déduire 'expression de 'espérance conditionnelle de X3 sachant (X7, X»).

Exercice 9.2 : Théoréeme de Cochran

Le résultat a démontrer dans cet exercice, connu sous le nom de “Théoreme de Cochran” est
essentiel dans toute la théorie des modeles gaussiens. Il intervient dans la plupart des problemes
d’estimation de parametres issus d’une loi gaussienne.

Soit X un vecteur gaussien centré de dimension n et de matrice de covariance o21,. Soit

E,, ..., E,une décomposition de R" en sous-espaces vectoriels orthogonaux de dimension p, . . ., pg,
q

ie. R" = @ Ej. Soit I, : R™ — R"™ la matrice de projection orthogonale sur ’espace Ej, pour

k=1
k=1,...,q.
1. Montrer que les vecteurs Wy, = I X,k =1, ..., g sont des vecteurs gaussiens indépendants.
1
2. Montrer que f2||VVk||2 suit une loi du chi2 & p;, degrés de libertés pour k = 1,...,q, oll
o

|| - || est la norme euclidienne standard dans R".

Rappel : si Z1, ..., Z, sont des variables aléatoires iid de loi N(0, 1), alors (par définition) la

variable aléatoire W = Z2 + ... Zz suit une loi du chi2 & p degrés de libertés, notée x2(p).

Exercice 9.3 : Coordonnées polaires

Soient X, Y deux variables aléatoires réelles indépendantes de densité de probabilité fx et fy.
On considere le changement de variables en coordonnées polaires X = Rcos(0) et Y = Rsin(0O)
avec R € [0,+o0] et © € [0, 27].

1. Calculer la densité du rayon R en fonction de fx et fy.

2. Dans le cas ou X et Y suivent des lois gaussiennes centrées réduites, déterminer la densité
de ©. Les variables R et © sont-elles indg;}endantes ?



3. Si Xi,..., X, sont des variables aléatoires iid de loi N(0,1), quelle est la densité de la

variable aléatoire R = \/X12 +...X27
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Corrigés des exercices

Exercice 9.1 : Espérance conditionnelle

1. A T’aide des propriétés de 'espérance conditionnelle on peut remarquer que

B(X,X;) = E(BE(X, X;| X1, X2, , Xn_1)) = BE(IE(X,| X1, Xo, -+, Xno1)Xy), i =1,...,n.
(1)

2. D’apres les théoremes de conditionnement de vecteurs gaussiens, et étant donné que X, Xo, ..., X,

sont des v.a. d’espérance égale a zéro, on a que

n—1
IE(Xp| X1, Xo, -+, Xno1) = ) oy X5, (2)
j=1
ou les aq,...,a,—1 sont des réels. Il s’agit donc de déterminer les coefficients «;. Pour cela, on

peut multiplier les deux membres de 1’égalité (2) par X; pour 1 <i<n—1

n—1
B(Xo| X1, Xo, X)) Xi = Y 0 X, X;
j=1

ce qui conduit a la relation
n—1
]E(IE(XR|X17 X27 T 7XTL71)Xi) = Z CY]IE(X]XZ)
j=1

Ainsi, en utilisant 1’égalité (1), si 'on fait varier ¢ dans {1,2,--- ,n—1}, on parvient & un systeme
de (n — 1) équations linéaires en les (aj)i1<j<n—1 :

n—1
Y EXGX)) = E(X, X)) (3)
j=1 1<i<n—1

3. Le vecteur (X1, X2, X3) étant centré, I' est la matrice (IE(X;X;))1<i,j<3. Le systeme d’équation
(3) s’écrit alors
3a1 +6ay = 2
{ 6a1 + 14das = 3

. . . 5 1 .
4. La solution de ce systeme linéaire est a; = 3 et ag = —5 d’ou

) 1
E(X3|X1, Xs) = §X1 — §X2.

Exercice 9.2 : Théoreme de Cochran

1. Soit 1 < k < ¢. Le vecteur Wy, = II; X de R™ est obtenu par une transformation linéaire
du vecteur gaussien X ~ N(0,0%I,,). Le loi de W, est donc celle d’un vecteur gaussien de R™
d’espérance
E(Wk) = E(II,X) = ILE(X) = 0,
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et de matrice de covariance
E((Wy, — E(WR)) (W, — E(W)) = E(T X X'TT}) = ILE(X XHIT, = o*11,,
car E(X X)) = 021, et TI,IT,, = TI,.

Soit 1 < k1,k2 < q avec ki # ko. Etant donné que Wy, et Wy, sont des vecteurs gaussiens
d’espérance nulle, il suffit de montrer que la matrice de covariances entre leurs coordonnées est
nulle. On peut remarquer que

E(Wy,, W,) = Iy, E(X X"}, = 011, 11}, = 0,

car 1, et I, sont des matrices de projection orthogonales sur les sous-espaces vectoriels Ej,
et Ej, qui sont orthogonaux. Ainsi, les coordonnées de Wy, et celles de W}, sont indépendantes
deux a deux (car, dans le cas Gaussien, indépendance et covariance nulle sont des propriétés
équivalentes) ce qui montre que Wy, et Wy, sont des vecteurs aléatoires indépendants.

2. Soit 1 <k < getey,...,ep une base orthonormée de Ej. En notant (-,-) le produit scalaire

usuel de R” on a que
P
Wil =>" 73
j=1

avec Z; = (X, ej) = Xtej, Jj=1,...,p. La v.a. réelle Z; étant obtenue par une transformation
linéaire du vecteur X, on a que Z; est une v.a. de loi normale, d’espérance EZ; = E((X, e;)) =
(EX,ej) = 0 et de variance Var(Z;) = e;E(XX")e; = o?|le;||* = o® pour j = 1,...,pg. Etant
donné que E(Z;Z;) = eE-IE(XXt)ej/ = 02<ej,ej/> = 0 pour j # j', on a donc que les v.a.

gaussiennes (et centrées) Z1,...,Zy,, sont des v.a. indépendantes deux a deux et de méme loi
1 Pk N\ 2
N(0,0?), ce qui implique (par définition) que — = E <J> suit une loi du chi2 a py degrés
o o
=1

de libertés.

Exercice 9.3 : Coordonnées polaires

Soient X, Y deux variables aléatoires réelles indépendantes de densité de probabilité fx et fy.
On considere le changement de variables en coordonnées polaires X = Rcos(0) et Y = Rsin(0).

1. Considérons le changement de variable en coordonnées polaires h : (z,y) — (r,60) comme la

bijection de IR? \ {(0,0)} sur ]0, +oo[x[0, 27|, de bijection réciproque h=' : (r,0) — (z,y) =
(rcos@,rsinf) dont le jacobien est donné par

Jh—l (T, 9) =

cos) —rsinf |
sinf rcos6

Par la formule de changement de variables et en utilisant I'indépendance de X et Y, on a donc
que

fre(r,0) = fxy(rcost,rsind) x rly oo(r) Lo 2x(0)
= fx(rcost)fy(rsind) x rUjg oo[(r) Lo,2r((0)
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et donc
27

fr(r)=r ; fx(rcos@)fy(rsinf)dd ]I]O,Jroo[(r).

2. Dans le cas ou X et Y suivent des lois gaussiennes centrées réduites, on obtient alors que

1 2

fre(r,0) = gm_% Mo 4 oof () Mo 2((0),
2 2
fr(r) = r (/0 7€ 2d9> Mo 4 oof(r) = 172 Mg _4oof(T)
1 +o0o 2 1
fe(0) = 7 </0 re” 2 ) Mg 2x((0) = o Mo 2x((6)-

Ainsi, on obtient que fre(r,0) = fr(r)fo(f) et donc les v.a. R et © sont indépendantes.

3. En dimension supérieure n > 3, on obtient que la densité de R = 1/ X 12 +...X2, dans le cas

ou Xi,...,X, sont des variables aléatoires iid de loi N(0, 1), est donnée par
1,
r"TrteT 2
= I[
) = e gy o)

+oo
avec I'(z) = / t*~Le~tdt.
0

61



62



9 Fonction caractéristique - PC10

Enoncés des exercices

Exercice 10.1 : Fonction caractéristique
Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes de densité de probabilités respective
fx et fy. On appelle fonction caractéristique de X, la fonction ®x définie par :

Vt € R, ®x(t) = E(e"™) (espérance mathématique de la variable aléatoire e*).

La fonction caractéristique d’une variable aléatoire permet de completement spécifier sa loi de
probabilité.

1. Déterminer la fonction caractéristique de U = aX + b ou a et b sont deux réels.
2. Montrer que E(X) = —i®’(0) et E(X?) = —0%(0).

3. Déterminer la fonction caractéristique de S = X + Y.

Exercice 10.2 : Fonction caractéristique d’une loi uniforme
Soit X une variable aléatoire de loi uniforme sur [—1, 1].

1. Calculer la fonction caractéristique ®x de X.
2. Calculer E(X) et E(X?) & 'aide de &y

Exercice 10.3 : Fonction caractéristique d’une loi normale
Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de loi normale centrée réduite N (0, 1).

1. Calculer la fonction caractéristique ®x de X.
2. Déterminer la loi de la variable aléatoire S = X +Y a ’aide de sa fonction caractéristique.

3. Généraliser aux cas ol X et Y suivent des lois normales de moyenne m et d’écart-type o.

Exercice 10.4 : Lois gaussiennes
Soient X1, Xo,..., X, des variables aléatoires indépendantes gaussiennes de loi N (m, 02). On
pose

Y:lz&, Ui=X;— X, et §2= ZUQ

3

1. En utilisant la fonction caractéristique déterminer la loi de X. En déduire son espérance
et sa variance.

2. En utilisant la fonction caractéristique déterminer la loi de U;. En déduire son espérance
et sa variance.

3. Calculer Cov(U;, Uj), puis Cov(U;, X).

4. Déterminer E(S?).

n
5. Montrer que nS? = ZXQ —nX" et donc que n (S* + (X —m)?) = Z(XZ —m)>.
i=1 i=1
6. En déduire, en utilisant les fonctions caractéristiques, la loi de S2.
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Corrigés des exercices

Exercice 10.1 : Fonction caractéristique

1. En utilisant la définition de la fonction caractéristique et la linéarité de I’espérance, on obtient
que )
Vt € R, Oy(t) = E(e"*X ) = R (") = Py (at).

2. Par définition,

Vt € R, dx(t) = E('X) = / e fx (z)dz,
R

donc, par dérivation sous le signe somme (dans I’hypothese ou / |z| fx (z)dz < +00), on a que
R

Vit € R, dly(t) = E(e'X) = / ize™ fx (z)dx,
R

et donc @y (0) = z/ rfx(x)dx = iE(X), d’ou la relation : E(X) = —i®’y(0). De méme (dans
R
I’hypothese ou / |22 fx (x)dz < +00), on a que
R

Vit e R, ®%(t) = E(e™X) = / —22e" fy (z)d,
R

et donc &% (0) = —/ 22 fx(z)dx = —E(X?), d’ot la relation : E(X?) = —®%(0).
R

3. En utilisant la définition de la fonction caractéristique et I'indépendance de X et Y on obtient
que A . ,
Vi e R, Bg(t) = E(e* X)) = B(e™X ™) = B(eX)E(e™Y) = ®x (t) Dy (t).

Exercice 10.2 : Fonction caractéristique d’une loi uniforme

1
1. Par définition de la fonction caractéristique et étant donné que fx(x) = 5]1[_171] (z) (densité

de la loi uniforme sur [—1,1]), on a que

Vit € R, @X(t) = E(eZtX) — 2/ eltxdx _ 7’821;( ) _ SlI;( )
-1

2. Au voisinage de t = 0, considérons le développement limité de la fonction ¢ +— sin(t)

Bt

sm(t):t—ﬁ—i—g—l—...,
qui implique qu’au voisinage de t = 0,

sin(t) 2t

— 1 o _
i TR
) gy _ ([ sin(t) ! .
Etant donné que E(X) = —i®’x(0) = —i — (0), on obtient donc que
E(X) = 0.
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Au voisinage de t = 0,

sin(t))’ t t3
COTwa
et donc " )
sin(t) t
)=—-+4x3—
< ¢ ) (1) =—g+4x35+

Etant donné que E(X?) = —®%(0) = — <

Exercice 10.3 : Fonction caractéristique d’une loi normale

1 2
1. On a que X est une v.a. de densité fx(z) = 5 e~ 2. Donc, par définition de la fonction
V2
caractéristique,
. 1 . 22
Vi eR, &x(t) =E eltX = — / e o= T da.
(t) =E(e™) 7o )

Calculons @'y (t) par dérivation sous la signe somme.

1
P (t) = o /Ri m_*dx
1 Lo a2
= — —i(—xz + it) — t)e"™ T dx, en remarquant que iz = —i(—x + it) —
=/ ) 1) quant q (e + i)

—x +it)e itr— 2d1:——
\/27r/ /

_ Vé;[ém_2]ﬂm—¢®xﬁ)=—¢¢XU%

—0o0

o2t
car [em_ﬁ = 0. On obtient donc I’équation différentielle suivante
—00

Py (t) + tPx(t) =0,

2
dont la solution est de la forme ®x(t) = ke~ oit k est une constante. En utilisant la relation

Oy (0) = / fx(x)dx =1, on obtient donc que k =1 et que
R

2

dy(t)=e 2, teR.

2. En utilisant la définition de la fonction caractéristique et I'indépendance de X et Y on obtient
que

2
. . . . . 2
vt € R, Og(t) = B(e"XH)) = E(e"Xe™) = B(e"¥)E (™) = Ox (1) Dy (t) = <e—2> =e ",

ce qui montrer que S suit une loi normale A(0, 2).
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3. Soit X1 ~ N (m1,0%) et Xo ~ N (ma,03) deux variables aléatoires indépendantes. En remar-
quant que X7 = m1 + 0141 et Xo = mo + 0225 ou Z1 et Zy sont deux v.a. indépendantes de loi
N(0,1), on a que (d’apres I'exercice 10.1)

2
142

Vt ER, Oy, (t) = etMe 2
et
VEeR, Bg(t) = By, () Py, () = ™Dy (ta1)e™ Dy (tg) = etmitm) =5t +od)i?,

On reconnait donc la fonction caractéristique d’une loi N'(my+mg, 0% +03), et on retrouve donc
bien le fait que
S ~ N(mq +ma,0f +03).

Exercice 10.4 : Lois gaussiennes

1. D’apres l'exercice 10.3, on a que pour tout k=1,...,n

2
_o7 42
5t

Vt €R, Oy, (1) = e''™e

Donc, par indépendance de X1, ..., X, on obtient que

n n n
. n . t t . o2
Yt ER, b(t) =E (e“% mek) - TIE (dﬁxk) =] 2x. () = (<I>x1 ()) = ¢itme= 5t
n n
k=1 k=1

2 2

On a donc que X ~ N (m, U), ce qui implique que E(X) = m et Var(X) = 7.
n n

2. On va chercher & écrire U, = X;, — X sous la forme d’une somme de v.a. indépendantes
(attention X; et X ne sont pas indépendantes) :

Uk:Xk—%ZXj:—% 3 X+ 1y,

j=1 j=1,j#k
Par indépendance de X4,...,X,, on obtient donc que
(n—1)t a t
VtER, Oy, (1) = Oy, <n | H R
J=Lj#k
-1
= e_%;ﬂih2
n—1 , . . n—1 ,
On donc que U, ~ N | 0, o“ ], ce qui implique que E(Uy) = 0 et Var(Uy) = o°.
n
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3. Par définition de la covariance, en utilisant I'indépendance de X1, ..., X,, et étant donné que
E(U;) = E(U;j) = 0 on obtient que

Cov(Ui,U;) = EUU;) - E(U)E(U;) =E ((X; — X)(X; — X))
= E(XiX;) - E(X-E ~E(X;X) +E(X")

= E(X)E(X;)—= Z E(X;)E(X}) ——E(X2)+IE(X)
k 1,k#1
_ 2 2
= m2—2(n1)m2—2(02+m2)+<0—|—m2>:—a.
n n n n

De méme, on a que

Cov(U;, X) = EU;X)-EU)EX)=EU;X)=E(X;X)-E(X")
= —n;1m2—%(02+m2) + <UnQ+m2> =0.

Etant donné que U; et X sont des v.a. gaussiennes, on en déduit donc qu’elle sont indépendantes.

n —

1
4. Par linéarité de I'espérance et utilisant le fait que U; ~ N (0, 02), on obtient que

-1
o2,

ZE (U?) = Var(Uh) = “—

car E(U?) = Var(U;) pour tout 4 = 1,...,n. On ne trouve donc pas E(S?) = o2 comme on
aurait pu le penser a priori!

5. Par définition, on a que
2 1 . )\ 2 1 = 2 1 - =< 2
5% = EZ(XZ-—X) :EZXZ.—2 EZXzX +X
i=1 i=1 i=1
1< 1< 2
- 2 _ - XY L X
- nZXz 2<nZXl>X+X
=1 =1
1 n
-y
n
i=1

et donc

n(S?+ (X -m)?) = iX?—nXQ—I-n(Xz—QXm-FmQ)
i=1
- ZX2—2<ZX>m+nm —Z(X3—2X¢m+m2)

=1
n

= > (Xi-m)®.

=1
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6. Déterminons la fonction caractéristique de la v.a. Zp = (X — m)Q. En utilisant le fait que
X, ~ N (m,c?) on obtient que

1 _(w—m)?
e 22 dx

Vi eR, By (t) = / gitle—m)?
R

2o

it0,2 1 _i
= / et e 202du, (en posant u =x —m)
R

V21o
_ 1 / e(it_ﬁ)lﬂdu.
R

2o

1/2
Donc, en faisant le changement de variables y = <22 — it) x, et utilisant le fait que
o

on obtient que

1 1 2 1 1
VteR, &y (1) = /e‘y dy =
k 2o (#—Zt)l/Z R \/50. (%_ .t)l/Q
B 1
(1 — 2ig2t)/?’
On en déduit donc que
- t 1 1
et o (1) - e -

’ (X—m) . n/2 X—-m

i O n) (1-2ig2L)" (x=m) (1-2i%¢) /

2

- o
car X ~ N <m, > Donc, en utilisant la relation

n

SQ—F(Y—m)Z:—Z(Xi—m)Q,

_ 1 &
et indépendance de U; = X; — m avec X — m, on obtient finalement que S% = — X:UZ-2 et
n
i=1

(X —m)? sont indépendantes ce qui implique que

Vi eR, g (t)Q(Y_m)z(t) = [T ®x—my (;)
k=1

et donc que

1 0_2 1/2
VtER, Dge(t) = ——(1-2i7+¢
(1 - 2ig2L)"? n
B 1
- n—1)/2"
(1 _ 22'%215)( /
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On reconnait ici la fonction caractéristique d’une loi Gamma de parametres (TL;, 222> qui
est plus connue sous le nom de loi du x? & (n — 1) degrés de liberté de parametre %. On sait
que l'espérance d’une v.a. Z de loi Gamma de parametres (a, A) est (cf. Exercice 2.5) E(Z) = 3
et Var(Z) = %, ce qui donne que

-1
D002 et Var(S?) = ———0".

E(SZ) T n
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10 Convergence de variables aléatoires - PC11

Enoncés des exercices

Exercice 11.1 : Loi binomiale et loi de Poisson
Soit Z une variable aléatoire qui suit une loi de Poisson de parametre A > 0.

1. Calculer la fonction caractéristique ®(t).

2. Pour tout entier n, on considére une variable aléatoire X, qui suit une loi binomiale
B(n,p,) pour laquelle lorsque n tend vers l'infini, p, tend vers 0 et np, tend vers .
Calculer la fonction caractéristique de X,.

3. En déduire que la suite (X,,),en converge en loi vers la variable aléatoire qui suit une loi
de Poisson de parametre A > 0.

4. Application : une entreprise fabrique des produits dont 1% sont défectueux. Les produits
sont vendus par paquets de 100 et garantis a 98%. Modéliser le probleme. Donner une
interprétation de la garantie. Calculer la probabilité que cette garantie soit en défaut.

Exercice 11.2 : Loi uniforme discréte et loi uniforme continue

1. Soit X une variable aléatoire continue uniforme sur [0, 1]. Calculer sa fonction caractéristique
Dy (t).

1 2
2. On considere pour tout n > 0 une variable aléatoire X, discrete et uniforme sur {0, — e
n’'n
Déterminer sa fonction caractéristique ®x, (t).

3. Démontrer que la suite (X,,)nen converge en loi vers la variable aléatoire X de loi uniforme
sur [0, 1].

Exercice 11.3 : Erreur d’arrondi d’un calculateur

1. Un calculateur arrondit les nombres & 0,5.107% (k chiffres apres la virgule). Ce calculateur
effectue n = 10° opérations indépendantes. On modélise erreur commise & chaque pas par
une variable aléatoire continue uniforme sur [—a, a] avec a = 0, 5.107%. Soit S l'erreur totale
apres n opérations. En utilisant le théoreme de la limite centrale déterminer la probabilité
pour que l'erreur totale S soit inférieure a 1000 fois ’erreur élémentaire d’arrondi, c¢’est-a-
dire P(|S| < 10%a).

2. Application : dans le cas d’un calculateur qui effectue un arrondi & k = 6 chiffres apres la
virgule, quelle est la probabilité d’avoir une précision meilleure que le millieme apres un
million d’opérations ?

Exercice 11.4 : Calcul d’intégrale par Monte-Carlo

Soit f une fonction définie sur [a,b] et & valeurs sur [m,M] avec (m > 0). On note D =
[a,b] x [m,M] et A= {(z,y) € D: f(x) > y}. Soit p le rapport de l'aire de A sur l'aire de D.
Pour tout £ = 1,2,...,n, on consideére un couple de variables aléatoires (X, Y%) de loi uniforme

sur D. On définit
7 {1 si Vi < f(Xp)
k pr—
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et on pose Z, =

3

Zy, . On suppose en outre que les couples (X, Yy) sont indépendants
k=1

S|

entre eux.

1.
2.

Calculer E(Zy), Var(Zy), E(Z,,) et Var(Z,)

En utilisant la loi des grands nombres montrer que Z, — p presque sirement quand n
tend vers I'infini.

En utilisant I'inégalité de Bienaymé-Tchebichev, déterminer n pour que Z,, approche p a
1072 prés dans 95% des cas.

En utilisant le théoreme de la limite centrale, déterminer la loi suivie par Z,, quand n est
grand. Fournir une nouvelle valeur de n permettant d’atteindre la précision fixée dans la
question précédente. Expliquer ’amélioration du résultat.
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Corrigés des exercices

Exercice 11.1 : Loi binomiale et loi de Poisson

1. Etant donné que Z suit une loi de Poisson, il s’agit donc d’une v.a. discrete a valeurs dans N

telle que
/\k
VkeN, P(Z=k)= T e
Par définition, sa fonction caractéristique est donc donnée par
)\ (eit)F it it
zy E—AN -\ —AA Aett—1
Vt ER, ¢z(t) = E(e” Ze’t =e g =e e = AN,

2. Etant donné que X,, suit une loi binomiale B(n,p,), on obtient que
Vt € R, ¢x,(t) = E(e"*) Ze“’ﬂ? n=k) ch pne’ ) (1=pa)" " = (1 + pu(e” - 1))"

3. On va montrer que sous les hypotheses p, — 0 et np,, — A (quand n — +00) alors

Vt € R, nll)r_{loo ¢Xn (t) = 6)\(eit_1)‘

Pour cela, on pose ¢ = e — 1 (nombre complexe dépendant de ¢ mais indépendant de n). Ainsi,
on se ramene donc au probleme de montrer que
lim (14 pe)” = e,

n—-+4o0o
qui est équivalent & montrer que

lim (1 + 'i”)" ~ 1.

n—-+4oo n
ou z, = n(e_% —1)+ npne_%c. On peut tout d’abord remarquer que sous I’hypotheése que

npy, — A > 0, alors lirf zn = 0. On a ensuite la majoration suivante :
n—-+0o0

n
(04391 -
n

n—1
. . —1 —1
Etant donné que ln<<1+ |2 |> ) =(n—1)In <1+|Z ) _n |zn\+o(n |zn]) — 0,
n n n

n
—1

on a que lim <1 + |Zn|> =1, et donc

n—-+oo n

n—-+o0o

lim (1+;;)n—1j —0,



car lim |z,| = 0. Ainsi on obtient que
n—-+oo

. _ o A(eft=1) _
VEER, lim éx, () =e oz (t),

ce qui montre la convergence en loi de X,, vers une v.a. Z qui suit une loi de Poisson de pa-
rametre A > 0.

4. On garantit que dans un paquet de 100, au moins 98 produits sont dans un bon état de
fonctionnement. Notons Xigg, la variable aléatoire “nombre de produits défectueux dans un

100
et np, = A = 1. Ainsi,

1
paquet de 100”. D’apres I’énoncé, Xigp suit une loi binomiale B (1007 > On est donc bien

dans les hypotheses des questions précédentes avec n = 100, p, = 100
on peut considérer que Xigp suit approximativement une loi de Poisson de parametre A = 1 et
donc .
e 1
P(Xip0=Fk) x —— = —.
(X100 ) ! okl

La probabilité que la garantie soit en défaut est (en utilisant la loi binomiale)

IP(XIOO > 2) =1 _IP)(XIOO < 2) =1- ZP(XIOO = k‘)
k=0

99 \ 1 99\% 100 x99 /99 \*®
- 1-— 1 7 = A~ 7,94.1072,
[(100) +100 <100> T (100) 7,94.10

et en utilisant 'approximation par une loi de Poisson

2

1 1 1
P(X100>2):1—P(X100<2):1|:_|_+

5 -2
— | =1——=28,03.10~.
e e 26] 2e

Exercice 11.2 : Loi uniforme discrete et loi uniforme continue

1. La densité de X est fx(x) = Tjgj(x), * € R. Donc, par définition de la fonction ca-
ractéristique,

) 1 eit -1
Vt € R, dx(t) = E(e™™) = / e dy = —
0 1
. 12 n—1 L
2. SI X, est de loi uniforme sur < 0, —, —, ..., , 15, alors X, est une v.a. discrete telle que
n'n n

k 1
P (Xn = ) = , k=0,...,n. Ceci implique que
n n+1

n n int1
. . k 1 Nk 1 1—ent
vt e R 1) =E(X) =3P (X, =~ ) = <l;) — _
c 7¢Xn() (6 ) € n n n+1 € n+1 t

k=0

. t
3. Quand n — +o00, on a que 1 — ein ~ —i— et donc
n

1 1—einT+1t n einTHt—l
n+1\ 1_¢in A n+1 it




quand n — +oo. Ce qui prouve que

et —1
it

VieR, lim éx, (1) =

et donc X,, converge en loi vers une v.a. X continue et de loi uniforme sur [0,1] (d’apres la
question 1).

Exercice 11.3 : Erreur d’arrondi d’un calculateur

106

1. Soit X; l'erreur a la i-eme opération. On a que S = g X;. Les X, étant indépendantes, de
i=1

méme loi (continue uniforme sur [—a, a]) qui admet une espérance et une variance finies, d’apres

S — IE(S)

suit approximativement une
var(

le théoreme central limite (TCL), la v.a. centrée réduite

loi M(0,1) quand n est grand.
Or IE(S) = 10°IE(X;), avec IE(X;) = 0 car X;, erreur due & Darrondi & 0,5.107% pres, suit
la loi uniforme sur [—a,a], et var(S) = 10°var(X;) (variables indépendantes), avec var(X;) =

1 [¢ a a
E(X?) = / z?dr = —, et donc /var(S) = 10°—.
( 1 ) 2@ a 3 ( ) \/g
3
Ainsi, par le TCL, la v.a. et LS suit approximativement une loi N'(0,1) quand n est

103a
grand. On a alors 'approximation suivante :

S| V3
<10%aq) = BN e Y5«
P(|S| < 10%a) P<103a \1> P(loga\S \\/§>
~ ®(V3) - d(—V3) =28(V3) — 1,
otl @ est la fonction de répartition de la loi (0, 1). Etant donné que ®(v/3) ~ ®(1,732) ~ 0,958,

on obtient donc que
P(|S| < 10%a) = 0, 916.

On peut donc conclure qu’apres 1 million d’opérations, la probabilité d’avoir une erreur supérieure
a 1000 fois lerreur de troncature est inférieure a 10 %.

2. On prend a = 0,5.1076 (arrondi & 5 chiffres apres la virgule). Par le TCL, on en déduit donc

3
que FS’ = 21/3103S peut étre approximée par la loi gaussienne A(0,1). Ainsi,
a

P(|S| < 1073) = P(2v/310%]S| < 2v/3) = ¢(2V3) — ¢(—2V3) = 26(2V3) — 1 ~ 99, 95%.

Ainsi, apres 1 million d’opérations, on est presque str d’avoir une précision meilleure que le
millieme.

Exercice 11.4 : Calcul d’intégrale par Monte-Carlo
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1. On a que Z; = 1si f(Xy) > Yy clest a dire si (X, Yy) est un couple de points au dessous de
la courbe x — f(x) i.e. qui appartient a 'ensemble A. On a donc que

Aire de A
(Zk ) Aire de D

avec Aire de D = (M —m) x (b—a) et

b b
AiredeA:/ (f(x)—m)d:v:/ f(z)dx —m(b— a).

Etant donné que Zj suit une loi de Bernouilli de parametre p, on obtient immédiatement que
IE(Zy) = p et var(Zy) = p(1 — p), ainsi que

i IE(Z;)

_ < 1—
E(Z,) = HT =p et var(Z,) <ZZ> = —Var (Z;) = p(np) car les Z;

sont indépendantes. D’ou, finalement

IE(Z,) = p et var(Z,) = %p(l — D).

2. Par la loi forte des grands nombres, on obtient immédiatement que Z, =3 E(Z;) = p.

3. On cherche & calculer la probabilité P (|Z,, — p| < 1072) > 0,95. Pour cela on va calculer la
probabilité P (]7n —p|l > 10_2) < 0,05 = 5.1072. Par I'inégalité de Bienaymé-Tchebichev on a
que

Var(Z,) _ p(1—p)

Zn —p| > 1072 71]5 Zn—p)?) = = :
1 1-—
On cherche donc un entier n tel que p§04np) < 5.1072, soit n > p5(.10};)'
Soit ¢(p) = p(1 —p) = p — p*. On a que ¢'(p) = 1 — 2p, et donc ¢ admet un maximum
1 —
en p = 1/2 avec ¢(1/2) = 1/4. Ainsi, pour avoir n > pEElO];) avec p quelconque, il suffit de
dren > S goit >106 5.10% i >50006
rendre n > — soit n > — = 5. .e.n .
P 15106 20 '
4. On cherche de nouveau un entier tel n que P (|7n —p| > e) < aavec e =10"2 et o = 0, 05.
Z,—-E(Z Zpy—
D’apres le TCL, la v.a. ni(n) = Vn—22 P it approximativement une loi N'(0,1)

\/Var(Z,,) p(1—p)
quand n est grand. On a donc 'approximation suivante :

N B Z. — A DS S/ B RV
P([Zn—pl>€) = P<\F\/p1— V(1 —p 6) ! (b( p(l—p)> <1>< P(l—P)>

1+ ()

ol ® est la fonction de répartition de la loi A(0,1). On cherche donc un entier n tel que

2 (1—@ (‘/ﬁe» <a,
p(1 —p)
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1 _
p(l —p) (@11 - a/2))2. Comme on I'a vu & la question

ce qui est équivalent a la condition n > 3
€

1—
u (@71(1 —af 2))2 avec p quelconque, il suffit de prendre

précédente, pour avoir n > 5
€

1

n> (<I>_1(1 - a/2))2. Or pour o = 0,05 on a que ®~ (1 — a/2) ~ 1,96, ce qui conduit &
€

choisir n tel que

1
————(1.96)% ~ 9604.
n > 757 (1.96) ~ 960

On trouve donc une valeur de n qui est 50000/9604 = 5, 2 fois plus petite qu’a la question 3. Ainsi,
I'information relative & la convergence de Z,, vers une loi gaussienne est plus riche. L’inégalité
de Bienaymé-Tchebichev ne fait aucune hypothese sur la variable aléatoire concernée, car elle
s’applique dans tous les cas (indépendamment de la loi) et fournit donc une majoration plus
grossiere de la probabilité de déviation P (\7n —p| > e), basée uniquement sur I'information
donnée par ’espérance et la variance de Z,, .
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11 Chaines de Markov - PC12 & PC13

Enoncés des exercices

Exercice 12.1 : Ftude d’une chaine de Markov a 4 états
On définit une chaine de Markov sur les états {1,2,3,4} par sa matrice de transition P définie
par

1/3 a 0 0
b 1/2 0 0
0 0 1/4 ¢
0 2/5 d 2/5

P=

1. Déterminer les réels a, b, c et d et tracer le graphe de transition de la chaine.
2. Quelle est la nature des états 1, 2, 3 et 47

3. Déterminer les différentes classes d’équivalence de la chaine et leur nature. La chalne est-
elle irréductible ?

4. Déterminer la distribution stationnaire de la chaine restreinte aux états {1, 2} (caractérisée
par sa matrice de transition notée A).

5. Déterminer la loi de probabilité du temps 77 de premier retour a ’état 1. Calculer E(77).

1 \"
6. Montrer que p; 1(n) = - (3 +4 (_6> > (utiliser la matrice A™).

1
7. Calculer la limite de p; 1(n) quand n — +o0o. Vérifier que E(T1) = T )
1My 3400 P1,1(N

Exercice 12.2 : Ftude d’une chaine de Markov a 6 états
On définit une chaine de Markov sur les états {1,2,3,4,5,5} par sa matrice de transition P
définie par

[1/2 1/2 0 0 0 0
1/3 2/3 0 0 0 0
p_| 0 14340 0 0
~|l 0o o0 1/5 0 4/5 0
0o 0 0 0 0 1
0 0 0 1 0 0]

1. Tracer le graphe de transition de la chaine.

2. Déterminer les différentes classes d’équivalence de la chaine et leur nature.

3. Soit la distribution initiale 7(0) = (P(Xy = 1),...,P(Xo = 6)) = (0,0,1/2,0,1/2,0).
Calculer (1) = (P(X1 =1),...,P(X1=6)) et 7(2) = (P(X2 =1),...,P(X3 = 6)).

4. On consideére la sous-chaine sur {1,2}. Quelle est sa nature? Déterminer sa matrice de
transition et sa distribution stationnaire 7.

5. On considére a nouveau la chaine initiale. Soit 7(0) = (0,0,1,0,0,0) et n € N*. Calculer
P(X, > 3) et P(X,, < 3). Que peut-on dire de la limite de 7(n) quand n — 400 ou 7(n)
est le vecteur (P(X,, =1),...,P(X,, =6))?

Exercice 12.3 : Marche aléatoire.
Etude des marches aléatoires sur :

1. Z
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2. 72
3. %3

Exercice 13.1 : Chaine de victoires.

Lorsqu’une équipe de foot a joué m matches, on note X, la série de matches sans défaites en
cours. Si X,, = k, on note py la probabilité de ne pas perdre le match suivant. Ainsi, P([X,+1 =
kE+1]/[X, =k]) = pr et P([Xp+1 =0]/[ X =k]) =1 — pg.

1. Montrer rapidement que (X,,) définit une chaine de Markov irréductible et faire son graphe.
Si Tp est l'instant de premier retour en 0, exprimer P([Tp = n|/[Xo = 0]) et donner des
conditions pour que la haine soit transitoire, récurrente nulle ou récurrente positive (a
laide des r,, = pop1 -+ Pn—1)-

2. On suppose que p; = p pour tout k. Déterminer la distribution stationnaire de la chalne

1
et la longueur moyenne d’une série sans défaite. (Application numérique : p = 5)

Exercice 13.2 : Gestion d’un stock.

Un stock contient au maximum s pieces identiques. La variable aléatoire X, est le nombre de
pieces au début de la n*“™¢ semaine. La variable aléatoire Y;, est le nombre de pieces sorties du
stock au cours de la n**® semaine. On supposera que Xy = s et que pour tout j = 0,1, ...,

1
144’

P(Y, =j|X,=1) =

quel que soit n € IN*. Le stock est alimenté de telle maniere que : X1 = s — Y,, (c’est-a-dire
qu’en cours de semaine on le compléte a la quantité s sans se préoccuper des pieces qui sortent
dans la semaine en cours).

1. Montrer que (X, ), est une chaine de Markov, et qu’elle admet une distribution stationnaire
2(i+1)
(s+1)(s+2)
2. Quel est le nombre moyen de pieces disponibles au début de chaque semaine 7 Application

numérique : s = 30.

définie par m; = pouri=1,...,s.

Exercice 13.3 : Les urnes d’Ehrenfest.

On dispose de N boules numérotées de 1 & N, (N > 2), qui sont réparties dans deux urnes : k
dans l'urne U; et N — k dans l'urne Uy (avec 0 < k < N). On tire au sort un numéro compris
entre 1 et NV de facon equiprobable, puis on change d’urne la boule dont le numéro a été tiré.
On note alors X7 le nombre de boules dans 'urne U;. On réitere 'opération et on note X,, le
nombre de boules dans I'urne U; apres n opérations.

1. Déterminer la loi de X; (dans un premier temps, traiter a part les cas k =0 et k = N).

2
2. Montrer que [E(X;) =k (1 - N> + 1.

3. Déterminer la loi conditionnelle de X, 1 sachant X,, = ¢, c’est a dire calculer P(X,,41 =
p| X = q) pour p et ¢ deux entiers entre 0 et V.

4. Déduire des questions précédentes ’espérance conditionnelle de X, 41 sachant X, puis
établir une relation de récurrence entre H%Xnﬂ) et IE(X,,).



. En déduire la valeur de E(X,,) et déterminer la limite de E(X,,) quand n — +oc.

On peut également considérer que (X,),>0 est une chaine de Markov & valeurs dans
E = {0,1,...,N} de loi initiale 7(0) = (P(Xo = 0),P(Xo = 1),...,P(Xy = N)) ou
X est un nombre aléatoire de boules dans I'urne Uj.

6. Donner la matrice de transition P de la chalne.

7. Tracer le graphe de transition de la chaine. Est-elle irréductible ?

1 /N
On pose 7y = o )T (Tq)o<q<n

8. Montrer que 7 est une distribution stationnaire de la chaine.

9. Montrer que 7 est 'unique distribution stationnaire et que (X, ),>0 est récurrente positive.

10.

Soit 0 < k < N. Si 'on démarre avec k boules dans 'urne Uy, au bout de combien de
temps en moyenne a-t-on de nouveau k boules dans 'urne U; 7 Comparer les cas k = 0 et
k=5 pour N = 10. Si N tend vers I'infini, que peut-on dire du temps moyen de retour a
k = 0 boules dans 'urne U; ?

Exercice 13.4 : Lancés d’un dé.

Soit X, la v.a. égale a la valeur maximale obtenue apres n jets d’un dé.

1.
2.
3.

Montrer que (X,), est une chaine de Markov.
Déterminer la matrice de transition.

Déterminer la limite de 7(n), loi de (X,,), quand n tend vers l'infini.

Exercice 13.5 : Disponibilité de machines.

Deux machines identiques fonctionnent indépendamment ; chacune pouvant tomber en panne

avec la probabilité ¢. Soit X,, le nombre de machines en panne au début de la n

1.

2.

Yeme journée.

Si une machine tombe en panne elle est réparée la nuit suivante et on ne peut réparer qu’une
machine par nuit. Caractériser la chaine de Markov (X,,),. Déterminer la distribution
stationnaire.

Méme question en supposant qu’'une machine en panne n’est réparée que le lendemain et
qu’on ne peut réparer qu'une machine dans la journée.
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Corrigés des exercices

Exercice 12.1 : Ftude d’une chaine de Markov a 4 états

1. La matrice de transition d’une chaine de Markov est une matrice stochastique : la somme des
coefficients de chacune de ses lignes est égale a 1. On a donc que a = 2/3, b =1/2, ¢ = 3/4 et
d = 1/5. Le graphe de transition de cette chaine de Markov est :

1/3 1/2 1/4

213

3/4
1/2

2/5 /5

2. L’état 1 est récurrent positif (partant de cet état on est sir de pouvoir y revenir) et apériodique
(par exemple : il existe une boucle sur I’état 1 qui permet un retour en 1 coup) Pour les mémes
raisons ’état 2 est récurrent positif et apériodique. L’état 3 est transitoire (on finit toujours par
le quitter vers I’état 4 sans chemin de retour possible) et apériodique. L’état 4 est transitoire
(on finit toujours par le quitter vers I’état 2 sans chemin de retour possible) et apériodique.

3. Les états 1 et 2 communiquent entre eux, de méme pour les états 3 et 4. Il existe donc 2
classes d’équivalence {1,2} et {3,4}. La chaine n’est donc pas irréductible. La classe {1,2} est
récurrente positive et apériodique. La classe {3,4} est transitoire et apériodique. Ainsi, quelque
soit le point départ, on finit toujours par quitter la classe {3,4} pour rester dans la classe {1, 2}.

4. On considere désormais la chaine réduite a sa classe récurrente {1, 2}. Sa matrice de transition

est :
allp a2 1/3 2/3
A= = .
ag1 ao2 1 / 2 1 / 2
Cette chaine est récurrente positive et apériodique d’apres le théoreme (dit d’ergodicité) des

chaines de Markov elle admet une distribution stationnaire unique, I = (71, m2), qui vérifie :
II =1IIA avec m + w2 = 1 et 71, 2 > 0, d’out le systéeme d’équations :

1 n 1
m = -—m+ =7
1 3Tt 5™
2 n 1
Ty = —m+ =T
2 3 1 2 2
T +m = 1,
, . s . 3 4
dont la résolution conduit & la solution : 7 = - et mg = -
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5. On appelle T; le temps de premier retour a 1’état 1. On a alors que

]P’(Tl = 1) = a1 =

| =

2

2 (1\"?1 2 1’“‘10 Cal
3 (3 5 =3(3 . On peut alors

+oo +00 k—1 +o00 k
1 2 1 1 2 1
kzzl (T ="h) 3+3Z(2> 3+3Z<2) ’

k=1

21 1 211 2 /1\?
PT :2 = = —— = — IP)T :3 = = ——— = — — .
, P(Th = 2) = aj2an 333 (Th = 3) = arza22a21 333 3< )

On a alors la généralisation : Vk > 2, P(T} = k)

vérifier que

ce qui confirme que I'état 1 est récurrent positif. On a également que

+oo “+o00 k—1
1 2 1 1 2 1 1 7
E(Ty) = EP(T) = k)= -+ — k(= =4+ - — =1 ==—4+2=—.
() k}_li (T1 = k) 3+3k2:2 (2> 3+3<(1 ; ) 2=t

. . 1
On retrouve bien, sur ce cas simple, la formule générale vue en cours : E(T}) = —.
™

6. Pour calculer A" on va diagonaliser la matrice A. Les valeurs propres de A sont 1 (toujours
5

valeur propre d’une matrice stochastique) et tr(A) — 1= - —1= ~5 On peut prendre comme

6
vecteurs propres respectivement associés & ces 2 valeurs propres : (1,1)" et (4, —3)". La matrice

de passage de la diagonalisation est donc

Q:“ _43].

et son inverse

D’ou
1\" 1\"
n —_—— J— —_—
= - o 4 . = 1 n n
711 =30 1 -1 7 3_3<_> 4+3<_>
. 1 1\"
et donc on a bien que py,1(n) = - 3+4 6 .
3 PR 7 1
7. Quand n — +o00, p1,1(n) = = = 71, et donc on vérifie bien que E(T}) = - = - .
7 A 3 limp 0o pr1(n)
De méme on peut remarquer que lim pyo(n) = = = mo.
n—+4oo” 7

Exercice 12.2 : Ftude d’une chaine de Markov a 6 états

1. Le graphe de transition de cette chaine de Markov est :
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172 273 34

13 14 15

2. Il y a 3 classes d’équivalence {1,2}, {3} et {4,5,6}. La chaine n’est donc pas irréductible. La
classe {1,2} est récurrente positive et apériodique. La classe {3} est transitoire et apériodique.
La classe {4,5,6} est transitoire et périodique de période 3.

3. Soit la distribution initiale 7(0) = (0,0,1/2,0,1/2,0). On a que
(1) =w(0)P =(0,1/8,3/8,0,0,1/2)
que 'on peut déterminer a partir du graphe, et
m(2) =n(1)P = (1/24,2/24 + 3/32,9/32,1/2,0,0) = (1/24,17/96,9/32,1/2,0,0)
que 'on peut également déterminer a partir du graphe.

4. On consideére désormais la chaine réduite a sa classe récurrente positive et apériodique {1, 2}.
Sa matrice de transition est
A { 1/2 1/2 }

1/3 2/3

Cette chaine est récurrente positive et apériodique d’apres le théoreme (dit d’ergodicité) des
chaines de Markov elle admet une distribution stationnaire unique, II = (71, m2), qui vérifie :
II =1IIA avec m + mo = 1 et 71, w2 > 0, d’ou le systéeme d’équations :

1 1
T = §7T1+§7T2
1 2
Ty = §7T1+§772
T+ 7Ty = ]-a

dont la résolution conduit a la solution : 7 = £ et my = £

5. On considere a nouveau la chaine complete et on part maintenant de I’état 3 i.e. de la

distribution initiale 7(0) = (0,0, 1,0,0,0). D’apres le graphe de la chaine, il est clair que P(X,, >

3) = 0 pour tout n > 1. On a donc que P(X,, < 3) =P(X,, =1)+P(X, =2) =1-P(X,, =3).
n

3
Etant donné le graphe de la chaine, on a que P(X,, = 3) = (4) , et donc

P(X, < 3) ;41 - <i>n



Ainsi, a l'aide de la question 5, on obtient donc que

. 2 3
Jlim_m(n) = (m,7m2,0,0,0,0) = (5, 5,0,0,0,0) .

Exercice 12.3 : Marche aléatoire.

1. L’espace des états est £ = Z. Pour étre de nouveau au point de départ apres n étapes, il faut
avoir fait autant de pas vers la droite que vers la gauche : ainsi, n doit étre pair (n = 2m). Il y

(1P

a autant de trajets possibles que de 2m u-plets avec m “d” et m “g”, soit C5,,, et ils sont tous

1 2m 1 2m
de probabilité <2> . Ainsi, pg?) = o <2> (et p(2m+1) 0).

Pour la nature de la série, on utilise un équivalent grace a Stirling :

2m 2m m 2
@m) _ @m)l (INTE @2m)™ oo e N 11
Pxa (m!)2 92 e2m 21 X 2m mm/2mm X 22m [

o 1 .
Alinsi, pgﬂm) ~ ——— terme général tendant vers 0 d’une série divergente entraine que la chaine
™

est récurrente nulle. On démontre sans difficulté qu'une marche aléatoire disymétrique dans Z,
donc telle que p # g, est transiente.

2. L’espace des états est E = Z2. Pour étre de nouveau au point de départ aprés n étapes, il
faut avoir fait dans chacune des 2 directions autant de pas dans un sens que dans 'autre : ainsi,
n doit étre pair (n = 2m). Si il y a 2k pas verticaux (et donc 2m — 2k pas horizontaux), alors il
doit y avoir k pas vers le haut, k pas vers le bas, m — k pas vers la gauche et m — k pas vers la
droite. Ainsi, dans ces cas-la, il y a 022,'; X Cé“k x Oy f% trajets possibles (on a 6’2271‘;I fagons de
choisir les pas verticaux, puis, parmi ceux-ci, on en choisit C’gk vers le haut et, parmi les 2m — 2k
horizontaux on choisit les C3" " —k2k vers la droite par exemple), et ils sont tous de probabilité

2m
1
<4> . Mais, comme k peut prendre toutes les valeurs de 0 a m, il vient

- 2k)! (2m — 2k)! (1"
pgxm) = Z 2 ( ) ( m ')2 <)

— m—2k;) (kD2 ((m — k)2 \ 4
2

m 1 2 - k\2 m 1 m 1

k=0
car Z Z CFCm=k — ¢ (on peut par exemple développer (1+ z)*™ = (1+2z)™(1+
k=0

x)™ des 2 facons, et identifier le coefficient de ™ dans chacune des expressions). Méme conclu-
sion que précédemment.

3. L’espace des états est E = Z3. Pour étre de nouveau au point de départ apres n étapes, il
faut avoir fait dans chacune des 3 directions autant de pas dans un sens que dans I'autre : ainsi,
n doit étre pair (n = 2m). Si il y a 2k; pas dans la direction 1, 2ke pas dans la direction 2 (et
donc 2m — 2k; — 2k pas dans la direction 3), alors il doit y avoir k; pas dans chaque sens de
la direction 1, ko dans ceux de la direction 2 et m — k1 — ko dans ceux de la direction 3. Ainsi,

dans ces cas-la, il y a C%1 X 02k2 oy X C’Qk 8505]32 C’"kalk kzk ) trajets possibles et ils sont



1 2m
tous de probabilité <6> (3 directions et 2 sens dans chacune, donc 6 possibilités a chaque

pas). Il vient alors

am) (2m)! (2m — 2k1)! (2k1)! (2k2)! (2m — 2k1 — 2k2)! (1) 2"
P S 2 R R @R — 2k 2R (B (P (R~ ) ()
= (2m)! 12"
= kgz (kD)2 (k21)2((m — k1 — k2)!)? <6)

On pourrait montrer que I’on peut majorer cette expression par un terme équivalent a

e

m3/2

Ainsi p est le terme général d’une série convergente donc la chaine est transitoire.

Exercice 13.1 : Chaine de victoires.

1. La valeur de X,, n’est fonction que de X,,_; et du résultat du n-iéme match (c’est X, 1 + 1
si le n-iéme match n’est pas perdu et c’est 0 si le n-ieme match est perdu). Ainsi, 'axiome de
Markov est vérifié. De plus, P(X,, =k+ 1| X1 =k)=pr et P(X,, =0 | X1 =k) =1 —pi
indépendants de n donc I'axiome d’homogénéité est aussi vérifié. On a donc bien une chaine de
Markov de matrice de transition (py, ;) avec

ppsij=k+1
Pkj=94 l—prsij=0
0 sinon

On a PXo=0([1y = 1)) = 1 — po, PXo=(T}y = 2]) = po(1 — p1) et, pour n > 3, il faut aller
jusqu’a n—1 matches sans défaites, puis perdre, d’ou P[X(’:O]([To =n]) =pop1 - Pn-2(1—pp-1).
0 est récurrent si et seulement si PO~ ([T < +o0]) = 1.

Or P[XOZO]([TO < +oa]) = plXo=0] (U[TD = k]) — lim Po=0 (O [Ty = k}) avec

n—-+oo
k=1 k=1

pro=0 (U[To = k]) = (1—=po)+ (po—pop1) + - —pop1- " Pn—1=1—1y.
k=1

Ty = Dop1 - - - Pn—1 donc (1) est une suite décroissante de réels positifs, qui converge nécessairement
vers une limite r > 0.
On a donc 0 récurrent si et seulement si r = limpgpy - - - pp—1 = 0.

n

La chaine étant irréductible, tous les états sont de méme nature. Elle admet une distribution
stationnaire si et seulement si elle est récurrente positive.

I—po po O
I—-pr 0 p1 =
On cherche donc a résoudre m = 7P avec P = ) et Z = 1.
- n=0

1—=p2 0 0 po

On obtient, a partir de la deuxieéme équation, T = pgmg, T2 = P1T1,--sTn = Pp—1Tp—1,.--, PUIS
“+00

Ty = POPLITOQ,---, T = PoP1** * Pn_1Tg = Tnmo €t on doit avoir 7 | 1+ Zrn> = 1. On a donc
86 n=1



une solution si et seulement si (Z ) converge et cette solution est alors unique.
La chaine est donc :
— transitoire si lim popy - - pn—1 # 0;
n

— récurrente nulle si lim ppp; - - pr—1 =0 et ( E pop1 -+ - Pn—1) diverge;
n
n

— récurrente positive si (Z POP1 * "+ Pn—1) CONVErge.
n
2. Dans le cas ou p,, = p pour tout n, on ar, = p", avec p €]0, 1], donc la chaine est récurrente po-

+o00
v
sitive, de distribution stationnaire donnée par 7, = p"mg et donc 7o (1 + Z p”) =7 0 —1,
—-D

n=1
soit mp = 1 — p et finalement 7, = (1 — p)p" pour tout n.

1
Le temps moyen de retour a ’état 0 est pyp = — =2 sip= 3 mais, lorsque le temps de retour
0

1
a 0 est n, la longueur de la série est n—1. Ainsi, sip = 2 il y a en moyenne 1 match sans défaite.

Exercice 13.2 : Gestion d’un stock.

L. On a P([Xpi1 = k]/[Xn = i]) = P([s — Yo = k]/[Xn = i]) = P([Y, = s — k]/[Xn = i]) = Hll
si0<s—k<i, iesis—i<k<s P([Xps1 = k]/[X, = 1]) est donc indépendant de n et
I'axiome d’homogénéité est bien vérifié. De plus, la connaissance de Xy, - - , X,,_1 n’apporterait
rien de plus pour déterminer la loi de X,,+1 donc l'axiome de Markov est aussi vérifié et (X))

est bien une chaine de Markov de matrice de transition P = (p;;) ol p;; = 1 sis—i<j<s
i
et 0 sinon. o
2(i + 1) 2 - 2 :

Pour7r<:—ona 7T:— i+1l)=——"——) i=1cet

s+ (s+2) Z ' s+2);( ) (3—1—1)(34—2);
on a aussi :

20+ 1) 1 2 . o,

(7P); E TiPij Z Gr)G+2)itl (S+1)(5+2)(]+ ) = m;. La chaine étan

i=s—j

1rreduct1ble finie, elle admet une unique distribution stationnaire : ¢’est donc (7;) ou
2(i+1)

(s+1)(s+2)

m =

s

avecZz s(s+1) 23—i—1 Z 8+1

Z Z+1

2. N = sz— s+2

doncz (i+1) [s(s+1)(25 +4)] =

1 2 2
W,doncN: ES et pour s = 30, N = 20.

Exercice 13.3 : Les urnes d’Ehrenfest.

1.Sik=0,X1=1etsik=N,X;=N-1.5S11<k<N-1, X; =Fk—1s5ila boule est

k
tirée dans l'urne Ui, ce qui se fait avec la probabilité — et X; = k + 1 si la boule est tirée
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N—k
dans I'urne Us, ce qui se fait avec la probabilité .On adonc X;(2) ={k—1,k+ 1} avec

[P(Xy =k —1) =k/N et P(X; =k +1) = (N — k)/N |

_ 2 _ 2 _
2.Ainsi,sil<k<N—l,IE(Xl):(k—l)x%—%(k—%l)xNNk:k k+Nka+N K

2
soit [IE(X1) =k <1 — N) + 1| et cette relation est encore vraie pour k = 0 et pour k = V.

3. Le passage de X,, & X,,41 se fait de la méme fagon que le passage de Xy a X;. On a donc
P(Xp41 =1X,=0)=P(X,y1 =N-1X,=N) =1, P(X,y1 =¢—1|X,, = q) = ¢/N et
P(Xpt1 =q¢+1|X,, =¢q¢) = (N —¢q)/N si 1 < g < N —1, les autres probabilités étant nulles.

_ 2 2
4. D’apres la question 2, on aIEX"*k(XnH) =k <1 — N>+1 donc | IEX» (Xnt1) = Xp <1 — N> + 11|

D’apres le théoreme de 'espérance totale, puis la linéarité de l’espérance, il vient, en prenant

E(Xn1) = E(X,) <1 - ]2V> +1].

I'espérance des deux membres,

5. La suite (IE(X,)) est donc une suite arithmético-géométrique. On cherche un point fixe

2
éventuel ¢ : ¢ vérifie donc ¢ = ¢ (1 — N) + 1, soit 2¢/N = 1 donc ¢ = N/2. On a alors

2
E(X,t1)—C = (E(X,)—Y) (1 - N> donc la suite (IE(X,,) —¢) est géométrique, et IE(X,,) —¢ =

(E(X,) — 0) <1 - ;)n soit | TB(X,,) = g + <]E(X0) - g) (1 - ;)n .
>

2 2 2\"
Z < <1-— = ‘ -2} =o.
Pour N 2,0 < N S 1 donc 0 <1 N < 1et ngr}rloo(l N> 0. On a donc
. N
G () = 5
[0 1 o0 0 ]
g 0 m
6.Ona P = 0 @ 0 P : avec pp = k/N et ¢ = (N — k)/N.
. T 0
: gv-1 0 pN-1
0 0 1 0 |

7. On a un graphe “en boudins” en alignant les états de 0 & N. Tous les états communiquent :
‘la chaine est donc irréductible

8. Pour 1<j< N -1,

N . .

1 N \N—j+1 N \j+1
D TPy = Wj_lpj_l’jJrﬂj“Pj“’j:QN[(J'—l)N+<j+1 N}
k=0
J

- o <j—(]1\;!@v1)ij>!+j!<J(VN—_jl—)!1)!]_;V@) [z\}+1\]§j]_”j
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N N N
. 1 1
On a aussi ZﬂkPk@ = mN =g et ZT[']CPhN = 7rN_1N = 7. De plus Zﬂ'k =1 (formule
k=0 k=0 k=0
du binéme de Newton) donc ‘7r est bien une distribution stationnaire de la chaine ‘

9. La chalne étant irréductible et finie, on sait alors qu’elle est récurrente. Etant donnée que
I’on a montré qu’elle admet une distribution stationnaire, on a donc que la chaine est récurrente
positive. De plus, d’apres les résultats du cours, la distribution stationnaire 7, trouvée a la ques-
tion précédente, est 1'unique distribution stationnaire de la chaine.

1 2N
10. Le temps moyen de retour & 1'état k est | py = — = —— | Pour k = 0, po = 2V

T (1)
10 210 1024 |
vers +oo quand N — +o0o. Pour N =10, on a pg = 2™ et us = W = 955 soit
5

qui tend

Exercice 13.4 : Lancés d’un dé.

1. Soit Y; le résultat du i-eme lancer. On a que X,+1 = max(X,,Y,+1) ce qui implique que
(X5 )n est une chaine de Markov.

1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6
1/3 1/6 1/6 1/6 1/6
0 0 1/2 1/6 1/6 1/6
0O 0 0 2/3 1/6 1/6
0 0 0 0 5/6 1/6
o 0 0 0 0 1

o

2. L’espace des états est F = {1,2,3,4,5,6} et P =

3. Soit 7(0) = (p1, p2, P3, P4, P5, P6)- On a alors que

7(0) lim P" = (0,0,0,0,0,1)

n——+00

car lim X, =6.Dou:
n——+00

lim P" =
n—-+o0o

SO OO oo
SO OO oo
o O OO oo
SO O O OO
SO OO OO
I T T = S S

Exercice 13.5 : Disponibilité de machines.

1. La connaissance de I’état au n-ieme jour suffit pour déterminer les probabilités d’occupation

des états au (n + 1)-ieme jour et celles-ci sont indépendantes de n. Ainsi, on a bien une chaine

de Markov telle que :

—si X, =0, X,+1 =1 si les 2 machines tombent en panne le n-ieme jour, et X, 1 = 0 sinon,
89



—si X, =1, X;,41 = 1 si la machine en service tombe en panne le n-iéme jour, et X,,41 = 0
sinon.

En notant p;j = P([Xu41 = j]/[Xn = i]), on a po1 = ¢* (les machines fonctionnent
indépendamment) ; poo =1 —¢*; p11=¢q; pro=1-¢q

2 2
()
1-q ¢

On cherche m = (mp, m1) tel que # = 7P et mp + 71 = 1.

2 2
™0 et7TO<1+1

q
—q

L 1—q q°
stationnailre est m = 39 5 |-
l—qg+¢ 1-q+q

Ceci donne m = ¢*mg + g1, soit T = 1 ) = 1. Ainsi, la distribution

2. Le réparateur ne travaillant plus la nuit, il peut y avoir le matin 0, 1 ou 2 machines en pannes.
— si X, =0, on peut avoir X,,11 = 0 (0 panne), X,,41 = 1 (1 panne) ou X, 11 = 2 (2 pannes);
— si X,, = 1, (1 seule machine en service), alors X, ;1 = 0 si elle ne tombe pas en panne le
n-ieme jour, et X, 41 = 1 sinon (I’autre remarchera le lendemain) ;
—si X, = 2, alors X,,11 = 1 car la machine réparée remarchera.

(1-9)?* 29(1—¢q) ¢

On a alors P = 1—gq q 0
0 1 0
m = (1 —¢)*m + (1 — g)m
m=mnP et mg + m + m2 = 1 donne ici : o = ¢ ,
o+ +me=1
2q — ¢ 2q — ¢ 1-—
soit leum), o =q¢?mo et mo [ 1+ 71— 4 +¢?) =1, soit Woziq?).
1—g¢q - 14+qg—q

l-¢  2¢-¢* ¢-¢ )
l+q—¢*" 1+q—¢*" 1+q—¢*)

Ainsi, la distribution stationnaire est m = (
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12 Processus de Poisson - PC14

Enoncés des exercices

Exercice 14.1 : Paradoze des stations de bus

On suppose que les arrivées de bus a une station forment un processus de Poisson d’intensité A,
ce qui n’est pas réaliste, compte tenu de la régulation imposée a un réseau citadin de bus. Un
passager arrive a la station au temps 6 : soient U le temps qui sépare 6 du temps de la prochaine
arrivée et V le temps qui sépare 6 de la derniere arrivée si un bus est passé avant 6, 6 si aucun
bus n’est passé.

1. Déterminer les lois de U et V.

2. Démontrer I'indépendance des v.a. U et V, en calculant P((U > y)N(V > z)) dans chacun
des deux cas: 0 < x < O et x > 0. De I'égalité des lois de U et T', temps aléatoire qui sépare
deux arrivées consécutives, on déduit que quelque soit 'instant d’arrivée a une station de
bus, le temps d’attente moyen est constant. On constate que E(U + V) est distinct de
E(T).

Exercice 14.2 : Traversée d’une route

Sur une route a sens unique, I’écoulement des voitures est poissonnien d’intensité A = é Un
piéton arrive a l'instant t sur le bord de la route.
1. Quelle est la probabilité pour qu’il attende, sachant qu’il lui faut 4 secondes pour traverser ?
2. Quelle est la durée moyenne des intervalles lui permettant de traverser ?

3. Quel est le nombre moyen de voitures qu’il voit passer avant de traverser ?

Exercice 14.3 : Nombre d’occurrences sur un intervalle de temps aléatoire

1. Calculer la loi du nombre aléatoire X d’occurrences d’un processus de Poisson d’intensité
A sur une durée U aléatoire de densité fr;. Application au cas ou U est de loi exponentielle.

2. Déterminer la fonction génératrice gx de X, et en déduire IE(X) et Var(X).

Exercice 14.4 : Radar au bord d’une route
Un radar est placé sur une route ou il passe en moyenne 5 véhicules en exces de vitesse par
heure. On admet que ces véhicules forment un Processus de Poisson (V).

1. Déterminer la probabilité qu’l voiture ait été prise dans le premier 1/4 d’heure sachant
que 2 ont été prises en 1 heure.

2. On suppose ici que la durée de fonctionnement du radar T’ suit une loi exponentielle de
moyenne 100 heures. Déterminer la loi du nombre N de véhicules détectés par le radar et
le nombre moyen de ces véhicules. Pour cela :

- Expliquer la relation PT=Y ([N = k]) = P([N, = k]).

- En utilisant P([N = k]) = / PT=Y(N = k])fr(t)dt, établir que N suit une loi

géométrique sur IN.
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Corrigés des exercices

Exercice 14.1 : Paradoxe des stations de bus

1. Déterminons tout d’abord la loi de V. Il est clair que Vo > 6, P([V > z|) = 0. De plus,
Va € [0,60[, I'événement [V > z| signifie que pendant la durée x précédant 6, il n’y a aucune
arrivée :

P([V > a]) = P([Ng — No—y = 0]) = P([N; = 0]) = e

pour z € [0,0], 0 si x > 0, ou N, est un processus de Poisson d’intensité X\. D’ou une loi de V/,
de forme mixte, définie par :

Fy(z) = (1— e )1 g((%) + 1jg 4 oo(7)-
Déterminons maintenant la loi de U. D’apres ’énoncé, on a que :
P([U > a]) = P([Ngyz — Ng = 0]) = P([N, = 0]) = ™"
car [U > x] signifie que pendant la durée x qui suit 6, il n’y a aucune arrivée.
2. Montrons I'indépendance de U et V en distinguant deux cas :
-si0<z<fety>0:[V>z|N[U >y signifie qu’il n’y a aucune arrivée entre § — z et 0 +y

donc
P([V > z]N[U > y]) = e 0 = e — P([V > 2])P([U > y)).

-sizzflety>0:P([V>zN[U>vy|)=0=P([V>z])P([U > y)).

0
; IE(V) = /0 P(lV > s])ds = %(1 — e ) donc :

Exercice 14.2 : Traversée d’une route

Le piéton arrive au bord de la route & un instant 6. On note U la v.a.r. qui sépare 6 de la
prochaine arrivée de voiture.

1. Le piéton ayant besoin d’au moins 4s pour traverser, il devra attendre si U < 4.
4 4
Or P([U <4]) = / e M dy, = [—e_m]o =1—e* car on a vu & Dexercice 14.1 que U
0

suit la loi exponentielle £(X). Comme A = 1/6, P([U < 4]) =1 — e /5.
La probabilité pour qu’il doive attendre est donc 1 — e 23~ 0, 487.

2. On cherche IEV>4(U) ¢est-a-dire /u [[JU>4] (u) du. On a

P(IU <u]n[U > 4))
P([U > 4])

0 siu<4

= { P(U<U<u)) _ Fy(u)— Fy(4)

P([U > 4}, P(U > 4])

By ) = PU(U <)) =

siu>4



et donc f U>4]( ) = Ju(w) D Ly, 4oof(u) = Ae M 14 4oo] (1) puis

P([U >4

+00 +oo
EV>U) = / e M) gy = / Av+4)e M d
4 0

v=u—4

+0o0 +0o0 1
= / v)\e_)‘”dv+4/ Ne MWdp == +4
0 0 )‘

+o00 +oo
car vAe M dv est Despérance d'une v.a.r. de loi exponentielle E(N) et / e M dy
0

0
Iintégrale de sa densité.
Ainsi, il faut en moyenne 6 + 4 = 10s pour que le piéton puisse traverser.

3. Soit N le nombre moyen de voitures que voit passer le piéton avant de pouvoir traverser la
route. On a

— [N =0]=[U > 4], ou U est le temps entre 'arrivée du piéton et la prochaine voiture;

— [N=1]=[U <4]N[U; > 4] ou U; est le temps entre la premiere et la deuxieme voiture
qui se présentent apres 'arrivée du piéton.

— Plus généralement, [N = k| = [U <4 N[U1 <4]---N[Uk-1 <4 N[Ux > 4] o Uy, est le
temps entre la k-iéme et la (k + 1)-iéme voiture qui se présentent apres l'arrivée du piéton.
Les v.a.xr. U, Uy,--- ,Uy étant toutes indépendantes et de méme loi exponentielle £(A) on a
P(IN=0)=P(U>4]) =e et

PN =) = P(U<AP(U; <4)-- P(Ux1 < DP(Ux > 4])
_ 674)\(1 _ 674)\)k — 672/3(1 _ 672/3)k

(valable aussi pour k = 0). On reconnait la loi géométrique Go(e™2/3) sur IN définie par :

P(X = k) =p(1-pF.

La fonction génératrice de IV est :

ZS P N k’ —2/32 —2/3
—2/3 e—2/3(1 — ¢—2/3
¢ et Gly(s) = (1=e™™)
1—s(1—e2/3) (1 — s(1 — e2/3))2
1— 6_2/3
On a alors B(N) = Gy (1) = —— 55— = e?3 —1~0,948.
e

Le piéton voit donc passer en moyenne 1 voiture avant de traverser.

soit Gn(s) =

Exercice 14.3 : Nombre d’occurrences sur un intervalle de temps aléatoire

ef)\u(Au)k

+00 oo
LP == [P =k U= ot d= [

fu(u) du.

Si U est de loi exponentielle de parametre «,

+0oo g=Au( \q )k 2k +o0
P(IX =k]) = u@ Ty = —a e~ @MUYk gy
0 k! k!

AR 1 A\
= Wy D= < )\) ( @A>
. (Oé+ ) 93 o+ o+




o
Conclusion : X est une variable aléatoire de loi géométrique G < n )\).
«o

2. Par définition, la la fonction génératrice de X est

= = )\us toeo
s) = Z s*P([X = Z fu(u)du = / A=Y o (u) du
k=0 k=0 k! 0

+00 too
Ainsi, ¢ (s) = MueEY f(u) du et g% (s) = A2 £ (u) du e, pour
X ; X

0
= 1, on obtient IE(X) = ¢ (1) = ME(U) et g% (1) = N2 IE(U?) donc var(X) = ¢% (1) + g (1) —
g’X(l) soit var(X) = A2var(U) + AE(U).

1
Si U est de loi exponentielle de parametre a, on a alors IE(U) = — et var(U) = —;, donc
a a
A DD
E(X)=—ce¢t X)=—+—.
(X) ae var(X) a2+a

Exercice 14.4 : Radar au bord d’une route

1. En utilisant successivement les propriétés d’un processus de Poisson (indépendance des ac-
croissements, stationnarité, et Ny de loi P(At)), il vient :

P(N1/4:1‘N1:2) = ( 1/4 1 )_ ( 1/4 1 1/4 )

P(N, = 2) N P(Ny = 2)
PNy =1)P(N1 —Nyyy=1) P(Nyy=1)P(N3y=1)
P(N; = 2) P(Ny =2)
B e_%% e_%%_3><2_3
N e A C4x4 8

2. Si T =t le radar aura enregistré les véhicules de 0 a t et leur nombre est exactement V.

— 1
Ainsi, P5=' = Py, . Avec fr(t) = me*ﬁ 1)0,400(t), on a alors

PN =n)) = [ PPN = fr(t)de = [ PN = ) fr(t)ds

+0c0 n n +00
= / e M (M) Le_ﬁ dt = )\/ t" 6_(A+ﬁ)t dt
0 n! 100 100n! J,

L(n+1)  100"*! nl
1 \n+1 n+1
A+ 135) (100X +1)

1 +0o0
et en posant u = | A+ — | t, on a / t" e_(’\ 100 )t dt =
100 0

(oot 1 100N \" N _
donc P([N =n]) = (100A+ 1"~ 100 +1 \100A+ 1 de la forme pqg". Ainsi, avec A = 5,
1
N suit la loi géométrique Gy 51), et IE(N) = T~ 500 .
p
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