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Fonctions intérieures et vecteurs bicycliques

Par

K. KELLAY

Abstract. We consider weightsω on Z such thatω(n)→ 0 as n→+∞, ω(n)→+∞
as n→−∞, and satisfying some regularity conditions. Set

l2ω =
{

u = (un)n∈Z : ‖u‖ω =
( ∑

n∈Z
|un |2ω(n)2

) 1
2

< +∞
}
,

and denote by Sω : (un)n∈Z→ (un−1)n∈Z the usual shift on l2ω. We show that if∑
n�1

n

lnω(−n)
(2ω(n)−2 − ω(n − 1)−2 − ω(n + 1)−2) < +∞,

then there exists a singular inner function U such that Û = (Û(n))n�0 is not bicyclic
in l2ω, that is, the closure of Span{Sn

ωÛ : n ∈ Z} is a proper subspace of l2ω.

1. Introduction. Un poids ω est une application ω : Z→]0,+∞[ telle que ω(0) = 1 et
vérifiant

0 < inf
n∈Z

ω(n + 1)

ω(n)
� sup

n∈Z
ω(n + 1)

ω(n)
< +∞,

lim
|n|→+∞

ω̃(n)
1|n| = 1 , où ω̃(n) = sup

m∈Z
ω(n + m)

ω(m)
.

Soit l2
ω l’espace de Hilbert des suites u = (un)n∈Z telles que

‖u‖ω =
(∑

n∈Z
|un|2ω(n)2

) 1
2
< +∞.

On note Sω : (un)n∈Z → (un−1)n∈Z le shift usuel sur l2
ω. Puisque ω est un poids, ‖Sn

ω‖ =
ω̃(n)(n ∈ Z) et le spectre de Sω est le cercle unité T. Un sous–espace fermé B de l2

ω est dit
invariant si SωB ⊂ B et il est dit biinvariant si SωB = B. Soit u ∈ l2

ω; on désigne par B(u)
l’adhérence de Span(Sn

ωu , n ∈ Z) dans l2
ω. Le vecteur u est dit bicyclique lorsque B(u) = l2

ω.
Notons que lorsque u n’est pas bicyclique, B(u) est un sous–espace biinvariant non trivial.

Dans le cas où le poids ω vérifie ω(n) = 1 pour n � 0 et ω(n)→+∞ quand n→−∞,
Esterle dans [6, Theorem 5.7] a montré qu’il existe une fonction intérieure singulière U non
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bicyclique dans L2
ω, où

L2
ω =
{

f ∈ L2(T) : ‖ f ‖ω =
(∑

n∈Z
| f̂ (n)|2ω(n)2

) 1
2

< +∞
}
.

Notons que dans ce cas on peut identifier l2
ω à L̂2

ω, où L̂2
ω désigne l’ensemble des trans-

formées de Fourier de L2
ω. D’où le shift Sω sur l2

ω est unitairement équivalent à l’opérateur de
multiplication Tω défini par Tw( f ) = α f pour f ∈ L2

ω, où α : eit → eit . Notons également
que dans le cas où ω(n) = 1 pour tout n ∈ Z, une caractérisation complète des sous–espaces
biinvariants de L2(T) a été donnée par Wiener. Il a montré en particulier que toute fonction
intérieure singulière est bicyclique dans L2(T).

Dans ce travail nous considérons un poids ω tel que ω(n)→ 0 quand n→+∞ et ω(n)→
+∞ quand n→−∞. Nous montrons, sous certaines conditions de régularité sur ω (voir
définition 3.4), que si∑

n�1

n

lnω(−n)
(2ω(n)−2 − ω(n − 1)−2 − ω(n + 1)−2) < +∞,

alors il existe une fonction intérieure singulière U telle que sa transformée de Fourier Û =
(Û(n))n�0 est non bicyclique dans l2

ω. Ceci s’obtient grâce à un résultat de Ahern [1, Theorem
2.5] sur le lien entre les coefficients de Fourier d’une fonction intérieure singulière et son
support.

Lorsque ω(n) = (1+ n)−γ , n � 0, où γ > 0, nous mettons en évidence une fonction

intérieure singulière U telle que Û est non bicyclique dans l2
ω si
∑
n�1

1
n lnω(−n)

converge. Par

contre, lorsque cette série diverge, nous montrons que la transformée de Fourier de toute fonc-
tion intérieure singulière est bicyclique dans l2

ω. Nous terminons ce travail par une application
d’un résultat de Shamoyan [12, Theorem 2] qui nous permet d’avoir l’existence d’une fonc-

tion intérieure singulière U telle que Û est non bicyclique dans le cas où
lnω(−n)√|n| →

n→+∞+∞

et
∑
n�1

| lnω(n)|
n

3
2

converge.

Je tiens à remercier le référé pour ses nombreuses suggestions et remarques fructueuses
qui ont permis d’améliorer ce travail.

2. Notations et preliminaires. On pose ω∗(n) = ω(−n)−1 et on identifie le dual de l2
ω à l2

ω∗
par la formule

〈u, v〉 = ∑
n∈Z

unv−n,
(
u = (un)n∈Z ∈ l2

ω, v = (vn)n∈Z ∈ l2
ω∗
)
.

Soient u = (un)n∈Z ∈ l2
ω et v = (v−n)n∈Z ∈ l2

ω∗ ; puisque〈
S−n
ω u, v

〉 = ∑
m∈Z

umvn−m = (u ∗ v)n (n ∈ Z) ,

alors v est orthogonale à Span(Sn
ωu, n ∈ Z) si et seulement si (u ∗ v)n = 0 pour tout n ∈ Z.
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Une hyperfonction est une fonction analytique sur C\T qui s’annule à l’infini. On notera
par H (T) l’ensemble de toutes les hyperfonctions. Soit ψ ∈H (T), on pose ψ+ = ψ|D,
ψ− = ψ|C\D et on note ψ = (ψ+, ψ−). Les coefficients de Fourier de ψ sont définis par :

ψ+(z) =∑
n�1

ψ̂(n)zn−1 pour |z| < 1 et

ψ−(z) =− ∑
n�0
ψ̂(n)zn−1 pour |z| > 1.

Le support de ψ ∈H (T), noté suppψ, est le plus petit fermé E de T tel que ψ se prolonge
analytiquement sur C\E. On pose

Hω(T) =
ψ ∈H (T) : ‖ψ‖ω∗ =

(∑
n∈Z

|ψ̂(n)|2
ω(−n)−2

) 1
2

< +∞
 .

A v = (vn)n∈Z ∈ l2
ω∗ , on associe les fonctions

v+(z) = ∑
n�1

vnzn−1 pour |z| < 1 et v−(z) = −∑
n�0

vnzn−1 pour |z| > 1.

On pose ṽ = (v+, v−). La transformée de Fourier F : ψ→ ψ̂ = (ψ̂(n))n∈Z est une bijection
de Hω(T) vers l2

ω∗ et F−1(v) = ṽ.

Soit µ une mesure positive singulière sur T. On définit la fonction intérieure singulière U
associée à µ par

U(z) = exp

 1

2π

2π∫
0

z + eit

z − eit
dµ(t)

 .
Puisque

∑
n�0
|Û(n)|2 = 1, il est clair que Û = (Û(n))n�0 ∈ l2

ω lorsque sup
n�0

ω(n) < +∞.

On définit l’hyperfonction U∗ associée à U par

U∗(z) = 1

U(z)
− 1

U(∞) , z ∈ C\T,

où U(∞) = exp
(

1

2π

2π∫
0

dµ(t)

)
. Notons que le support de U∗ est le support de la mesure µ

et que
∑
n�0
|Û∗(n)|2 < +∞. Mentionnons aussi que Û ∗ Û∗ = 0, [6, Lemme 3.7], donc pour

montrer que Û est non bicyclique dans l2
ω, il suffit de montrer que U∗ ∈Hω(T).

3. Fonction interieure non bicyclique. On dira qu’une suite (xn)n�0 est concave lorsque
2xn � xn−1 + xn+1 pour n � 1. Elle est dite log–concave si la suite (ln xn)n�0 est concave.

On a besoin des lemmes suivants.

Lemme 3.1. Soit (ω(n))n∈N une suite telle que ω(0) = 1, ω(n) →
n→+∞ 0, (ω(n)−2)n�0 est

concave et
ω(n)−2

n
→

n→+∞ 0. Alors, il existe une fonction positive Ωω sommable sur [0, 1] telle
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que pour tout n � 1

ω(n)−2 − ω(n − 1)−2 =
1∫

1− 1
n

Ωω(r)dr.

P r e u v e. Soit (an)n�1 une suite positive, décroissante et lim
n→+∞ an = 0. On pose

A(r) = k(k + 1)(ak − ak+1) pour 1− 1

k
� r � 1− 1

k + 1
.

On a pour tout n � 1

an = ∑
k�n

ak − ak+1 = ∑
k�n

1− 1
k+1∫

1− 1
k

A(r)dr =
1∫

1− 1
n

A(r)dr.

La suite (ω(n)−2)n�0 est concave, donc la suite (an )n�1 = (ω(n)−2−ω(n − 1)−2)n�1 est positive

décroissante et an �
ω(n)−2

n
→ 0 quand n→+∞. ��

Soient f et g deux fonctions à valeurs positives définies sur (a,b). On utilisera la notation
f(r) � g(r), lorsqu’il existe deux constantes c > 0 et C > 0 telles que c f(r) � g(r) � C f(r)
pour tout r ∈ (a, b).

Lemme 3.2. Soit (ω(n))n�0 une suite vérifiant les conditions du lemme 3.1. Alors pour
toute fonction intérieure singulière, il existe c > 0 et C > 0 telles que

c
∑
n�1

|Û(n)|2
ω(n)2

�
1

2π

1∫
0

2π∫
0

1− |U(reiθ)|2
1− r

Ωω(r)drdθ � C
∑
n�1

|Û(n)|2
ω(n)2

.

P r e u v e. ∑
n�1

|Û(n)|2
ω(n)2

=
∑
n�1

|Û(n)|2
∑

1�k�n

(
1

ω(k)2
− 1

ω(k − 1)2

)
=
∑
k�1

(
1

ω(k)2
− 1

ω(k − 1)2

)∑
n�k

|Û(n)|2

=
∑
k�1

(∑
n�k

|Û(n)|2
) 1∫

1− 1
k

Ωω(r)dr

=
1∫

0

Ωω(r)
∑

1�k� 1
1−r

(∑
n�k

|Û(n)|2
)

dr.

D’après [1, Lemma 3.1], on a

1

2π

2π∫
0

1− |U(reiθ)|2
1− r

dθ �
∑

1�k� 1
1−r

(∑
n�k

|Û(n)|2
)
,

ce qui achève la preuve du lemme. ��
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R e m a r q u e 3.3. Soit ϕ ∈H (T). On pose ϕ+ = ϕ|D, la restriction de ϕ au disque unité

D, et ϕ−(z) = 1
zϕ
(

1
z

)
, pour 0 < |z| < 1. Lorsque (ω(−n))n�0 et (nω(n))n�0 sont log–concaves

et tendent vers l’infini, on sait d’après [6, Lemma 5.2], qu’il existe β+ et β− deux fonctions
continues à valeurs dans (0,+∞) et sommables sur [0,1] telles que ω(n) � ωβ+(n) pour n � 0
et nω(n) � ωβ−(n) pour n � 0, où

ωβ±(n) =
(

1∫
0

r2|n|β±(r)dr

)− 1
2

.

Il découle immédiatement de [6, Lemma 5.4] qu’il existe c > 0 et C > 0 telles que

c‖ϕ‖2
ω∗�

1

2π

1∫
0

2π∫
0

(|ϕ+(reiθ)|2β+(r)+ |(ϕ−)′(reiθ )|2β−(r)
)
r2drdθ � C‖ϕ‖2

ω∗ .

D é f i n i t i o n 3.4. Soit ω un poids; on dit que que ω vérifie la condition S si

S1 : ω(n) →
n→+∞ 0, (ω(n)−2)n�0 est concave et

ω(n)−2

n
→

n→+∞ 0.

S2 :
ω(−n)

nα
→

n→−∞+∞ et
(
ω(−n)

nα

)
n�1

est log–concave pour un certain α > 1
2 .

S3 :
(

lnω(−n)

nβ

)
n�1

est décroissante pour un certain β < 1
2 .

Nous sommes alors en mesure de démontrer le théorème suivant.

Théorème 3.5. Soit ω un poids vérifiant S. Si∑
n�1

n

lnω(−n)
(2ω(n)−2 − ω(n − 1)−2 − ω(n + 1)−2) < +∞,(3.1)

alors il existe une fonction intérieure singulière U telle que Û est non bicyclique dans l2
ω.

P r e u v e. On pose ωα(n) = ω(−n)/nα pour n � 1. Soit v(r) = sup
n�1

rnωα(n) (0 < r < 1) et

soit h(r) = r ln v(1− r). Puisque ω satisfait S2 et S3, la fonction h est continue sur [0, 1],
croissante, h(0) = 0, h(r1 + r2) � h(r1)+ h(r2) et

h(r)

r
→

r→0+
+∞ (voir [10, Lemme 2.1]).

Selon le théorème de Ahern [1, Theorem 2.5], il existe une mesure singulière µ telle que son
module de continuité

ρµ(t) := sup{µ([θ, θ + t)) : 0 � θ � 2π} = O(h(t))(t→ 0+)
et la fonction intérieure singulière U associée à µ vérifient

1− 1

2π

2π∫
0

|U(reiθ)|2dθ � 1− r

δ(r)
,(3.2)

où

δ(r) = inf
{
δ :

h(δ)

δ2
�

1

1− r

}
, 0 � r < 1.

Archiv der Mathematik 77 17
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Puisque ρµ(1− r) = O(h(1− r))(r → 1−), il résulte de l’inégalité de Shapiro [13] que

|U(reit)| � exp
(
−C

h(1− r)

1− r

)
= v(r)−C , r < 1,(3.3)

pour une certaine constante C > 0. Sans perte de généralité, on supposera que C = 1 (con-
sidérer la mesure µ/C au lieu de µ).

Considérons maintenant l’hyperfonction U∗ donnée par

U∗(z) = 1

U(z)
− 1

U(∞) (z ∈ C\T).
Notons que

v(r) = rnωα(n) pour r ∈
[
ωα(n − 1)

ωα(n)
,

ωα(n)

ωα(n + 1)

]
,

car ω vérifie la condition S2 (voir [10, Lemme 2.1]). En combinant ceci avec (3.3), et les
inégalités de Cauchy appliquées à U∗|D, on a pour tout n � 1, |Û∗(n)| � const ωα(n) et α > 1/2.
Donc ∑

n�0

|Û∗(n)|2
ω(−n)2

< +∞.

D’autre part, d’après le lemme 3.2 et l’inégalité (3.2)∑
n�−1

|Û∗(n)|2
ω(−n)2

� Const
∑
n�1

|Û(n)|2
ω(n)2

� Const
1

2π

1∫
0

2π∫
0

1− |U(reiθ)|2
1− r

Ωω(r)drdθ

� Const

1∫
0

Ωω(r)

δ(r)
;

le lemme 3.6 ci-dessous permet alors de conclure. ��
Lemme 3.6. La condition (3.1) est satisfaite si et seulement si,

1∫
0

Ωω(r)

δ(r)
dr < +∞.

P r e u v e. Supposons que (3.1) est satisfaite. Soit K la fonction continue, affine sur les

intervalles [n,n+ 1] et telle que K(n)= lnω(−n)

n
. La fonction K est strictement décroissante

sur [1,+∞[ et lim
n→+∞ K(n) = 0. On pose alors N(δ) = K−1(2δ) pour 0 < δ <

lnω(−1)

2
.

D’après [10], on a δN(δ)→
δ→0
+∞ et pour δ proche de 0+,

ln v(1− δ) �
1

2
ln

1

1− δ N

(
ln

1

1− δ
)
.
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Puisque δ(r) = inf
{
δ :

ln v(1− δ)
δ

�
1

1− r

}
et δ(r) →

r→1−
0, pour r proche de 1−,

δ(r) � Const inf
{
δ : N(δ) �

1

1− r

}
� Const K

(
1

1− r

)
.

Donc
1∫

0

Ωω(r)

δ(r)
� Const

1∫
0

Ωω(r)

K(1/(1− r))
dr

� Const
∑
n�1

1

K(n)

1− 1
n+1∫

1− 1
n

Ωω(r)dr

� Const
∑
n�1

n

lnω(n)
(2ω(n)−2 − ω(n − 1)−2 − ω(n + 1)−2).

Réciproquement, si

1∫
0

Ωω(r)

δ(r)
dr < +∞, on pose M(δ) = K−1(δ/2), 0 < δ < 2 lnω(−1).

Selon [10], on a δM(δ)→
δ→0
+∞ et pour δ proche de 0+,

ln v(1− δ) � ln
1

1− δM

(
ln

1

1− δ
)
.

Donc δ(r) � Const K

(
1

1− r

)
, et

1∫
0

Ωω(r)

δ(r)
� Const

1∫
0

Ωω(r)

K(1/(1− r))
dr

� Const
∑
n�1

n

lnω(n)
(2ω(n)−2 − ω(n − 1)−2 − ω(n + 1)−2),

ce qui termine la preuve du lemme. ��
R e m a r q u e 3.7. Lorsque ω(n) = (1+ |n|)γ , n � 0, pour un certain γ > 1, la condition

(3.1) devient ∑
n�2

(
n(ln n)2(ω(n))2

)−1
< +∞,

et on peut alors choisir ω(n) = (ln(n + e))−(ε+1/2), n � 0, pour un certain ε > 0.

4. Apparition et disparition de fonction interieure bicyclique. Soit N la classe de Nevan-
linna, l’ensemble de toutes les fonctions analytiques sur D qui s’écrivent comme quotient de
deux fonctions de H∞(D). Si f ∈ N\{0}, on note D( f ) le P.G.C.D des facteurs intérieurs des
fonctions g ∈ H∞(D) telles que g f ∈ H∞(D).

17*
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La classe de Smirnov N+ est l’ensemble de toutes les fonctions f ∈ N dont le dénominateur
de f est une fonction extérieure.

Soit A (D) l’algèbre des fonctions analytiques sur D et continues sur D. On pose

A∞(D) = { f ∈ A (D) : f (n) ∈ A (D) pour tout n � 0}.
Soit γ > 0, on pose

Bγ =
{

f holomorphe sur D :
∑
n�0

| f̂ (n)|2
(1+ n)2γ

< +∞
}
.

Soit E un ensemble fermé de T; on dit que E est un ensemble de Carleson lorsque
2π∫
0

log
(

2

dist(eit, E)

)
dt < +∞.

Taylor et Williams [16] ont montré que E est un ensemble de Carleson si et seulement si il
existe une fonction non nulle f ∈ A∞(D) extérieure plate sur E, c’est–à–dire f (n)|E ≡ 0 pour
tout n ∈ N.

Notons aussi que Shapiro–Korenblum et Roberts [14], [11], [17], [15] ont montré qu’une
fonction intérieure singulière U est cyclique dans Bγ pour le shift, Span{znU : n ∈ N} = Bγ , si
et seulement si la mesure singulière µ associée à U ne porte pas de masse sur aucun ensemble
de Carleson (i.e. µ(E) = 0 pour tout ensemble E de Carleson).

Lorsque le poids ω vérifie ω(n) = e|n|/ln(1+|n|), n � 0 et ω(n) = (1+ n)−
1
2 , n � 0, Esterle et

Volberg, dans [7], [9], ont donné une caractérisation complète des sous–espaces biinvariants
pour le shift dans l2

ω. Ils ont montré en particulier que la transformée de Fourier de certaines
fonctions intérieures singulières (les fonctions Bergman-intérieures qui ne s’annulent pas
sur D) ne sont pas bicycliques dans l2

ω. Pour certains poids non–quasianalytiques, on a le
théorème suivant :

Théorème 4.1. Soit ω un poids vérifiant S2 et S3 et tel que ω(n) = (1+ n)−γ , n � 1, pour
une certaine constante γ > 0. Alors la transformée de Fourier de toute fonction intérieure
singulière est bicyclique dans l2

ω si et seulement si∑
n�1

1

n lnω(−n)
= +∞.(4.1)

P r e u v e. Supposons que la condition (4.1) est satisfaite. On fera un raisonnement par
l’absurde et on supposera donc qu’il existe une fonction intérieure singulière U telle que Û
est non bicyclique dans l2

ω. On pose(
l2
ω

)+ := {(un)n∈Z ∈ l2
ω : un = 0 pour n < 0

}
.

Il est clair que Û n’est pas cyclique dans (l2
ω)
+, et, d’après le théorème de Roberts [17,

Theorem 2.2], on peut supposer que

U(z) = exp
1

2π

2π∫
0

z + eit

z − eit
d

(∑
i�1

µi(t)

)
,

où chaque µi est une mesure singulière dont le support est un ensemble de Carleson Ei .
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On pose pour m � 1

Um(z) = exp
1

2π

2π∫
0

z + eit

z − eit
d

(∑
i�m

µi(t)

)
.

Puisque Û n’est pas bicyclique, il existe une hyperfonction non nulle ϕ ∈Hω(T) telle que
Û ∗ ϕ̂ = 0. Donc

\

(
U

Um

)
∗ (Ûm ∗ ϕ̂) = Û ∗ ϕ̂ = 0.

Il découle alors de [6, Proposition 3.12] que (Ûm ∗ ϕ̂)+ ∈ N et D((Ûm ∗ ϕ̂)+) divise la fonction

intérieure U/Um . Donc le support de l’hyperfonction Um .ϕ :=^Ûm ∗ ϕ̂ est contenu dans E =
∪

1�i�m−1
Ei , et E est un ensemble de Carleson. En fait, Um .ϕ = 0. En effet, puisque le support

de Um .ϕ est un ensemble de Carleson, et que les coefficients de Fourier vérifient

|[Um .ϕ(n)| � Const
(1+ |n|)γ (n � 0) et |[Um .ϕ(n)| � Const ω(−n) (n � 0) ,

et comme ∑
n�1

1

n lnω(−n)
= +∞,

il résulte de [10, Theorem 2.3] que (Ûm ∗ ϕ̂)+ ∈ N+. Donc le dénominateur de (Ûm ∗ ϕ̂)+
est une fonction extérieure, mais d’après ce qui précède, on a forcément Um .ϕ = 0.

D’autre part, u→ 〈u, ϕ̂〉 est une forme linéaire continue sur l2
ω. Puisque

[Um .ϕ(k) =
〈
S−k
ω Ûm, ϕ̂

〉
pour k ∈ Z,

et lim
m→+∞‖Um − 1‖H2 = 0, alors

lim
m→+∞
[Um .ϕ(k) = ϕ̂(k) pour tout k ∈ Z.

Or, Um .ϕ = 0 et ϕ est supposée être non nulle, ce qui est absurde. Donc, Û est bicyclique
dans l2

ω.

Réciproquement, si
∑
n�1

1

n lnω(−n)
< +∞, on a n2 = O(ω(−n))(n→+∞). On pose

ωα(n) = ω(−n)/nα, n � 0, pour un certain α > 1/2. Il est clair que
∑
n�1

1

n lnωα(−n)
est aussi

convergente. Il est montré dans [10, Théorème 2.2] qu’il existe un ensemble de Carleson E
et une fonction intérieure singulière U dont l’hyperfonction U∗ associée vérifie

|Û∗(n)| = O(ωα(−n))(n→+∞) et
∑
n�0
|Û∗(n)|2 < +∞.

Soit une fonction f de A∞(D), non nulle et plate sur E. On pose f.U∗ :=^f̂ ∗ Û∗.
On a sup

n�−1
| f̂.U∗(n)||n|p < +∞, pour tout p � 0, [5, Lemma 4.11], et | f̂.U∗(n)| =

O(ωα(−n))(n→+∞), [4, Lemma 2.1]. Donc f.U∗ ∈Hω(T) et supp f.U∗ = E (voir [4]),
ce qui implique que f.U∗ est non nulle. Selon [6, Lemma 3.7], Û ∗\( f.U∗) = 0 et donc Û est
non bicyclique dans l2

ω, ce qui achève la preuve du théorème. ��
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Soit F un sous–espace fermé de (l2
ω)
+ = {u ∈ l2

ω : un = 0 pour n < 0}. On pose

F̃ =
{

f holomorphe sur D : f(z) = ∑
n�0

unzn avec (un)n�0 ∈ F

}
.

On dira qu’un sous–espace fermé F de (l2
ω)
+ possède la propriété de division si la fonction

fλ : ζ → f(ζ)− f(z)

ζ − z
appartient à F̃ pour tout f ∈ F̃ et tout λ ∈ D tels que f(λ) = 0. Esterle

et Volberg dans [8] ont montré que si (ω(n))n�0 est log–concave,∑
n�0

| lnω(n)|
1+ n

3
2

< +∞,(4.2)

et si
logω(n)√|n| −→

n→−∞ +∞, alors F = ∨
n�0

Sn
ω(F)∩ (l2

ω)
+ pour tout sous–espace fermé F de (l2

ω)
+

possédant la propriété de division, où
∨
n�0

Sn
ω(F) désigne le sous–espace fermé engendré par

∪
n�0

Sn
ω(F).

Mentionnons également que Domar, dans [3], a donné l’existence d’un sous–espace bi-

invariant non trivial pour Sω lorsque le poids ω vérifie lnω(n)− lnω(n + 1) = O(n−
1
2 )(n→

+∞), inf
n<0

lnω(n)√|n| > 0 et satisfait (4.2).

Le théorème suivant montre, sous certaines conditions de régularité, que le sous–espace
biinvariant peut être engendré par la transformée de Fourier d’une fonction intérieure sin-
gulière.

Théorème 4.2. Soit ω un poids tel que (ω(n))n�0 est décroissante et
logω(n)√|n| →

n→−∞+∞.

Si la condition (4.2) est satisfaite, alors il existe une fonction intérieure singulière U telle que
Û est non bicyclique dans l2

ω.

P r e u v e. On pose Wα(n) = ω(n)

(1+ n)α
, n � 0. Puisque (Wα(n))n�0 est décroissante et∑

n�0

| ln Wα(n)|
1+ n

3
2

< +∞, le théorème de Shamoyan [12, Theorem 2] donne l’existence d’une

hyperfonction ϕ telle que
1. suppϕ = {1},
2. ϕ− ∈ H∞(C\D),
3. ϕ+ est dans la classe de Nevanlinna
4. la limite radiale ϕ+∗ ∈ L1(T), où ϕ+∗ (e

it) := lim
r→1−

ϕ+(reit), avec

ϕ̂+∗ (n) = 0 (n � 0), ϕ̂+∗ (n) = −ϕ̂(n + 1) et |̂ϕ+∗ (n)| � Wα(−n) (n � −1).

Puisque ϕ+ ∈ N , il existe c > 0 telle que ln |̂ϕ(n)| = O(c
√

n)(n→+∞) (voir [2]), et
comme α > 1/2, alors ϕ ∈Hω(T).

D’autre part, suppϕ = {1} et ϕ+ ∈ N , donc D(ϕ+) divise la fonction intérieure U(z) =
exp d

z + 1

z − 1
, pour un certain d > 0.

Notons également que ϕ− ∈ H∞(C\D),
ϕ−∗ (e

it) := lim
r→1−

ϕ−(eit/r) = − ∑
n�−1

ϕ̂(n + 1)eint .
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On a ϕ̂−∗ (n) = 0 pour n � 0 et ϕ̂−∗ (n) = −ϕ̂(n + 1) = ϕ̂+∗ (n) pour n � −1, alors ϕ∗ = ϕ+∗ −
ϕ−∗ = 0. D’après ce qui précède, ϕ+ est dans la classe de Nevanlinna, D(ϕ+) divise U et
ϕ∗ = 0. Il résulte alors de [6, Proposition 3.12] que Û ∗ ϕ̂ = 0. Puisque ϕ ∈Hω(T) et ϕ est
non nulle, Û est alors non bicyclique dans l2

ω. ��
R e m a r q u e 4.3. La condition (4.2) est optimale pour obtenir le théorème 4.2. Considérons

un poidsω tel que (1/ω(n))n�0 est une suite strictement croissante, log–concave et qui tend vers

l’infini. Si
∑
n�0

| lnω(n)|
1+ n

3
2

= +∞, alors la transformée de Fourier de toute fonction intérieure

singulière est bicyclique dans l2
ω.

En effet, soit ϕ ∈Hω(T) telle que Û ∗ ϕ̂ = 0. Selon [6, Proposition 3.12], ϕ+ ∈ N ,
D(ϕ+) divise U et ϕ∗ = 0. D’autre part, ϕ− ∈ H2(C\D), donc ϕ−∗ ∈ L2(T) et ϕ−∗ (e

it) =
− ∑

n�−1
ϕ̂(n + 1)eint . Puisque ϕ∗ = ϕ+∗ − ϕ−∗ = 0, alors

ϕ̂+∗ (n) = ϕ̂−∗ (n) = −ϕ̂(n + 1) pour n � −1 et ϕ̂+∗ (n) = 0 pour n � 0.

Par conséquent, |̂ϕ+∗ (n)| � ω(n), avec
∑
n�0

| lnω(n)|
1+ n

3
2

= +∞, et comme ϕ+ ∈ N avec ϕ+∗ ∈
L2(T), alors selon [12, Corollary 2], ϕ+ est dans H1. Puisque ϕ̂+∗ (n) = 0 pour n � 0, alors
nécessairement ϕ est nulle. D’où Û est bicyclique.
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