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Fonctions intérieures et vecteurs bicycliques

Par

K. KELLAY

Abstract. We consider weights w on Z such that w(n) — 0 as n — 400, w(n) — +00
as n — —oo, and satisfying some regularity conditions. Set

1
2
1620 = {u = (Uplnez : lullo = ( Z |Mn|2a)(n)2) < +00}a

nez

and denote by S, : (uy)nez — (Up—1)nez the usual shift on l(%,. We show that if

X:L(Zw(n)*2 —w(n — 1)72 —w(n+ 1)72) < 400,
Inw(—n)

n=1

then there exists a singular inner fur}gtion U such that U = (l7 (n))n=o is not bicyclic
in lZ), that is, the closure of Span{S] U : n € Z} is a proper subspace of l(%,.

1. Introduction. Un poids w est une application w : Z —]0, +o0[ telle que w(0) =1 et
vérifiant

0< infw(n+1) =su @l +1)
nez  w(n) nez, (1)

< 400,

1
lim @m)M =1, ou @)= sup M
[n]— 400 mez. w(m)

Soit lf) I’espace de Hilbert des suites u = (u,),cz telles que

1

2
lullo = <Z Iunlzw(n)z) < +o00.
nez

On note S, : (u,)nez — (Up—1)nez le shift usuel sur lf). Puisque w est un poids, [|S}| =
@(n)(n € Z) et le spectre de S, est le cercle unité T. Un sous—espace fermé B de [2 est dit
invariant si S,,B C B et il est dit biinvariant si S,B = B. Soit u € [%; on désigne par B(u)
I’adhérence de Span(S'u , n € Z) dans I2. Le vecteur u est dit bicyclique lorsque B(u) = I2.
Notons que lorsque u n’est pas bicyclique, B(u) est un sous—espace biinvariant non trivial.

Dans le cas ou le poids w vérifie w(n) = 1 pour n = 0 et w(n) — +oo quand n — —oo,
Esterle dans [6, Theorem 5.7] a montré qu’il existe une fonction intérieure singuliere U non
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bicyclique dans L2, ou

1
. 2
L2 = {f e LX(T) : || fllo = (% If(n)lzw(n)z) < +oo}.

Notons que dans ce cas on peut identifier /2 a4 L2, ot L2 désigne 1’ensemble des trans-
formées de Fourier de L2. Dol le shift S,, sur /2 est unitairement équivalent a 1’opérateur de
multiplication 7,, défini par T,,(f) = of pour f € L2, ol « : e — ¢". Notons également
que dans le cas ou w(n) = 1 pour tout n € Z, une caractérisation complete des sous—espaces
biinvariants de L>(T) a été donnée par Wiener. Il a montré en particulier que toute fonction

intérieure singuliére est bicyclique dans L*(T).

Dans ce travail nous considérons un poids w tel que w(n) — 0 quand n — 400 et w(n) —
400 quand n — —oo. Nous montrons, sous certaines conditions de régularité sur w (voir
définition 3.4), que si

n ) -2 -2
Y ——Qom 7 —wn -1 =@+ 1)) < too,
In w(—n)

n=1
alors il existe une fonction intérieure singuliere U telle que sa transformée de Fourier U=
(U(n))uzo est non bicyclique dans /2. Ceci s’ obtient grice a un résultat de Ahern [1, Theorem
2.5] sur le lien entre les coefficients de Fourier d’une fonction intérieure singuliere et son
support.

Lorsque w(n) = (1+n)7%, n=0, ou y> 0, nous mettons en évidence une fonction

intérieure singuliere U telle que U est non bicyclique dans 72 si converge. Par

=11 nw(—n)
contre, lorsque cette série diverge, nous montrons que la transformée de Fourier de toute fonc-
tion intérieure singuliére est bicyclique dans /2. Nous terminons ce travail par une application
d’un résultat de Shamoyan [12, Theorem 2] qui nous permet d’avoir I’existence d’une fonc-
In w(—n)

_— = o
,/|n| n—>+oo+

tion intérieure singuliere U telle que U est non bicyclique dans le cas ou
Inw(n)|

ety |7} converge.
nzl  p2

Je tiens a remercier le référé pour ses nombreuses suggestions et remarques fructueuses
qui ont permis d’améliorer ce travail.

2. Notations et preliminaires. On pose w,(n) = w(—n)~' et on identifie le dual de 7 a I
par la formule

(M, U) = Z UpV_p, (M = (un)nEZ € lia v= (vn)nGZ € li*) .
nez

Soient u = (uy)nez € I, €t v = (V_,)uez € L2, ; puisque

<S;"u, v) = > UpVypm = Wxv), M EZ),

mez

alors v est orthogonale a Span(S’u, n € Z) si et seulement si (u * v), = 0 pour tout n € Z.
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Une hyperfonction est une fonction analytique sur C\T qui s’annule a I’infini. On notera
par . (T) I’ensemble de toutes les hyperfonctions. Soit ¢ € #(T), on pose ¥ = ¥p,
V¥~ = Yc\p et on note Y = (¥*, ¥7). Les coefficients de Fourier de v sont définis par :

Vi@ =Y ¥z pourfz < 1 et

n=1

V() =— Y ¥(m)z"" pour |z| > 1.

n=0

Le support de ¢ € 7(T), noté supp ¥, est le plus petit fermé E de T tel que v se prolonge
analytiquement sur C\ E. On pose

1
I
Ho(T) = 10 € D) 2 [, = (Z%) < 400

nez
_ 2 : :
Av= (v,)ez €[, on associe les fonctions

vi(2)= Y vz lpourzl <1 et v (z)=— ) v,z" ' pour|z| > L.
nzl1 n=0
On pose ¥ = (v*, v7). La transformée de Fourier .% : ¥ — 127 = (@\(n)),,ez est une bijection
de A, (T) vers I2_et 7' (v) = 1.

Soit © une mesure positive singuliere sur T. On définit la fonction intérieure singuliere U
associée a u par

2
1 z +eir
U(z) = exp E/Z — du(r)
0

Puisque 3 |U(n)|* = 1, il est clair que U = (U(n)),=0 € I2 lorsque sup w(n) < +oc.

n=0 n=0
On définit I’hyperfonction U* associée a U par
U (z) = ! ! € C\T
R ERTCI M

1 27
ol U(oco) = exp <2— I du(t)). Notons que le support de U* est le support de la mesure p
)

et que Y |ﬁ(n)|2 < 4o00. Mentionnons aussi que UxU* =0, [6, Lemme 3.7], donc pour

n=0

montrer que U est non bicyclique dans /2, il suffit de montrer que U* € J#,(T).

3. Fonction interieure non bicyclique. On dira qu’une suite (x,),=¢ est concave lorsque
2X, = X,_1 + X,41 pour n = 1. Elle est dite log—concave si la suite (Inx,),=( est concave.
On a besoin des lemmes suivants.

Lemme 3.1. Soit (w(n)),en une suite telle que w(0) =1, w(n) = 0, (w(m)2),=o est
-2
concave et

0. Alors, il existe une fonction positive §2,, sommable sur [0, 1] telle
n n—+00
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que pour toutn = 1
1

o) —wm—-1)7= [ 2,0adr
=%

Preuve. Soit (a,),=) une suite positive, décroissante et 11m a, = 0. On pose
ﬂ*)

1
1——.
k+1

lIA

A(r) = k(k + )(ax — ary1) pour 1 — . =7

On a pour tout n = 1
.

fk A(r)ydr = fl A(r)dr.
I-5

a, =
(w(n)? —w(n — 1)72),=z, estpositive

Zak—a/m: Z
k=n k=n

=

La suite (w(n)~2),=( est concave, donc la suite (a,, ) =1
-2
() — Oquand n — +o00. O

décroissante et a, =
Soient f et g deux fonctions a valeurs positives définies sur (a,b). On utilisera la notation

fr) < g(;.’) lorsqu’il existe deux constantes ¢ > 0 et C > 0 telles que cf(r) = g(r) = Cf(r)
pour tout r € (a, b)
Lemme 3.2. Soit (w(n)),=¢ une suite vérifiant les conditions du lemme 3.1. Alors pour

toute fonction intérieure singuliére, il existe ¢ > 0 et C > 0 telles que
|Um)?

1 27
1 — |U(re)|?
- Q.("drdo = C :
// 1—r (r)dr ; w(n)?

TP _ 1

i

n=1

Preuve.
\U(n))? 1 1
2 =2 0F 3 (w(k)z T k= 1)2)
nz1 nz1

w(n)? erei
Y 1UmP

1
=2 (w(k)z T wk— 1) ) £

k=1

=> (Z 1U(n)| ) / 2,(rdr
k=1 n=k
(Z |L7(n)|2) dr

n=k

/.Q(r) >

1sks

D’apres [1, Lemma 3.1], on a
1 1= 10ee)p
— |U(re' ~
— | —————df =< 2
= T 21 (;IU(n)I),
I=k= L V1=

0

ce qui acheve la preuve du lemme
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Remarque 3.3. Soit ¢ € 77(T). On pose ¢, = ¢p, la restriction de ¢ au disque unité

D, etg_(z) = 19 (£), pour 0 < |z| < 1. Lorsque (w(—n)),=o et (n(n)),=o sont log-concaves
et tendent vers I’infini, on sait d’apres [6, Lemma 5.2], qu’il existe B, et f_ deux fonctions
continues a valeurs dans (0, 4+-00) et sommables sur [0, 1] telles que w(n) < wg, (n) pour n = 0
et nw(n) < wg_(n) pour n = 0, ou

[SE

wp,. (n) = <0f1 rz‘”‘ﬁi(r)dr)

11 découle immédiatement de [6, Lemma 5.4] qu’il existe ¢ > 0 et C > O telles que

1 127 . , )
clol?, = 7 [ [ (@5 e®)PB(r) + (@) (re®) PB_(r))r*drdd = Cllgll;,, .
00

Définition 3.4. Soit w un poids; on dit que que w vérifie la condition S si
w(n)=? 0

St twm) — 0, (wn)?),= est concave et
n——+00 n n——+00

w(—n) w(—n) . 1
A — +ooet est log—concave pour un certain « > 5.
n« n—>—o00 =1
In w(—n) L. . |
Ss: — est décroissante pour un certain 8 < 3
n nzl1

Nous sommes alors en mesure de démontrer le théoréme suivant.

Théoreme 3.5. Soit w un poids vérifiant S. Si

(3.1) Z#(Zw(n)_z — =1 — o+ 1)2) < +o0,

=1 no(=n)
alors il existe une fonction intérieure singuliere U telle que U est non bicyclique dans 12
Preuve. On pose w,(n) = w(—n)/n® pour n = 1. Soit v(r) = supr'wy(n) (0 <r < 1) et
n=l1
soit i(r) = rInv(l — r). Puisque o satisfait S, et S;, la fonction % est continue sur [0, 1],
h
croissante, h(0) =0, h(r; +rp) = h(r;) + h(ry) et ﬂ v 400 (voir [10, Lemme 2.1]).
roor>0+

Selon le théoreme de Ahern [1, Theorem 2.5], il existe une mesure singuliere u telle que son
module de continuité

(D) :=sup{u([6,0 +1):0=0 =2x} = Oh(1))(t — 0+)

et la fonction intérieure singuliere U associée a p vérifient

2
1 . —r
3.2 1 — — [ |U@e?)|?do < —,
(32) o [10eeras < S
0
ou
h(s 1
8(r) = inf S:QE ,0=r<1.
82 1—r

Archiv der Mathematik 77 17
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Puisque p, (1 —r) = O(h(1 —r))(r — 1—), il résulte de I’inégalité de Shapiro [13] que

(3.3) |U(re")| = exp (—Ch(ll__rr)) =vr) “,r<l,

pour une certaine constante C > 0. Sans perte de généralité, on supposera que C = 1 (con-

sidérer la mesure 1 /C au lieu de u).

Considérons maintenant 1I’hyperfonction U* donnée par
1 1
Uz z € C\T).
(2) = U~ U ( \T)

Notons que

w,(n—=1)  w,(n)
wa(n) " w(n+1)
car w vérifie la condition S, (voir [10, Lemme 2.1]). En combinant ceci avec (3.3), et les

inégalités de Cauchy appliquées & Uy, on a pour toutn = 1, |U*(n)| = const w,(n) eta > 1/2.
Donc

v(r) = r'"wy(n) pour r € [

Z \;u *(n)|2
“ w(— n)2
D’autre part, d’apres le lemme 3.2 et I’inégalité (3.2)

T _ U2
Zl o) = Const Z o)

n=—

_ i0y12
= Const — / / ! |1U(re )l 2,r)drdo
—r
= Const / (;"(’()r);
r

0

le lemme 3.6 ci-dessous permet alors de conclure. [

Lemme 3.6. La condition (3.1) est satisfaite si et seulement si,

1
£2,(r)
/ ) dr < +o0.

Preuve. Supposons que (3.1) est satisfaite. Soit K la fonction continue, affine sur les

Inw(—
intervalles [n, n 4 1] et telle que K(n) = Inw(=n) . Lafonction K est strictement décroissante
n
1 —1
sur [1,+OO[ et hI_P K(n) =0. On pose alors N(S) — K71(28) pour 0<§< %
n——+4oo

D’apres [10], on a N(5) o ~+00 et pour § proche de 0+,

1 1
n In .
1-96 < 1—8)

Inv(l—8) = -
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Inv(l —6 1
Puisque §(r) = inf {8 : nv(8 ) = 1 } et 8(r) 2 0, pour r proche de 1—,
—r o1

vV

8(r) = Const inf{é TN = 1 ! }

—r
( : )
Const K .
1—r

1 1
/ £o) = Const / S0,
J 8(r) K(1/(1—=r))

0

v

Donc

lIA

1
1=t

1
Const — / 2,1 dr
;K(rz) N

1A

1

1A

Const Zln ;’(n) Qo)™ — o — 1) —om +1)72).
n=1

1

£2,(r)
3(r)
0
Selon [10], on a §M(6) 5—>O ~+00 et pour § proche de 0+,

Réciproquement, si / dr < +00, on pose M(8) = K71(8/2), 0 <8 < 2lnw(—1).

1 1
Inv(l —8) = In M | In .
1-36 1-36

1
Donc §(r) = Const K <l ) , et
—r

1 1
/ .Qw(r) COIlSt / 7[&,(1‘) dr
J 8(r) K(1/(1—=r))

0

v

%

n
Const Qo) P —omh —1D2—wmh+1)7?),
;ln w(

n)
ce qui termine la preuve du lemme. O

Remarque 3.7. Lorsque w(n) = (1 + |n|)”, n = 0, pour un certain y > 1, la condition
(3.1) devient
> (n(n n)z(w(n))z)_l < 400,
n=2

et on peut alors choisir w(n) = (In(n + €))~“*'/2, n = 0, pour un certain € > 0.

4. Apparition et disparition de fonction interieure bicyclique. Soit N la classe de Nevan-
linna, I’ensemble de toutes les fonctions analytiques sur D qui s’écrivent comme quotient de
deux fonctions de H*(D). Si f € N\{0}, on note D(f) le P.G.C.D des facteurs intérieurs des
fonctions g € H>*(D) telles que gf € H*(D).

17%*
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La classe de Smirnov N est I’ensemble de toutes les fonctions f € N dont le dénominateur
de f est une fonction extérieure.
Soit .7 (D) 1’algebre des fonctions analytiques sur D et continues sur . On pose

A°M) =(f € ZD): f™ e o/ (D) pour tout n = 0}.

Soit y > 0, on pose

B, = { f holomorphe sur D : ZM < +o00y.
’ = L+ m

Soit E un ensemble fermé de T; on dit que E est un ensemble de Carleson lorsque

2 2

[ log <ﬁ
0 ist(e, E)
Taylor et Williams [16] ont montré que E est un ensemble de Carleson si et seulement si il
existe une fonction non nulle f € &/*(D) extérieure plate sur E, c’est—a—dire ﬁ(g) = 0 pour
toutn € N.

Notons aussi que Shapiro—Korenblum et Roberts [14], [11], [17], [15] ont montré qu’une
fonction intérieure singuliere U est cyclique dans B, pour le shift, Span{z"U : n € N} = B,,, si
et seulement si la mesure singuliere p associée a U ne porte pas de masse sur aucun ensemble
de Carleson (i.e. #(E) = 0 pour tout ensemble E de Carleson).

)dt< +00.

Lorsque le poids w vérifie w(n) = e"/™+1") 5 = 0 et w(n) = (1 + n)’%, n = 0, Esterle et
Volberg, dans [7], [9], ont donné une caractérisation compléte des sous—espaces biinvariants
pour le shift dans /2. Ils ont montré en particulier que la transformée de Fourier de certaines
fonctions intérieures singulieres (les fonctions Bergman-intérieures qui ne s’annulent pas
sur D) ne sont pas bicycliques dans /2. Pour certains poids non—quasianalytiques, on a le
théoréme suivant :

Théoreme 4.1. Soit w un poids vérifiant S, et S; et tel que w(n) = (1+n)"7, n = 1, pour
une certaine constante y > 0. Alors la transformée de Fourier de toute fonction intérieure
singuliere est bicyclique dans 2 si et seulement si

4.1) Z; = +o0.

—in Inw(—n)

Preuve. Supposons que la condition (4.1) est satisfaite. On fera un raisonnement par
I’absurde et on supposera donc qu’il existe une fonction intérieure singuliere U telle que U
est non bicyclique dans /2. On pose

(li)+ = {(un)neZ € li tu, =0pourn < 0},

Il est clair que U nest pas cyclique dans (I2), et, d’aprés le théoreme de Roberts [17,
Theorem 2.2], on peut supposer que

2w
1 Z+ei1
U(z) = expgfz —d (Zm(z)) ,
0

i=1

ou chaque p; est une mesure singuliere dont le support est un ensemble de Carleson E;.
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On pose pour m = 1

it
Z+e.td

21
1
Un(2) =eXP—/
2w ) z—¢€
0

(Z i <z)) :

Puisque U nest pas bicyclique, il existe une hyperfonction non nulle ¢ € J7,(T) telle que
U %9 = 0. Donc

/l]\ . R R R
(U )*(U,,,*go):U*qo:O.

11 découle alors de [6, Proposition 3.12] que (U, @) € N et D(U,, «9)*) divise la fonction

intérieure U/U,,. Donc le support de 1’hyperfonction U,,.¢ := U, ¢ est contenu dans E =
U E;, et E estun ensemble de Carleson. En fait, U,.¢ = 0. En effet, puisque le support

I=i=m—1

de U,,.¢ est un ensemble de Carleson, et que les coefficients de Fourier vérifient
T = —2 (1 =0) et |Uy.p(n)| = Const a(—n) (n = 0),
(I + InY

et comme

1
Zn Inw(—n) oo,

n=1

il résulte de [10, Theorem 2.3] que o, *@)" € N*. Donc le dénominateur de @, * Q)"
est une fonction extérieure, mais d’apres ce qui précede, on a forcément U,,.¢ = 0.
D’autre part, u — (u, ¢) est une forme linéaire continue sur /2. Puisque

Upp(k) = <S;kl7;,, @) pour keZ,
et lirf |Un — L2 = 0, alors
lim Un.p(k) = ¢(k) pour tout k € Z.

Or, U,.¢ =0 et ¢ est supposée étre non nulle, ce qui est absurde. Donc, U est bicyclique
dans 2.

1
Réciproquement, si 27 < 400, on a n?> = O(w(—n))(n — +00). On pose
—in Inw(—n) |
Wy (n) = w(—n)/n%, n = 0, pour un certain o > 1/2. Il est clair que 27 est aussi
nlnwy(—n)

n=1
convergente. Il est montré dans [10, Théoréme 2.2] qu’il existe un ensemble de Carleson E
et une fonction intérieure singuliere U dont I’hyperfonction U* associée vérifie

|T*(n)] = O(wa(—n))(n — +00) et Y |U*(n)]* < +o0.
n=0
Soit une fonction f de ./*°(D), non nulle et plate sur E. On pose f.U":= f* U*.
On a sup |f.U*(n)||n|” < +oo, pour tout p =0, [5, Lemma 4.11], et |fU*(n)| =
n=-1

O(wy(—n))(n — +00), [4, Lemma 2.1]. Donc f.U* € 7, (T) et supp f.U* = E (voir [4]),
ce qui implique que f.U* est non nulle. Selon [6, Lemma 3.7], U * (f.U*) = 0etdonc U est
non bicyclique dans 2, ce qui achéve la preuve du théoreme. O



262 K. KELLAY ARCH. MATH.

Soit F un sous-espace fermé de (I2)* = {u € I2 : u,, = 0 pour n < 0}. On pose
F= {f holomorphe sur D : f(z) = Y u,z" avec (u,),=o € F}.
nz0

On dira qu’un sous—espace fermé F de (I2)* posséde la propriété de division si la fonction

) - [

fi ¢ — 22— appartient & F pour tout f € F et tout A € D tels que f(1) = 0. Esterle
-z
et Volberg dans [8] ont montré que si (w(n)),=o est log—concave,
Inw(n

4.2) Z% < 400,

n=0 1 +n2

1

etsi —2 w(n) —> 400, alors F = \/ §"(F) N (/)" pour tout sous—espace fermé F de (12)*

,/|n| n——00 n=0

possédant la propriété de division, ou \/ S”(F) désigne le sous—espace fermé engendré par
n=0
U S (F).
* Mentionnons également que Domar, dans [3], a donné I’existence d’un sous—espace bi-
invariant non trivial pour S, lorsque le poids w vérifie Inw(n) —Inw(n + 1) = O(n’%)(n —
Inw(n) .
> 0 et satisfait (4.2).

+00), inf

n<0 |n|
Le théoreme suivant montre, sous certaines conditions de régularité, que le sous—espace
biinvariant peut étre engendré par la transformée de Fourier d’une fonction intérieure sin-
guliere.

1
Théoreme 4.2. Soit w un poids tel que (w(n)),=o est décroissante et 0g (1)

.
,/|n| n—>—oo+

Si la condition (4.2) est satisfaite, alors il existe une fonction intérieure singuliere U telle que
U est non bicyclique dans I,

w(n)
(I +n)’

< 400, le théoreme de Shamoyan [12, Theorem 2] donne I’existence d’une

Preuve. On pose W,(n) =

[ In W, (n)]

nz0 L+ n?
hyperfonction ¢ telle que

L. suppy = {1},

2. ¢~ € H®(C\D),

3. ¢ est dans la classe de Nevanlinna

4. 1a limite radiale ¢} € L'(T), ot ¢ (¢") := lim @™ (re"), avec

r—1-

n = 0. Puisque (W,(n)),=0 est décroissante et

@) =0((n=z=0),9 (n)=—¢n+1)et|p](n)]| = Wo(-n) (n = —1).

Puisque ¢* € N, il existe ¢ > 0 telle que In[p(n)| = O(c/n)(n — +00) (voir [2]), et
comme « > 1/2, alors ¢ € 7, (T).
D’autre part, suppg = {1} et ¢ € N, donc D(p") divise la fonction intérieure U(z) =

expd % pour un certain d > 0.
Z - p—
Notons également que ¢~ € H*(C\D),
@, (") = lim ¢ (e"/r) = — Y B(n+ 1)e.
r=1- n=-1
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Ona@,(n)=0pourn=0ety,(n)=—¢n+1)=¢ (n) pour n = —1, alors ¢, = ¢} —
¢, =0. D’apres ce qui précede, ¢t est dans la classe de Nevanlinna, D(¢") divise U et
¢, = 0. Il résulte alors de [6, Proposition 3.12] que U x @ = 0. Puisque ¢ € 7, (T) et ¢ est
non nulle, U est alors non bicyclique dans 2. O

Remarque 4.3. Lacondition (4.2) est optimale pour obtenir le théoréme 4.2. Considérons
un poids w tel que (1/w(n)),=o est une suite strictement croissante, log—concave et qui tend vers

Iinfini. Si M
n=0 I+n2
singuliere est bicyclique dans /2.

En effet, soit ¢ € 5,(T) telle que U9 =0. Selon [6, Proposition 3.12], ¢t € N,
D(¢") divise U et ¢, = 0. D’autre part, ¢~ € H>(C\D), donc ¢, € L*(T) et ¢ (¢") =
— > @(n+ 1)e™. Puisque ¢, = ¢ — ¢, =0, alors

n=-1

= 400, alors la transformée de Fourier de toute fonction intérieure

Prn) =9, (n)=—9(n+1) pourn=-1 et @rn)=0 pourn=0.
I
Par conséquent, [¢] (n)| = w(n), avec ZM
n=0 1+ n?
L*(T), alors selon [12, Corollary 2], ¢* est dans H'. Puisque @, (n) = 0 pour n = 0, alors
nécessairement ¢ est nulle. D’ou U est bicyclique.

= 400, et comme ¢ € N avec ¢ €
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