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Optimisation & Analyse convexe
Séance 6 : Algorithmes pour optimisation avec contraintes

Exercice 1 (Algorithme d’Uzawa : Cas de contraintes d’égalité et inégalité).
Soit A une matrice n X n symétrique définie positive, et soit J une fonctionnelle définie
sur R" par :

1
J(”) = 5(1407@) - (b> U)
ol b est un vecteur donné de R”™. On considere aussi deux matrices Cp € RP*" et C} €

R™*" ainsi que deux vecteurs fr € RP, f; € R™. On note (P) le probleme d’optimisation
sous contrainte :

(P) Trouver u € K :={v € R" | Cpv = fg,Crv < f1} tel que J(u) = inf J(v).

veK

1. Justifier existence et 1'unicité d'une solution optimale u de (P).

2. Ecrire les conditions d’optimalité. Vérifier que ces conditions s’expriment sous la
forme suivante : pour p > 0,

INeF, Au+CTA=b, (1a)
A= Pp(A+p(Cu—f)), (1b)

ou C' = [OEl, f= [fE] , et IF est un ensemble a préciser.
Cr J1

3. Pour calculer une approximation de (1), nous considerons I’algorithme suivant :

(a) On choisit : \g € R”, p >0, et n > 0.
On calcule ug solution de Aug = b — CT)\,.

(b) Tant que ||\ — A\g—1|| > 1 ou ||ug — ug—1|| > n, on définit (ugr1, Akt1) par

Aer1 = P]F ()\k + p(C’uk - f)) ;
ugs1 est solution de Aug1 = b — C’T/\kH.

Montrer que
wsr = M3 < 1w = A3+ (P12 = 202 min(A) ) s = w3,

En déduire que si 0 < p < 2’\|I|“C“|‘|(2A), alors il existe v > 0 tel que :

o =l < (12 = M = 1w = Al).

Conclure que la suite u; converge vers I'unique solution u de (P).
A-t on la convergence de la suite \; ?
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Exercice 2 (Algorithme d’Uzawa modifié).
Soit A une matrice symétrique définie positive, et soit J une fonctionnelle définie sur R"
par :

1
J(”) = 5(141],?}) - (b> U)
ol b est un vecteur donné de R". On cherche a approcher la solution unique du probleme :

(P) Trouver u € K :={v e R" | Cv = f} tel que J(u)= inf J(v).

veK

ou C est une matrice m x n et f € R™. On considere le méthode itérative suivante :
(a) (u° A°) donnés dans R™ x R™
(b) (u*, \¥) étant connus, calcul de (u*+1 \*1) par :

uFtl = oF — pl(Auk — b+ CT)\k)
)\k—H — )\kz + pipo (Cuk-l-l . f)
ol p1, p2 sont des parametres strictement positifs.

1. Rappeler pourquoi le minimium u existe et est unique, et pourquoi il existe A € R™
t.q. Au+CT\ =b.

2. Montrer que si p; > 0 est suffisamment petit, alors
6 = ||I — plAHQ < 1,

ou || - |2 désigne la norme matricielle induite par la norme euclidienne.

3. On choisit le parametre p; pour que l'inégalité 3 < 1 ait lieu. Montrer que si le
parametre po est suffisamment petit, il existe une constante v > 0 indépendante de
Ientier k telle que :

)\k Y 2 )\k—i—l -\ 2
et =2 < (P g2y - Ay gy,
|, et || - ||, désignent respectivement les normes euclidiennes dans R"™ et R™.
(Ml et -l g p
4. En déduire que pour de tels choix de parametres p; et py, on a k:hrf uk = .
—T 00

5. Que peut on dire de la suite (A¥) lorsque rang(C') = m?

Corrigé 2 .

1. Le probleme (P) admet une solution unique v € K puisque K # () est convexe
fermé et J est une fonction continue, strictement convexe et “infinie a 'infini” (car
la matrice A est symétrique définie positive). De plus la convexité de J implique
que le minimum u est caractérisé par

VJ(u) +CTN =
Cu =

Au+ CT)
Cu = f

I
S8

A e R™ tel que { ou encore {

— O
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Comme la matrice I — p; A est symétrique, d’apres la proposition B.0.2 de I'annexe
du poly, on a

B =|I — p1A|2 = sup{|p| : p valeur propore de I — p; A}.

Soient 0 < Ay < ... < A\, les valeurs propres de la matrice A. Alors les valeurs
propres de I — p; A sont

1_P1)\n§§1_P1)\1

D’ott # = max{|l — p1 A, |1 — p1A1]}. Donc si

0<p1<)\_7
onaf<1l1.
On a:
“ AL = Y= AL+ AR = L+ 20 (N = A Gt )
= A= AL, + AtRllC@H T = w2020 (CT (O = 2, —w)
_ H)\k_/\” +)01)02HC k+1 u)H;—ZpQ(ukH—u—i—([—plA)(uk—u),ukH
< N =X+ alooal CIF = 2 =l + 208t — ], [+ ],

<IN = Al pa(t [CIF = 2t = ully + paB = ull o+ o

Si on pose v =2 — 23 — p%ngC’Hg, il vient alors

e~ [l

.
o Bt 4 Bl — all? =+ =l

P2

Pour un choix fixé de p; tel que B < 1, il est possible de choisir p, assez petit de
maniére a garantir que vy > 0.

X = AlL,
La suite ( + Bluy — u\|2> est décroissante et minorée, donc conver-

gente. Il en resulte que ||u* — ul|, — 0.

. Si rang(C) = m, C est surjective, donc C'T est injective, ce qui implique que la

matrice CC'T est inversible. Or d’apres 'algorithme, on a
CT)\k — pl—l(uk o uk-i—l) + h— Auk’
donc en multipliant & gauche par C, puis par (CCT)~!, on obtient

M= () 'O(pr (ub — uF ) + b — Aub).

Puisque u* — u, le membre de droite converge vers (CC")™'C'(b— Au) = A, par un

calcul analogue, donc la suite (AF) converge vers \.

— u)
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Exercice 3 . Soit A une matrice N x N symétrique définie positive, b € RN et f € RY.
On utilise ici la notation x > y pour des vecteurs z,y € R”Y si x; > y; pour tout
1 =1,...,N. On notera aussi par (~, ) le produit sacalaire dans RY.

Montrer 1’équivalence entre les assertions suivantes :

1. w est solution du probleme

Au > b, u>g
(Au—b,u—g)zO

2. wu vérifie
ue K, et (Au—bv—u)>0VveK. (3)

avec K := {v e RN, v>g}.

3. w est la solution du probleme

min J(v) = %(v, Av) — (b, v). (4)

veK

4. u est solution de min(Au — b,u — g) = 0.

Corrigé 3 . Montrons d’abord I'équivalence [(a)<=>(b)]. Supposons que u € R" est
solution de (2), donc u € K. De plus pour v € K quelconque, on a :

(Au—bu—g)=0 = (Au—b,(u—v)+(v—g) =0
— (Au—bv—u) = (Au—b,v—g) (5)

Comme Au—b>0et v—g >0, alors de (5) on conclut que (Au —b,v —u) > 0. D’out :
u vérifie bien (3).

Inversement, si u est solution de (3), alors u > g. De plus, si pour i = 1,..., N, on
prend v' € K le vecteur défini par :

i_{uj siij

U L
14+wu; sie=y

alors (3) implique que 0 < (Au — b,v" — u) = [Au — b];. On en déduit que Au —b > 0.
D’autre part, g € K et donc (3) implique : (Au—b,u—g) <0. Oru > g et Au > b, donc
on a aussi : (Au —b,u—g) > 0. D’ou (Au — b,u — g) = 0.

Pour 'equivalence [(b)<=>(c)], il suffit de remarquer que (3) est la condition d’opti-
malité du probleme (4). Cette condition est nécessaire et suffisante puisque la fonction J
est convexe.

Commentaires : Les problemes (2) et (4) sont équivalents donc ils modélisent le
méme probleme physique. Nous avons déja vu (pcd, exod) que la valeur J(v) est une
approximation de I'energie potentielle

J(V):= %/0 |VV($)|2dm—/0 f(2)V(x) dx
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ou f est la fonction définie par f(z) = 1, et V est un champs vérifiant : V(z;) = v;. Le
probleme (4) est donc une approximation de la minimisation de l’energie potentielle de
champs V sous la contrainte V' > G.

Exercice 4 . Soit J une fonction continue, strictement convexe de R" dans R, et “infinie
a I'infini” :
J(v) = 4o0. (2)
[[v]|—+o0

On se donne aussi une matrice C' de taille m x n et un vecteur f € R™ (m < n). On
appelle U I'ensemble :

U={veR", Cv<f}, (3)
ol on a utilisé la notation z < y pour des vecteurs x,y € R™, si pour tout i = 1,...,m,
i < Y

1. Montrer que I’ensemble U est convexe et fermé, et que le probleme de minimisation :

min J(v) (4)

veU

admet une solution unique que 1’on notera wu.
2. On introduit la fonction J. : R" — R définie par :

2

: (5)

m

Je(v) = J(v) —i—%”max (Cv—f;0)

ou l'on désigne par max (Cv —f; O) le vecteur de composantes

(max (ZJ: Cijv; — fi ; o))

(a) Montrer que la fonction G : v —— Hmax (C’v —f; 0) ||72n est convexe, continue.

i=1,,m

(b) Montrer que G est dérivable sur R" et que pour tout v € R", le gradient de G
en v est : VG(v) = 2CT max (Cv — f ; 0).
(¢) Montrer que, pour tout £ > 0, le probleme :

rgﬁl J.(v) (6)

admet une solution unique que 1’on notera wu..

3. On veut montrer maintenant que :

liH(l) Us = U. (7)

(a) Montrer que J(u.) < J(u) et que u. est bornée indépendamment de ¢.

(b) Montrer qu’on peut extraire de (u.). une sous-suite (ue)e qui converge vers u.

(c) En déduire la convergence (7).
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4. On suppose maintenant que la fonction .J est contintiement différentiable. Montrer
que, pour tout € > 0, la condition nécessaire d’optimalité de u. s’écrit :

VJ(u) +CTA. =0, (8)

ol . est un vecteur a préciser. Cette condition est - elle suffisante ?
Expliquer pourquoi CT' )\, est bornée indépendamment de ¢.

5. On supposera dans toute la suite, que la matrice C' est de rang m. (Rappel : Si C
est de rang m alors CT est injective et CCT est inversible dans R™.)
(a) Montrer que la suite (\.) est bornée.

(b) En déduire qu’il existe un unique A € R™ tel que :
VJu)+C'Ax=0, X>0, Cu<f. 9)

Corrigé 4 .

1. L’ensemble U est clairement convexe (car v — Cwv est linéaire donc convexe), et
fermé (car v — C'v est continue).
Existence du minimum : La fonction J est continue et infinie a l'infini (par hy-
pothese) et ’ensemble U est fermé : en vertu du théoréme 2.2.2; il existe une solution
au probleme (4).
Unicité du minimum : La fonction J est strictement convexe (par hypothese), et
I'ensemble U est convexe, donc par le théoreme 2.3.1, la solution du probleme (4)
est unique.
Il existe donc une unique solution au probléme (4), notée w.

2. On notera que G = F o A, avec
A:R"—-R", v—=Cv—f e F:R™—>R, IHZmax(xi;0)2.
i=1

(a) La fonction R — R, z + max(z;0) est convexe (faire un dessin), a valeurs
dans R*. La fonction z — 22 est convexe et croissante sur R". Donc la composée
x — max(x;0)? est convexe, et donc F aussi.

Comme A est une application affine et F' une application convexe, alors la composée
F o A est convexe : en effet, il suffit de remarquer que

F(A(Bu + (1 — 0)v)) = F(OA(u) + (1 — 0)A(v)) < OF(A(w)) + (1 — 0)F(A(v)).

Ainsi G = F o A est convexe.
Enfin, G est continue comme composée d’applications continues (car on notera que
x — max(z;0) est continue).

(b) L’application z +— max(z;0)? est dérivable sur ]0, o0, de dérivée 2z, et sur
| — 00, 0[, de dérivée nulle. Comme on a continuité de la dérivée en zéro, on en déduit
que = — (x,0) est dérivable sur R, de dérivée

2 max(x;0).
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(On notera que z — max(x;0) n’est pas dérivable en zéro, d’ou I'intérét de prendre
le carré!) On obtient alors

VF(z) = ( 2max(z;;0) ) = 2max(z;0).

1<i<m

Donc G est différentiable comme composée d’applications différentiables, et la for-
mule de composition des différentielles donne, pour tout h € R",

DG(v)h = DF(A(v))DA(v)h
= (VF(A(v)),Ch)
= (CT2max(Cv — f;0),h),

et donc
VG(v) = 2CT max(Cv — f;0).

(c) On a, pour € > 0 et v € R",
1
JE(U) = J(U) + 2—6G(U)

Existence du minimum : la fonction J. est continue, car J et G le sont, et on a
J. > J. Comme J est infinie a I'infini, J, aussi, donc J. admet un minimum sur R"

(Th. 2.2.2).

Unicité : J est strictment convexe, comme somme d’une fonction strictement convexe
(J) et d’une fonction convexe (3G). Le minimum de J. sur R" est donc unique (Th.
2.3.1).

Pour tout € > 0, le probleme min -~ J-(v) admet donc une solution unique, notée
U

3. (a) On a, pour tout € > 0,
Jue) < Jo(u) < Je(u) = J(u), (10)

ou la premiere inégalité est triviale, la seconde provient du fait que u, est le minimum
de J. sur R", et la derniere égalité provient du fait que u € U, et donc G(u) = 0.

Ainsi J(u;) < J(u) est bornée, indépendamment de €, et comme J est infinie a
I'infini, cela implique que u. est borné, indépendamment de e.

(b) La suite (u.) est bornée, elle admet donc une sous-suite convergente (u./) qui
converge vers un certain v’ € R" quand ¢ — 0. Par passage a la limite dans la
relation J(u.) < J(u), comme J est continue, on obtient

J(u) < J(u),
et donc, puisque v est le minimum de J sur U,

J(u') < J(w), Yo el. (11)
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De plus,
0 < Gluer) = 2&'(Jor(ue) = J(ur)) < 26'(J(u) = J(uer)),

ou la derniere inégalité provient de (10). Le terme J(u) — J(u./) étant borné, faisant
tendre €’ vers zero on obtient (comme G est continue)

G(u') =0, Le. v €U. (12)

Avec (11) et (12), on en déduit que v’ est solution de min,ey, J(v). Mais on a vu a
la question 1 que ce probleme a une unique solution, u, donc nécessairement, u’ = wu.

(c) Le point précédent montre que toute sous-suite convergente de (u.) converge
nécessairement vers le point u. Donc (u.) a un unique point d’adhérence u. Comme
(ue) est bornée, cela implique que toute la suite (u.) converge vers u (sinon, il
existerait une sous-suite (u.r) de (ue) telle que [juer — || > 1 > 0, mais alors
cette sous-suite étant bornée admettrait elle-méme une sous-suite convergente, qui
serait encore une sous-suite de (u.), mais qui ne convergerait pas vers u, d’ou la
contradiction).

. Comme J et GG sont différentiables, J, aussi. La condition d’optimalité satisfaite par
u, la solution du probleme min R~ J-(v), est donnée par I'inéquation d’Euler (Th.
3.2.3). Ici, on n’a pas de contraintes (on minimise sur R" tout entier), donc cette
inéquation devient (Th. 3.2.5)

VJe(u:) = 0.
D’ou | )
VJ(u.) + 2—€VG(uE) = VJ(uc)+ ECT max(Cu. — f;0) = 0
et donc o 0
VJ(u)+C A\ =0 avec N = max( u; =/ ) (13)

Cette condition est suffisante, car J. est convexe (Th. 3.2.4).

Par (13), on a CT\, = —VJ(u.). Comme u. est borné, et V.J est continu (J est
continiment différentiable), on en déduit que V.J(u.) est borné, et donc CT A, est
borné, indépendamment de €.

. On suppose C' de rang m, i.e. C surjective. Cela implique que C'T est injective, et
donc que la matrice CCT est inversible.

(a) Par (13), multipliant & gauche la premiere relation par C, puis par (CCT)7,
on obtient
A = —(ccH'evI(u).

Le membre de droite de 1’égalité ci-dessus tend vers —(CCT)"!CV.J(u) lorsque
e — 0, donc . converge vers A := —(CCT)"*CVJ(u).
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(b) En passant a la limite dans (13), on obtient
VJ(u)+CTA = 0.

De plus, A\. > 0 pour tout € > 0, donc a la limite A > 0. Enfin, I'inéquation Cu < f
provient tout simplement du fait que v € U. Nous venons de montrer ’existence de
A qui vérifie (9). Enfin, un tel A est unique puisque donné par A = —(CCT)CVJ(u).



