Correction chapitre 10

Exercice 1. 1l s’agit de la fonction de répartition empirique de I’échantillon. On a déja vu dans
la démonstration du théoréme de Glivenko Cantelli que

E[F,(z)] = LS | Ellx,<s] = P(Xq < 2) = F(z) (E,(x) est donc un estimateur sans biais de
F(x)) et que la loi forte des grands nombres appliquées aux variables de Bernoulli indépendantes
1x,<; montre que F,(z) converge p.s. vers F(z) (F,(z) est donc un estimateur fortement

convergent de F'(x)).
Exercice 2.

(1) E(T,, — 0)?] = (n — 0)%/n donc T, ne converge pas en moyenne quadratique vers 6 (la
question suivante montre qu’il ne peut pas non plus converger en moyenne quadratique
vers autre chose que 6).

(2) Pour tout € > 0, P(|T;, — 6| > €) < =, donc T,, converge en probabilité vers 6.

Exercice 3.

k k—1 s
(1) Pour tout |s| < 1%09, G(s) = Els ] Zk>1 119 = T
(2) On en déduit G'(s) = ((1% donc E[X]=G'(1)=1+6.

On calcule également G”(1) = 20(1 + ) donc Var(X) = 6.
(3) log(I])i=1"Py(X; = k;)) = > iy (ki — 1) log(0) — > kilog(1+6). La vraisemblance est

donc maximale pour 6 vérifiant

Zi:léki_n — Z{+10 On en déduit 'estimateur du maximum de vraisemblance de 6
6 = %Z?:l X; — 1. La question précédente montre qu’il est sans biais et fortement

convergent (loi forte des grands nombres).

Exercice 4.
(1) [Di=1"Py(X; = k;) = ﬁlmaxkigN est maximale pour N = max(k;). 'estimateur du
maximum de vraisemblance de N est donc N = max(X;).
(2) TD)i =1"fo(2;) = 7~ lmaxa,<o est maximale pour § = max(z;). L’estimateur du maximum
de vraisemblance de € est donc § = max(Xj;).
Sa fonction de répartition est z +— ()" lo<z<q-

3) [Di=1"fo(zs) = Wlmax‘x”Sg est maximale pour # = max(|z;|). L'estimateur du
maximum de vraisemblance de 6 est donc § = max(|X;]).
Sa fonction de répartition est 1a encore x — (%)"lo<z<o-

Exercice 5. [ [ fap(xi) = ﬁlminxizalmaxméb est maximale pour (a,b) = (min(z;), max(z;)).
L’estimateur du maximum de vraisemblance de (a, b) est donc (&, b) = (min(X;), max(X;)).

a,, est décroissant et minoré, donc converge p.s., by, est croissant majoré, donc converge p.s.. On
calcule aisément les fonctions de répartition qui montrent les convergence en proba vers respec-

tivement a et b. On en déduit que les deux estimateurs sont fortement convergents. (Ils sont
cependant biaisés).

Exercice 6.

(1) TI; for(zi) = gwexp(— >0 (z — 7)/theta)l iy, -, est croissante en fonction de y sur
~v < min(x;). Elle est donc maximale pour v = min(z;), et pour # vérifiant
—n/theta + (31 (x;) — ) /6% =0
On en déduit I'estimateur du maximum de vraisemblance :
garma = min(X;),0 = > | X; — min(X;).



(2) X + v suit une loi exponentielle de paramétre 3. On en déduit aisément E[X] =6 — v et
Var(X) = 6% Dot les estimateurs

0= #Z?ZIX? — (A X2 ety =010 X,
Exercice 7.
(1) log[ iz fo(z:) = 5 log(0) — ¢ gD el z? — % log(27) est maximal pour

_ 1 n 2
0= Dl T
On en déduit estimateur du maximum de vraisemblance :

i=1%;

(2) X suit une loi normale centrée de variance %, donc nf/ 0 suit une loi du chi deux a n degrés
de liberté. On en déduit E[f] = -n6_. Un estimateur non biaisé de 6 est donc (n —2)/ nd.
La loi forte des grands nombres implique la convergence p.s. de 1/ 6 vers %, on en déduit
que (n —2)/ nf est un estimateur fortement convergent de 6.

Exercice 8.
(1) Pour z € [0,a], P(X <) =pt +(1—p)}
Pour z € [a,b], P(X <z)=p+ (1 —p)%.
La densité de X vaut donc x + (p/aljgq(z) + (1 —p)/blig 4 (z)).
(2) N, est une loi binomiale de paramétres (n,p + (1 — p)a/b).
(3) Quels que soient les z; de [0,b], [Ti~, fp(zi) = (p/a+ (1 —p)/b)"((1 — p)/b)" ™ ou on a

noté ng, le nombre des x; inférieurs a a. L’estimateur de maximum de vraisemblance de p
vérifie donc

nap(bb:ﬁ —(n—mngq)/b=0.

On en déduit p = % - =

Exercice 9.
(1) (a) S suit une loi Gamma de paramétre n et .
(b) Y est a valeurs dans [0,1]. Soient u € [0,1] et ¢ € RT. On note S’ =37 , X;. 5" et X3
sont indépendantes et S’ suit une loi Gamma de paramétres n — 1 et .
P(S>1Y >u) = P(X; >t -8, X1 > 2.8 = [I07% f(s) [ Nexp(—Az)de +
ftﬁiu) fs(s) ftﬁ wy Aexp(— )\x)dzzr En explicitant la densité de la loi Gamma, il vient

P> 07 2 = 0 ERE 4 B a2

L’expression est de la forme prodult (1- u)” 1
indépendantes.

(2) (a) E[U] = P(X1 <x) = q(A) donc U = 1jg4(X1) est un estimateur sans biais de g(\).
(b) E[U] = E[E(U|S)] = E[U] = q()\) donc U est un estimateur sans biais de g()).

par une fonction de ¢, Y et S sont donc

Exercice 10.

(1) L’estimateur de maximum de vraisemblance de A est An = s
=11

(2) La loi forte des grands nombres et la continuité de z — 1/ entraine la convergence p.s. de
5\n vers A. De plus
le théoréme central limite appliqué a la suite (X;) entraine que
Vn(l— )\#) converge en loi vers une loi N(0,1). On en déduit en utilisant le théoréme
de Slutsky que le produit
Any/n(1 — A%) = /n(An — A) converge en loi vers une loi N'(0, A2).



(3) Par conséquent, lim,, — coP(v/n(A, — A) € [~@1-a/2:G1-ay2]) = 1 — a. On en déduit que

[5\n — Qi—a/2/V"N, Mo+ G1a /2/+/n] est un intervalle de confiance asymptotique de niveau
1—ade A

(4) P(vY < z) = P(Y < z/v). La densité de 7Y est donc =z %fy(x/’y) =
1/7(%)"‘17"1/(71 — 1)lexp(—x)1r+(x); on retrouve bien la densité d’une loi G(n, 1).
(5) nX,, suit une loi I'(n, \). On en déduit que AnX,, suit une loi G(n, 1), et enfin que 2AnX,,
suit une loi G(n, 3), c’est-a-dire une loi x*(2n). Par conséquent
P(2AnX,, € [Xa/2(2n), X1—a/2(2n)] =1 — a, et on en déduit donc que
on/2(2n) Xl—a/2(2n)
X, = 2nX,
est un intervalle de confiance exact pour A de niveau 1 — a.

Exercice 11.

(1) 23 | X; suit une loi NV(u,2.5/n). Donc Un intervalle de confiance bilatéral pour p de
niveau 1 — « est

[+ Xi — Q1—a/2%a Do Xi+ QI—a/2\/%}'

(2) L’estimateur sans biais de S est T2 = 1= 52,

”752 suit une loi x?(n — 1). Par conséquent

[ nS2 nS? ]
Xl—a/2(n_1) ’ Xa/z(n—l)

est un intervalle de confiance pour o2 de niveau 1 — .

(3) \/ﬁ\/%“” suit une loi de Student & n — 1 degrés de liberté. On en déduit un intervalle de

confiance pour g au niveau de confiance 1 — « :

— VT2 /T2
Xn — tn—l,l—a/QWa Xn + tn—1,1—a/QW

otl t,,_1 1-q/2 est le quantile d’ordre 1 — a/2 de la loi de Student a n — 1 degrés de liberté.

(4) Application numérique laissée au lecteur.

Exercice 12.

(1) Estimation 1 & partir des 6 prix collectés : 6; = (390 + 65044604410+ 270+ 780)/6 ~ 493
Estimation 2 : f = 550.
Les deux estimations sont basées sur la moyenne arithmétique X qui est un estimateur
sans biais et convergent de espérance 6y (sous l'’hypothése que les prix puissent étre
modélisées par des variables aléatoires qui soient tous distribuées selon une méme loi, et
indépendantes)...

2) Var, = 0.25Var 9Al +0.25Var é\g = 0.2502(% + =k=) (en supposant que les prix dans les
6 T 300
magasins et sur internet suivent une méme loi, de variance o2).

(3) Var@}tk = a2Var(6) + (1 — a)2Var(fy) = o%(a?% + (1 — a)*(555)). Elle est minimale pour

a= .
(4) Calculer un intervalle asymptotique pour n = 6 a peu de sens, sauf si on suppose que le
modele sous jacent est gaussien (il faut alors prendre les quantiles avec la loi de Student a
5 ddl) : on trouve alors I1 = [296, 690]
I, = [516, 584]
I3 = [515,583]
Les deux derniers intervalles sont pratiquement identiques (comme on pouvait s’en douter).



