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Compo 1

Exercice 1. On pose uy(z) = % et on considere la série de fonctions
f(@) =220 un().

0) Etudier les variations de la fonction z — £= sur | — 1,1].

1) Montrer que f est bien définie et continue sur | — 1, 1].

2) Montrer que

In(1 —z)
f(@) ~ps1- 1
Indication: On pourra, pour x €]0, 1 fixé, utiliser une méthode de compara-
t
ison série-intégrale avec la fonction ¢ : £ — . On montrera également,
pour a > 0, que
teo In(1 —z%) 1—a®

o(t)dt = T et que 1 —aquand v — 1.
nx

a

3) Montrer que pour |z| < 1,

fla) =Y d)a'

>1

avec d(l) le nombre de diviseurs de I.

Indication: On pourra écrire ﬁ comme la somme d’une série géométrique.

Exercice 2. Soit (uy)n>1 avec uy, = ayby, avec ay, by, € C.
Pour n > 1, on note A,, = Y ;_; ai et on pose Ag = 0.
1) On suppose qu’ il existe M tel que que pour tout n > 1,

Au| < My/m

et que

D by = buo1lvn < +oo et lim /nb, = 0.
n——+o0o
n>2
Montrer que ) u, converge.
. —1)lvnl
2) Le but de cette question est de montrer que ) -, EOVE
a) Montrer que pour p > 1 impair,

converge.

(p+2)2-1

> (pvil=2

n=p2



b) En déduire qu’il existe une constante C' > 0 (C' = 8 convient), tel que

pour tout N > 1,
N

S (-1

n=1

< CVN;

¢) Conclure.

3) Montrer que ), -, (=)tvr

n

2" converge pour tout |z| = 1.

Exercice 3. Soit a, > 0 et b, > 0. On suppose que » . apz™ et > bpa”
sont deux séries entieres de rayon de convergence > 1. On suppose que la
série ) by diverge.

1) On suppose ici que b, > 0 et que

. a
lim — =1.
n4++u>bn

Montrer que

li E:n>lanxn I
11m ————-="=.

Indication: On pourra comencer par montrer que:

Ve > 0,3X €]0,1[,Vz €]\ 1[, D (an — Ibp)a"™| < 2¢ [ > bpa”

n>1 n>1

2) On pose maintenant, pour n > 1, A,, = >} _ax et By, = > 1_; bk.
On suppose maintenant que

Ap
lim 2% =1,
S =l

Montrer que le résultat de 1) est encore vrai.
Indication: On pourra remarquer que pour |z| < 1,

S At = (113) S "

n>0

3) En déduire que pour a € N,a > 2,

an —In(l -2z
S, e

n>0



