CPP - la prépa des INP (2 éme année). Bordeaux, 16/04/2014.

Devoir de statistiques: CORRIGE
durée 2h

Données: On rappelle que si Z suit une loi N'(0,1), on a

P(Z < 1.96) ~ 0,975 et P(Z < 1.65) ~ 0, 95.

Exercice 1. On considére une variable aléatoire X de densité fy avec
1 1

%79 sixe[-1,0],

fo(x) =< 5+0 sizel0,1],

0 sinon

1. Représenter fy et justifier que fy est bien une densité de probabilité
pour —% <6< % fo est positive et d’intégrale 1 ( et continue par
morceaux donc bien intégrable).

2. Calculer I'espérance et la variance de X (Les résultats sont E[X]| =6
et Var(X) = §—67%). fR zfo(x)de =0, E[X?] = [ 2? fo(z)dx =
1/3 et Var(X ) E[X2] E[X} —7—92

On considére maintenant X1, ...X, des variables aléatoires indépendantes
et de méme loi. On suppose que la loi commune est de densité fy avec
—% <fh< % inconnu. On va chercher a estimer 6.

3. Proposer un esitmateur 6 de 6 basé sur la méthode des moments. On
prend 6, = 23" | X,.

4. Calculer son biais et son risque quadratique. Il est sans biais (Eq [én] =
0) et de risque quadratique:

5 5 Var(X 102
Eo[(0n — 6)%] = Varg(d,) = rfl U_3 —

On va maintenant s’intéresser a ’estimateur du maximum de vraisemblance

de 0.

n n
5. On note Ny = Zl{XiZO} et Ny = Zl{XKO}' Soient x1,...,T, €
i=1 '
[-1,1] et —1 < 6 < 3, écrire la vraisemblance du modele au point

(x1,...,2y;0) en fonction de Ny, No et 0.



En un tel point la vraisemblance s’écrit:

1 Lix;<op /q Lix;>0}
L(xlv"wwn? Hf9 €T —H<2 9) <2+9>

=1

1 2t Lix<0y /q Y 1x;>0) 1 N2 rq N
—<2‘9) (5+7) -(3-) (3+) -

. Montrer que 'estimateur du maximum devraisemblance existe et vaut:

Ny — Ny Ny 1

Gy = 1N ML
MV 2(N1 + NQ) n 2
On calcule In L(x1,...,2,,0) = Naln (% — 9) + Nyln (% + 6’). Pour
chercher, le maximum en 6 (s’il existe), on calcule la dérivée en 6. On
a:

N N
OglnL = —172 + 7 !
Cette dérivée s’annule si et seulement si § = 2]\[]\}%% On vérifie que

I'on a bien un maximum local en ce point. C’est le seul extremum
local, donc il s’agit bien d’un maximum global.

. On pose Y; = 1l(x,>0}, pour 1 < i < n. Calculer I'espérance et la
variance des variables aléatoires Y;. En déduire ’espérance et le risque
quadratique de 07y .

Y; ne prend que 2 valeurs 0 et 1. Y; suit donc une loi de Bernoulli de
parametre:

+oo
p=PY;=1)=P(X; >0) = / fo(z)dz =1/2+0.
0

Son espérance vaut p = 1/2 + 6 et sa variance p(1 — p) = 1/4 — 62,

. Quel estimateur vaut-il mieux utiliser entre 0 et GMV7 Justifier. On
a 9Mv = % — % avec N1 = Zl_l Y;. Les Y, étant indépendants, on

calcule facilement que Eqg [é Mmv] =0 et

A _1/4- 92
Eg[(@MV — 2 ZV&I‘ / n

Les 2 estimateurs sont sans biais mais le risque quadrathue de Onry
est plus petit que celui de 6. 1l vaut donc mieux utiliser HMV

. On veut maintenant tester : I’hypothése nulle: Hy = {6 = 0} contre
I'hypothese alternative: H; = {6 > 0}.

On suppose ici que la taille de ’échantillon est suffisament grande pour
pourvoir utiliser le théoréeme central limite. Proposer un test de niveau



de confiance asymptotique 0,95 basé sur l’estimateur 6 ou 6. On
justifiera notamment la forme de la région d’acceptation ou de rejet
du test.

On construit ici le test avec éMv. Sous Hy, par la loi forte des grands
nombres, Oy = % >, Y; converge presque sirement vers Eg—o[Y1] =
% lorsque n — +00. De plus, vu que Varg_o(Y1) = 1/4, le théoréme
central limite donne la convergence en loi lorsque n — +o0:

A, =2Vn <iZYz—;> —>£ZavecZ~N(O,1).

i=1

Sous Hi, Oy = %ZLI Y; converge presque surement vers Ey[Y]] =
% + 0 > % Donc A,, tend presque strement vers +oo.

On choisit donc la reégle de décision suivante : on accepte (ou plutot
on ne rejette pas) Hy si A, < k et on rejette Hy si A, > k avec k
un réel a déterminer. La valeur de k est choisie de telle sorte que
P(rejeter Ho|Hp est vraie) < 0,05. On a P(rejeter Ho|Hp est vraie) =
Po(A, > k) ~P(Z > k) avec Z de loi N(0,1). Au vu des données, on
choisit donc: k =1, 65.

Exercice 2. On considere (X1,..., X)) des variables aléatoires indépendantes
de loi géométrique de parametre p inconnu (0 < p < 1). On pose ¢ =1 — p.
On rappelle X est & valeurs dans N* et que pour k > 1, P(X = k) = ¢*p.

1. Soit X une variable aléatoire de loi géométrique de parametre p. Mon-
trer que E[X] = %. Indication: On rappelle que pour |z| < 1, on a

/
1 1
Skt St ) < (755) =
— — 7)2
= = 1—=z (1—2x)
= 4

Pour la suite, on admettra que Var(X) = ot

]E[X] = ZkZl k]P(X == k) — ZkZl qu_lp - (1_Pq)2 = %

2. Proposer un estimateur 6, de & = 1 a laide de la méthode des mo-

ments: 6,, = %Z?:l X;.

1
p

3. Proposer un intervalle de confiance asymptotique de niveau 0,95 a
I’aide du théoreme central limite.

Au vu de la question suivante, on va le choisir centré autour de 6,,. Le
théoreme central limite nous dit que:



Vn (A 1) c
B, = O, — — ) —" Z avec Z ~ N(0,1).
Va/p? p

Soit maintenant [ > 0,

PO € [0, —1,0, —1)) =P(=1 <8, —0<1)

(2 <22
Z]P’(—lp\/ﬁ<z<lp\\//>qﬁ> avec Z ~ N(0,1).

On veut que la probabilité ci-dessus soit (supérieure ou) égale a 0,95.
On choisit donc [ de telle sorte que:

1,96
PV 96 soit 1 — 190V
Va pvn

. On veut maintenant tester I’hypothese nulle: Hy = {6 = 2} contre
I'hypothese alternative: H; = {6 # 2}. A l'aide de la variable aléatoire
Y, = \/g (% Z;;l X; — 2), construire un test de niveau asymptotique
0,95 pour 6.

On remarque que sous Hy, p = 1/2 et Y,, = B,, converge en loi vers
une loi N(0,1) (d’apres le TCL), tandis que d’apres la LFGN, sous
Hi, on a soit Y;, — +o00, soit Y,, — —oo presque slirement.

On choisit donc la regle de décision suivante: on accepte (ou plutot
on ne rejette pas) Hy si |Y,| < k et on rejette Hy si |Y,| > k avec
k un réel a déterminer. La valeur de k est choisie de telle sorte que
P(rejeter Ho|Hp est vraie) < 0,05. On a P(rejeter Ho|Hp est vraie) =
Py—o(|Yn| > k) ~P(|Z] > k) avec Z de loi N'(0,1). Au vu des données,
on choisit donc: k£ =1, 96.

. Sur un échantillon de taille n, on trouve que 0, = %Z?:l X; =2,3.
Que peut-on conclure si la taille de ’échantillon est de 707 de 2007
Pour n = 70, on trouve Y;, = v/35% 0,3 = 1, 77. On ne rejette pas Hy.
Pour n = 200, on trouve Y, = /100 % 0,3 = 2,3. On rejette Hy.

. Proposer un script Matlab permettant de vérifier que I’erreur de premiere
espece est bien de 0,05 et calculant la puissance du test lorsque (0 # 2)
lorsque la taille de I’échantillon n est de 70. On considerera que la com-
mande geometrique(N,p) a déja été programmée et qu’elle renvoie N
variables aléatoires indépendantes de loi géométrique de parametre p.

Programme pour tester ’erreur de premiere espece:
On cherche a estimer P(rejeter Hy|Hy est vraie). A chacun des N



passages dans la boucle for, on simule un échantillon de taille 70 de
loi géométrique de parametre 1/2. On compte le nombre de fois ou le
test est rejeté (alors qu'ici Hy est vraie :p = 1/2). On lancera alors le
programme avec un N suffisament grand (N = 1000 par exemple.)

function E=erreur1(N)
c=0

for i=1:N
A=geometrique (70,1/2)
S=sum(A)

Y= sqrt( 70/2)* (S/70 -1/2)
if abs(Y) > 1,96,
c=c+1

end

end

E=¢/N

end

Programme pour tester la puissance du test:

On fixe p # 1/2. A chacun des N passages dans la boucle for, on
simule un échantillon de taille 70 de loi géométrique de parametre p.
On compte le nombre de fois ou le test est Hy est accepté. Ici si on
choisit p # 1/2, c’est Hy qui est vraie).

function P=puissance(N,p)
c=0

for i=1:N

A=geometrique (70,p)
S=sum(A)

Y= sqrt( 70/2)* (S/70-1/2)
if abs(Y) > 1,96,

c=c+1

end

end

P=c¢/N

end



