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3.
page 5, déterminant et indicateur d'Euler

Définition 1 Soient a,beZ,alors pged(a,b) désigne le générateur positif
ou nul de l'idéal aZ+b7 .

Définition 2 Soit n>1, un entier, alors /indicateur d'Euler de n , noté ¢(n)
est le cardinal du groupe (%) *des inversibles de 'anneau % . En particulier
n n

o(1)=1.
Facilement, on a
o(n)=card{k|1<k<n et l=pgcd(k,n)}.
Il suit du théoreme des restes chinois que si m,n sont des entiers avec
m>1,n>1 et 1=pged(m,n) , alors

(1) p(mn)=¢p(m) ¢(n) .
En particulier si p>1 est un nombre premier, si «>1,ona
(2) o(p®)=p* lp-1).

Proposition 1 Soit n>1, un entier, alors on a

(3) n=> o¢(d)

d|n

ou ¢(d) estl'indicateur d'Euler de d .

Démonstration
Soit p un nombre premier, & >0 , alors la proposition est satisfaite pour
n=p® . En effet I'ensemble des diviseurs positifs de p* est {p*|0<k<a} .
Comme ¢(p*)=(p—1)p*1 si £>1 et ¢(p®) =1, on a bien
4) p*=> o(p",

k=0
i.e. la proposition est vraie pour n=p“.
Il reste a faire une récurrence sur le nombre de premiers distincts qui divisent
n.
Ainsi on peut écrire n=mp® ol p est premier, a>1 et pfm.
Si @ est I'ensemble des diviseurs positifs de m , et si D’ est I'ensemble des
diviseurs positifs de mp® , alors on a

D' =DIpDu..up*D .
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Il suit donc que
S pld)= > (X p(6ph) .
din sca k=0
Facilement, il suit de (1) que @(8p*)=0(8) p(p*) , ainsi
2 od)=(2 9(8) (1+(p-D+p-Dp+..+(p—1p* 1) ,

d|n

>old)=(> ¢(8))p“.
e

d|n
Or par hypothese de récurrence, ona > ¢(8))=m .
6P

Ce qui montre la proposition.
Remarque 1 (une autre démonstration élémentaire)

Soient n>1, un entier, F,:={%cQ|1<a<n}.
n
Soient 1<d<n avec d|n et F&::{%e@ugbgd et 1=pgced (b,d)} .

Facilement cardF,=n et card Fg=¢(d) .

Supposons avoir montré que

(1) F,= W Fg (réunion disjointe) ,
d|n
alors il suit que cardF,= > card Fy , i.e.
din
@) n= dz‘n o(d) ,

ce qui est la proposition 1.

Il nous reste donc 2 montrer (1).
(3) Montrons que si d|n , alors FycF, .

En effetsi zeF); ,ona z:%, 1<b<d . Comme d|n,il existe ¢ avec n=cd

et donc z=¢6=¢b ¢t facilement 1<cd<n .

cd n
Ce qui montre (3) etdonc U Fg cF,.
d|n
(4) Montrons que F,c U F;.
d|n
Sidonc z=2cF, , soit c=pged(a,n),onadonc a=cb,n=cd et
n

1=pged(b,d) . Il suit que z:g etque zeFg.
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(5) 1l reste 2 montrer que FgnFg=¢ implique d=d’.

On adonc zeFgnFy , ce qui veut dire que z=90=9

avec d|n,d' |n,1<a<d,1<a’'<d’'), 1=pgcd(a,d) et 1=pged(a’,d’) et
aussi

(6) ad'=a’d

Comme 1=pged(a,d) il suit du lemme de Gauss que a |a’ et par une
méthode analogue a’|a ; ainsi a=a’ etalors d=d’.

Remarque 2 (sur les racines de |'unité)
Soient n>1,U,:={zeC|z"=1},d|n,Uj={zelU,|o(z)=d} .

. a
Facilement, 1'application @, ,e'277 est une bijection de F, sur U, ; de
n

| . onl o ,
méme , |'application g»—> e'274d est une bijection de Fj sur Uy .

Il suit alors de la remarque 1 que

Proposition 2 Soient n>1, D, :=[pged(i—j,n)li1<; j<,€M,(Z) , il suit en
particulier de la définition 1 que pged(i—j,n)=pged(j—i,n) . Soit

P(T) :=pged(0,n) +pged(1,n) T+ ...+ pged(n—1,n) T" 1.
Alors détD,=P(0®)P(w?!) ... P(0™ 1) on w=eineC. Par ailleurs on a

P(cok)z(% o(d)(1+orlto?tdt  1oG D) )50, co qui montre que
détD,>0.

Démonstration
Compte tenu du fait que pged(k,n)=pged(n—k,n) , il suit que la matrice
D, est circulante avec pour premiere colonne
{(pged(0,n),pged(1,n),...,pged(n—1,n)) ,
on sait alors que
détD,=P(0®) P(0)) ... P(0"" 1) ol w=ein
c'est 1.2.3. p. 3.



6-

Par ailleurs, il suit facilement de la proposition 1 que

pged(k,n) = 2 o(d)
d | pged(k,n)

ou ¢ est l'indicateur d'Euler, que
P(T)=dZ o(d) (14 TRE4 T2k G Drey
|n

Ainsi P(wk):g o(d)(1+ 0k 02k d4 4 oabrdy

Si 0*?%1,0na 1+ +02kdy 4o Dri_g,
si "%=1,0na 1+a)kd+w2kd+...+a)(3_1)kd:%,

Tout cela montre clairement que P(0*)>0 et donc que détD,>0.

Proposition 3 Soient n>1 wun entier, ¢ l'indicateur d'Euler, alors on a
cd(k,n)= > do(?).
1pg ITn o d

M=

k

Démonstration
Soit d>1 avec d|n, il suffit de calculer
card{ k| 1<k<n avec pged(k,n)=d}
puisque
kzlpgcd(k,n): dZ| dcard{k|1<k<n avec pged(k,n)=d}.
= n

Or fe{k|1<k<n avec pgcd(k,n)=d} sietseulementsi d|f,d|n et
lngcd(g,g) . Cela veut dire que f=dg avec 1£g£% et lngcd(g,g).

Cela montre bien que
card{k|1<k<n avec pgcd(k,n):d}:qo(%) .

[F.M.1] Fresnel J. & Matignon M. Algebre et Géométrie Hermann 2011
[F.M.2] Fresnel J. & Matignon M. Algebre et Géométrie Ellipses 2017

page 44, ligne 8, remplacer cette ligne par la suivante.
sance du stabilisateur de D Q(c) dans les cas de la décomposition LDQ(c)U  que le

stabilisa-
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page 00, prolongement d'une colonne unimodulaire en une matrice
inversible

Soient A un anneau commutatif, Me Gl (A) , i.e. il existe NeM,(A)avec
MN=I, .1l suit de cela que détM eA*,i.e. détM estun inversible de A . Si
x:="'(xq,%g,...,%,) estla premitre colonne de M, le calcul du déterminant
de M en utilisant le développement selon la premiere colonne montre qu'il
existe Uy, Uy, ...,U, EA avec XjUj+ XgUg+ ...+ X, u,=détM €A™ , ce qui
veut dire que A=x;A+x9A+...+x,A .

Une colonne x:=%(xy,xq,...,%x,) de A" telleque A=x;A+x5A+...+x,A
est appelée unimodulaire.

La question est donc de savoir si réciproquement, une colonne
unimodulaire peut étre la premiere colonne d'une matrice inversible.

Plus généralement, on dira que l'anneau A satisfait le prolongement de la
colonne unimodulaire si toute colonne unimodulaire & coefficients dans A

\

peut étre la premiere colonne d'une matrice inversible a coefficients dans A.

La réponse est toujours positive si n=2 , en effet si wx;+vxy=1, alors
detf .0 7, ]=1.

Xg U
La réponse est aussi toujours positive si A est un anneau principal
(proposition ci-apres).
Sans changer une virgule, la démonstration s'adapte au cas d'un anneau de
Bézout, i.e. d'un anneau integre dans lequel tout idéal de type fini est
principal.
La réponse est toujours positive si A= K[X;,X,,...,X,] lorsque K est un
corps commutatif, c'est un résultat de Quillen et Suslin, 1976 ([La ] p.
848).
Un théoreme de Suslin ([Lam] p. 111) dit le suivant.
Soient A un anneau commutatif, ay,a,,...,a,€A avec

A=a;A+asA+...+a,A . Soient ry,ry,...,r, desentiers avec r;>1 pour

n
1<i<n avec n! divise ryry...r, ,alors “(a]* al?..a’™) est la premicre

colonne d'une matrice inversible de M, (A) .
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Proposition Soient A un anneau principal, n>2 , x:="(x1,%q,...,%,) avec
x,€A pour 1<k<n et A=x;A+x9A+...+x,A . Alors il existe MeSC,(A)
tel que x soit la premiére colonne de M ; ce qui veut aussi dire que x=M e, o1l
e1:="41,0,...,0) ; ce qui veut aussi dire qu'il existe NeSC,(A) tel que Nx=¢, .

Démonstration
La démonstration sera par récurrence sur n .

1) Le cas n=2 (on remarquera que dans ce cas, on n'utilise pas le fait que A
est principal).
De la relation A=x1A+x5A , il suit qu'il existe u,veA avec ux;+vxg=1.

. X1 —V . . . ..
Soit N::[ % u] ,ona détN=1; il suit donc que la proposition est

satisfaite.

2) On suppose que n>3 et que la proposition est satisfaite pour n—1.
Comme A est principal, il existe deA avec dA=x9A+x3A+...+x,A, il
suit alors de la relation A=x;A+x9A+...+x,A que A=x;A+dA .
Comme x;edA , il existe y;eA avec x;=dy; pour i>2.0On adonc
A=y,A+y3A+...+y,A , il suit de I'hypothese de récurrence qu'il existe
PeSl, 1(A) avec Py=e; ol y:='(yy,y3,...,5,) et e;:=%1,0,...,0) et
(1,0,...,00eA™ 1 1l suit de cela que
Pz=de;,si z:="(xy,%5,...,%,) .

Soit B la matrice qui est le tableau diagonal (I;,P) , alors on a

Bt(xl,xz,...,xn):t(xl,d,O,...,O) avec dét(B)=1.
De la relation A=x;A+dA , il suit qu'il existe o,B€A avec ax;+d=1.
Soit T::[ —(Zl fl ] ,ona détT=1 et T[fil]: [ é] . Soit la matrice C qui
est le tableau diagonal (T,I,_,), on adonc

CB '(xy,%9,...,x,)=¢, avec dét(CB)=1;

ce qui montre la proposition.

Description du procédé algorithmique
Comme A est principal, il existe d,,_; €A avec d,,_1A=x,_1A+x,A.On
adonc x,_;=d,_1¥,_1>%,=d,_1y, ; il existe donc o,BeA avec
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oy, +By,_1=1. Soit T::[_fn yn_l],ona détT=1 et
d :
T[y;:]: [é] et donc T[x;:]: [ 76_1]' Sidonc N, ; estla

matrice qui est le tableau diagonal (Z,,_,,T) ,ona
N, 1%(xq,%9,...,x,)="(x1,%9,...,%, o,d, 1,0).
Comme A est principal, il existe d,_q€A avec d,,_9A=x,_sA+d, 1A,
ie.d, gA=x, 9A+x, 1A+x,A . Alors en utilisant la méthode
précédente, il existe ReSCly( A) tel que
X d
Rl )= 177]

Si donc N, _, estla matrice qui est le tableau diagonal (I,,_5,R,I;),ona
dét(N, ) =1 et

N, 9N, 14 (x1,%9,...,20,)="(x1,%9,...,%,_3,d,_9,0,0).
On continue le processus en choisissant djeA tel que
dpA=xpA+xp 1A+...+x,A pour k>2 et dy=1. Il suit alors que

N;{N,..N, oN, ' (xq,%9,...,x,)=%1,0,...,0,0).

Cela montre d'abord que (N;Ny...N,_sN,_;) est un élément de GC,(A)
et ainsi M:=(N;N,..N, 9N, 1)~} est un élément de G¢,(A) avec
M*%1,0,...,0,0)="(xy,x9,...,x,) ; ce qui veut dire que M est un élément
de GC,(A) dont la premiere colonne est “(x1,%g,...,%,) .

Remarque Sans changer une virgule, la démonstration ci-dessus s'adapte au
cas d'un anneau de Bézout, i.e. d'un anneau integre dans lequel tout idéal
de type fini est principal.

Bibliographie

[Bk1] Bourbaki N. Algébre commutative ch. 7. Hermann (1965)

[Bk2] Bourbaki N. A[gébm’ ch. 1, 2, 3 Hermann (1970)

[Fr1] Fresnel Jean Anneaux Hermann 2001

[Fr2 ] Fresnel Jean Algebre des matrices Hermann 2011

[Lam] T. Y. Serre’s problem on projective modules Springer Monographs in Mathematics (Berlin,
Heidelberg) 2006

[Lang] Lang Serge Algebra Addison-Wesley publisching company 1993 ou Graduate Texts in
Mathematics Springer-Verlag 2002
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p- 80, paragraphe 1.8.

1. Actualité des résultats sur R
Si V est un sous-espace vectoriel de M,(R) tel que
V—1{0} cGl,(R) , alors on sait que le maximum possible pour la dimension
de V est le nombre de Hurwitz-Radon défini comme il suit.

Si n=2%%*t%2m+1) avec a,b,m entiers a>0,0<b<3, alors

p(n):=8a+2°.

L'existence de sous-espaces vectoriels V de M,(R) tels que
V—-{0}cGl,(R) , estassocié a l'existence d'algebres de Clifford qui sont des
algebres d'endomorphismes d'espaces vectoriels sur R, C, H, i.e. les réels, les
complexes, les quaternions. Si bien qu'on obtient des dimensions un peu
supérieures a celles obtenues en 4. 2 11. ([P] p. 272 4 273).
Pour une construction plus élémentaire de ces espaces vectoriels, on peut
consulter [A.T.].
Le probleme de la borne maximum de la dimension des espaces vectoriels V
a été résolu en 1962 par un article de J. F. Adams concernant les champs de
vecteurs tangents a la sphere ([A]).

[A] Adams ]. F. Vector fields on spheres Annals of Math. 75 (1962) 603-632

[A. T.] Antetomaso R. & Tissier A. Quel est le maxumum de la dimension d'un sous-
espace vectoriel de M(n,R) dont tour élément non nul est inversible ? RMS 127-4 (2016-
2017) 11-15

[P] Porteous 1. R. Topological Geometry 1969 Van Nostrand Reinhold company

[A. T.] Antetomaso R. & Tissier A. Quel est le maxumum de la dimension d'un sous-
espace vectoriel de M(n,R) dont tout élément non nul est inversible ? RMS 127-4 (2016-

2017) 11-15
[P] Porteous 1. R. Topological Geometry 1969 Van Nostrand Reinhold company

2. Une question plus générale

Soient K un corps commutatif, n>1,1<k<n,V est un sous-espace
vectoriel de M, (K) tel que tout élément de V—{0} est de rang supérieur
ouégal 2 k. Alors que peut-on dire de la dimension de V'?
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Facilement, on a dimV <n(n—k+1) .

En effet, soit p:V—M, ;. ,(K) définie par

my my g - my o,
m m . m . . .
p(Im; ;1) = 2,1 2.1 2.n . Sion avait dimV>n(n—%k+1), on
mn7k+1,1 . . mnkarl,n

aurait alors kerp={0} ; cela veut dire que V contiendrait une matrice non
nulle de rang strictement plus petit que %, ce qui est une contradiction.

Remarque 1. On peut considérer le méme type de questions en remplagant
sous-espace vectoriel V' de M, (K) par sous-espace vectoriel V de M, ,(K).

Remarque 2. On peut considérer le méme type de questions en remplagant
sous-espace vectoriel V' par sous-espace affine E de M,(K) .

Dans ce cas les résultats sont plus simples parce qu'ils ne dépendent pas
essentiellement de la nature du corps commutatif K (voir [S]).

[S] de Seguins Pazzis C. Large affine spaces of matrices with rank bounded below Linear
Algebra Appl. 437 (2012) 499-512

page 107, description des produits scalaires sur R"

1. Les produits scalaires de R”

Définition Une forme bilinéaire symétrique f: R"xR"—>R est appelée
produit scalaire sur R” si pour tout XeR"—{0},ona f(X,X)>0;ondit
aussi que f est une une forme bilinéaire symétrique définie positive

([Fr.B.C.D.] p. 64)

Théoreme spectral (corollaire 8.14. p. 118 (Fr B,C,D)).
Soient n>1,SeM,(R) , alors les propriétés suivantes sont équivalentes.

i) Ona 'S=S (i.e. S est symétrique) ,
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i) il existe UeO,(R) , dq,dy,...,d,€R, D une matrice diagonale de
diagonale (dy,ds,...,d,) tels que

S='UDU
(i.e. une matrice symétrique est orthogonalement diagonalisable).

Proposition 1 (version matricielle des formes bilinéaires symétriques)

Soit f:R"xR" >R une forme bilinéaire symétrique, alors il existe une matrice
symétrique SeM,(R) telle gue pour tour (X,Y)eR"xR", f(X,Y)='XSY.

Démonstration
Si (e1,¢9,...,€,) estlabase canonique R", il suffira de considérer
S:=[f(g,e:) l1<i<n .
[ f(g;, )]1§j§n

Proposition 2 Soient f un produit scalaire sur R"xR™. Alors il existe
UeO,(R),d;,ds,...,d, avec d;eR et di>dy>...>2d,>0, D une matrice
diagonale, de diagonale (d,d,, ..., d,) tels que pour tout (X,Y)eR"xR"
on a

(1) fX,Y)=X'UDUY.

Démonstration
C'est une conséquence du théoréme spectral et de la proposition 1.

2. Un systeme de représentants des produits scalaires.

Soient %, |'ensemble des matrices diagonales D de M,(R), de diagonale
(dy,dy,...,d,) avec d;>dy>...>d,>0,Fc l'ensemble des produits
scalaires sur R"xR", ¢: 9, x0,(R) — Sc 'application définie par
¢(D,U):=fp y ou fp y estle produit scalaire défini pour tout
(X,Y)eR"xR" par fD,U(X,Y):tXtUDUY.

Il suit donc de la proposition 2 que ¢ est une application surjective.
Facilement, cette application n'est pas injective. L'objectif de la suite est de
trouver une partic J de 9, x0,(R) de fagon que la restriction y de ¢ 2
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J soit une bijection de J sur Fc; c'est donc ce qu'on pourrait appeler une
paramétrisation de Yc .

Proposition 3 Soient U,VeO,(R) ,d;eR,d{>dy>...>2d,>0, D une
matrice diagonale, de diagonale (d,d,,...,d,) (resp. §;e R,

§1>89>...> 8,>0, A une matrice diagonale, de diagonale (5,,5,,..., 8,)) .
On suppose que pour tout (X,Y)eR"xXR" on a

(2) X, V)= X'UDUY=X'VAVY.

Alors D=A . Il suit donc, selon les notations ci-dessus que fp y=fa v implique
D=A.

Démonstration

Facilement (2) dit que

(3) 'UDU='V AV .

Comme U,VeGl,(R) et que ‘UU=I,, 'VV=I, en considérant le

polynéme caractéristique de ‘UDU etde 'VAV ,ona
(X—dy)(X—=dy)...(X-d,) =(X-8)(X=3dy) ... (X=5,) .

Alors I'unicité de la factorisation et le fait que d;>dy>...>d,, ,

§1=689>...> &, , impliquent que d;=4; pour 1<i<n.

Ainsi pour (1) la suite dy>dy,>...> d, est unique.

Il reste donc a examiner 1'égalité

‘“Ov-HD(WVv1=D,ie.

(4) 'WDW=D , avec WeO,(R)

Proposition 4 Soit P(X)=(X—d{)*"(X—-dy)*?...(X—-d,)% , avec
d;eR,d;>dy>...>d, >0, 01+ 09 +...4+0.=n et o;>1. Soit Dp la matrice
diagonale constituée du tableau diagonal (d. I, ,dyI d,I, ). Soit Hp le

sous-groupe de O, (R) constitué des éléments qui sont des tableaux diagonaux de
la forme (Ay,As,...,A,) avec A;€0,(R) pour 1<i<r. Soit WeO,(R) .

Alors les propriétés suivantes sont équivalentes.
Z) O?’l a tWDPWZ DP ,
it) ona WeHp .

012 Og 2t
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Soient maintenant U,VeO,(R) . I suit donc de ce qui précéde que les
propriétés suivantes sont équivalentes.

i) Ona 'UDpU='VDpV,

ii) les éléments U et V sont dans la méme classe & droite de O,,(R) modulo Hp .

Démonstration

1) Montrons ii) implique i) .

Soit W le tableau diagonal de la forme (A;,A;,...,A,) avec A;€0,(R) .
Onadonc ‘A;d; I, A;=d;I, .1l suit de cela que ‘WDpW=Dp.

Ce quiest 7).

2) Montrons i) implique i) .
On adonc ‘WDpW=Dp, i.e. DpW=W Dp puisque ‘WW=I, .
On décompose W par blocsen W=[W; ;li<i<r , W; ;eM,, (R . Alors

1<j<r
compte tenu de d; #d; si i=j et delarelation DpW=W Dp, ona
W; ;=0 si i=j,ainsi W est le tableau diagonal par blocs (W;;,Wy,... W,
et comme WeO,(R),ona W, -eOai(lR) )

1,1

,7")
Il suit donc que WeHp .

Proposition 5 Soit P(X)=(X-d)*"(X—-dy)*2...(X—-d,) %, avec
d;eR,d;>dy>...>d, >0, 01+ 09 +...40.=n et o;>1. Soit Dp la matrice
diagonale constituée du tableau diagonal (d.I, ,dyI d,I, ). Soit Hp le

sous-groupe de O, (R) constitué des éléments qui sont des tableaux diagonaux de
la forme (Ay,As,...,A,) avec A;€0,(R) pour 1<i<r. Soit Tp un systeme

012 Og 2t

de représentants des classes a droite de O, (R)modulo Hp .

Soit Scp l'ensemble des produits scalaives fp ; avec UeO,(R) et définis
pour tour (X,Y)eR"xXR" par fp y(X,Y)=X‘UDpUY .

Alors Lapplication ¢p:Tp— Fcp définie par ¢p(U) = fp, y est bijective.
Soit 2:={(P,U)e(P,,0,(R))|UeTp}. Soit toujours

¢: (P, x0,(R)—>Fc défini par o(P,U)=fp y .

1] suit de ce qui précéde que la restriction w de ¢ a O est une bijection de 2
sur Sc.
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Démonstration
C'est une conséquence des propositions 2, 3, 4, 5.

3. Un systeme de représentants des produits scalaires. dans le cas n=2.

C'est donc 1'égalité
o rdy 0 d 07 »
(5) W0 gy | W=[ 0 ay] ot We=UV1e0®) .
3.1) Lecas d;=d, est trivial puisque
di 0
FED=KU[ 4 |UY, comme ‘UU=I,, ona fX,V)=d; XY .
3.2) On suppose maintenant que d;#ds .

]eSO2(R) ou

. 0 —sin6
On sait que W:[ oo T

sin@  cosO

_ cos@ sin0
_[ sin@ —cos6

]GOZ(R)—SOZ(R) avec 6¢[0,27l .

Ainsi (5) peut s'écrire
di 0 cos® —sinf cos@ —sinO 171dy; O
[0 a]| - [0 a] o
di 0 cosf sin® 1 [ cosf sinf di 0
[ 0 dg][sin@ —cose]_[sine —cosf ][ 0 dg] )
Comme d;#d,, il suit que W est élément du sous-groupe H de Oy(R)

sin@  cos@ sin@  cos@

défini par
H::{IZ,—I2,[

dy 0
0 dy

-1 O],[l 0

01 0_1]}etdonc

di O ) .
tU[ ]U: tV[ 01 dz]V si et seulementst U=W YV avec WeH .
Ce qui se traduit par
oordy 0 s rdy 07 . , \
U[ 0 d ] U= V[ 0 d ] si et seulement si U et V sont dans la méme classe
2 2

a droite de O(R) modulo H .
Il est alors facile de montrer que
{ [ cos@ —sin6

Gnf  oosd ] |6€[0,n[} est un systtme de représentants des classes a

droite de O4(R) modulo H .
Soient 6€[0,x[ , T:=1{(d;,dy) eR?|dy>dy> 0}, f4.4, 4, le produit
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scalaire défini sur R% xR? par
fe de.d (X Y)—tX[ cos® sinf ] [dl 0 ] [cose —sin0 ]
;01,09 ’ = ‘

—sinf  cos6 0 dg || sin® cosb
Soit Fc 1'ensemble des produits scalaires sur R% x R? qui ne sont pas
multiples du produit scalaire canonique, i.e. (X,Y)—d’XY avec d>0.
Alors 'application ¢:[0, 7 [xT —Pc définie par
¢(6;(dy,dy) 1:=f4.4, a, estune bijection .

Remarque. Le paragraphe 2 peut, en prenant quelques précautions
s'adapter facilement pour rechercher un syst¢me de représentants des formes
quadratiques non dégénérées sur R”™ xR™.

(Fr. B,C,D] Fresnel J. Espaces quadratiques, euclidiens, hermitiens (Hermann 1999)

p- 121, complément a III.1. Les sous-groupes de %

Définition Dans tout ce complément groupe cyclique signifie groupe
engendré par un élément d'ordre fini.

On notera Z (resp. Q) le groupe additif (Z,+) (resp. (Q,+) )

I. Le groupe %

Proposition 0 Sozent p:@e% la surjection canonique, a>1 un entier. Alors

% contient un unique sous-groupe dordre a , cest p(L7); il est cyclique
a

engendré par p(%) .

Démonstration
Il est immédiat que p(1Z) est un sous-groupe cyclique de % engendré par
a
p(1) . Soient maintenant un sous-groupe G de % ,avec o(G@)=a . Soit
a
donc p(x)eG avec xeQ ,ona ap(x)=p(0), ce qui veut dire que axeZ,

ainsi xelZ . 1l suit de cela que p(x)ep(1Z), donc Gcp(1Z) et comme
a a a

o(G) :o(p(%Z)) , on a bien G:p(il) :
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Proposition 1 Soit G un groupe abélien (noté additivement). Alors les
propriétés suivantes sont équivalentes.

i) Le groupe G est de torsion (i.e. tout élément de G est d'ordre fini) et tout sous-
groupe fini de G est cyclique,

i) Le groupe G est une réunion croissante de sous-groupes cycliques,

L.e. 7l existe une suite (G,,),,~, de sous-groupes cycliques avec G,,cG,, 1 pour

tout m>1 et G=U G,,,

m>1

iii) le groupe G est isomorphe & un sous-groupe de %

Démonstration
1) Montrons ii) implique 7).
Comme G= U G,,, il suit que tout élément de G est d'ordre fini.

m>1

Soit K un sous-groupe fini de G . Comme G= U G,, et que la réunion est

m>1

croissante, il existe m avec KcG@G,,, sachant que G,, est cyclique, il suit
que K est cyclique. Ainsi i) est satisfait.

2) Montrons i) implique 7).

Soient m>1 et G,,:={xeG|o(x)|m!} . Facilement G,, est un sous-
groupe de G . Soit ye@,, d'ordre maximum, il s'agit de montrer que G,,
est engendré par y;soit d:=o(y) . Soit donc yZ le sous-groupe de G,,

engendré par y et p:Gm—>§};%2 la surjection canonique. Soit xeG,, , soit

dy:=0(x) ,dy:=0(p(x)) ; on adonc d;<d et dy|d; . Par ailleurs, il existe

ae/ avec dox=ay .

Par le lemme 3 , ci-apres, on sait qu'il existe u,veZ tels que
o(ux+vy)=ppcm(o(x),o0(y)) =ppem(dy,d).

Or ppem(o(x),0(y)) | m! , ainsi ux+vyeG,, . Par définition de y, on a

ppem(dy,d) <d , ce qui montre que dq|d .

Montrons qu'il existe AeZ tel que dy(x+21y)=0, i.ec.

ay+dyry=0 . Il suffit donc de trouver A1eZ tel que a+dyA2=0.On ales

relations dox=0oy et dyx=0 ; ainsi Zl(dzx):O , 1.e. jl(ocy):O ce qui
2 2
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veut dire qu'il existe 6eZ tel que (Cill a=0d . Ainsi a=dy( C‘li) 6, il suit de
2 1

cela que a+dyA =dy( 56 + 2) . Il suffit de choisir /l:—ge.
1 1

Soit z=x— c(ii 0y,ona dyz=0,p(z)=p(x) et o(p(x))=dy , il suit de cela
1

que o(z)=dy.Onaalors Zy+7Z2z=7y®Zz, en

effet si A y+u 2=0, en appliquant p ona pup(z)=0 etdonc dy|u, comme
0(z2)=d, , il suitque uz=0 et doncaussi 21y=0.

Ainsi le groupe Zy®Zz est d'ordre dd, ; par ailleurs il suit de i) que le
groupe Zy@®Zz est cyclique, ainsi il contient un élément d'ordre dd, .
Sachant que d est le maximum des ordres des éléments de G,, , il suit que
d9=1etdonc xeyZ.

On a donc montré que G,, est cyclique. Facilement G,,cG,, ,; et
G=U G,,.Cequiestii).

m>1
3) On suppose ii) satisfait, il s'agit de montrer iii).
3.1) Ainsi il existe une famille de sous-groupes cycliques (G,,),,>1 avec
o(G,)=d,, et G, cG, .1 pour tout m>1.
Il suit du lemme 2 ci-apres, par récurrence sur m qu'il existe une suite

(x,,),, avec x,, est génétateur de G,, et d§+1xm+1:xm pour tout m>1.
m

3.2) Soit m>1 et soit le diagramme ci-contre ou
u:7-Q est défini par u(z) ::di ,t:7-G,,

m

I*

AT»Q

est défini par ¢(z)=zx,, etenfin s:@—)% est la

S
&{@

surjection canonique. G, —m
Facilement, on a kersu=kert=d,,Z ; ainsi il

existe un homomorphisme injectif fm:Gm—>% tel que f,,¢=su , ainsi
Sm(z2)=s(2 ).

. z V4 M !
b - b
Facilement f,, ,1lg, =fm ect de fagon plus générale, si m’'>m , on a

fm'le:fm .
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3.3) Alors 3.2) montre qu'il existe un unique homomorphisme
f:G—>% tel que flg,,=f, pourtout m>1.

Ce qui est iii).

4) Montrons iii) implique 7).
4.1) Montrons d'abord que % est réunion croissante de sous-groupes

cycliques.
Soient m>1, Lm::s(%l) ; facilement L,, est cyclique d'ordre m!
m.

engendré par s(#) . Tout aussi facilement ona L,,cL,,,; pour tout

m2>1 et %:ULm.

m>1

4.2) Soient maintenant H un sous-groupe de @ et H,,:=HNL,,, alors
z

H,, estcycliqueet H=U H,, .Sidonc G est isomorphe & H , il suit bien

m>1
que G est une réunion croissante de sous-groupes cycliques de G, ce qui
veut dire que ii) est satisfait.

2. Sur la décomposition en p-composantes des sous-groupes de %

Proposition 2 Soit s:Q—2 [a surjection canonique. Soit p>2 un nombre
p 7 7 9
premier, K, le sous-groupe de % constitué des éléments qui sont d'ordre une

puissance de p .
VARS
1. Alors Kp:s(Z[l]) :% onr 7111 est le sous-groupe de Q constitué des
p D

[ractions dont le dénominateur est une puissance de p . En particulier les sous-
groupes de K, sont {0}, K,, s(127) pour m>1; s(1.7) est le seul sous-
p" "

roupe de K, qui est d'ordre p™ et K, est le seul sous-groupe de K, qui n'est
g P P q p D g p p q
pas fini.

Si P désigne ['ensemble des nombres premiers p>2 , alors on a

2-@K,.
Z  pe%
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2. Soit H un sous-groupe de % , p>2 un nombre premier, H, le sous-groupe
des éléments de H qui sont d'ordre une puissance de p . Alors H= © H, et

peP
H,=HNK,. On sait par 1. que H, est un groupe cyclique d'ordre une
puissance de p ou H,=K, .

Démonstration

1) Montrons 1.

1.1) 1l est immédiat que s(L1Z) est le groupe cyclique d'ordre p™ ,
pm

engendré par s(1) . Soit G#{0} un sous-groupe fini de K, , on a donc
pm

G={s(“)|pfa;,1<i<r,ni<ny<...<n}U{s(0)} .
p 14
Par Bézout, il existe A,ueZ avec 1=21a,+up™ ; ainsi

s( 1 )=s(A %) +s(u)eG , comme s(u)=0 ,ona s 1y ea . 1l suit
pnr pnr pnr
facilement de cela que s( 1n 7})c@G , l'autre inclusion est immédiate
p r

puisque n;<n, .
1.2) Soit G un sous-groupe infini de K, ,ona donc une suite (s( a’l;.) );
p 1
. B . , a
avec pfa; et limn;=co . Il s'agit de montrer que K,cG . Soit s(ﬁ) €K,,
il existe r tel que n,>m . Comme en 1.1) on déduit que s( 1;7,)EG et
p r
donc s(-2) :s(ap”’_min) €G ; cela montre bien que K,cG et donc que
p P

K,=G.

1.3) Il reste 2 montrer que 2 = @ K, . Clairementona 3 K,c2.
Z  peP peP z

. a @ . _ a _ .
Soit S(N)Ei,Sl N=+1, alors s(ﬁ)_s(O)e p%@Kp .St N#+1,

alors N=p{'py?...p;” ol les p; sont des premiers positifs distincts et a;>0

pour 1<i<r . Soit g; :=% , facilement 1=pged(q;,qs,-..,q,) , alors par
p;’
Bézout, il existe aq,aq,...,a,€Z tels que a=a;q;+asqy+ ... +a,q, . Ainsi
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g N10,924  4a ;1\;, il suit de la définition de ¢; que p;/"%i=1 et

i 4
N N N N
donc que p;* s(ai%):s(O) , ce qul montre que s(]lv)eK +K, +”'+Kpr

Onadonc 2= Y K, , il reste 2 montrer que la somme est directe.
peP

Soit donc 0—x1+x2+...+xr avec p;'x;=0 . Comme

1= pgcd(pl ,phephs  pPry par Bézout, il existe u,veZ avec
1=uptiivpbepls. pPriil sult de cela que

0=(1—upf)x,+ vph2pls . pPr (xy+x3+...+x,) , i.e. 0=2x; . On montre de

méme que O=x; pour 2<i<r . Ainsi la somme est directe.

2) La démonstration de 2. est immédiate.

3. Application au sous-groupe de torsion du groupe multiplicatif d'un
corps commutatif.

Proposition 3 Soit K un corps commutatif, K*=K-—{0} le groupe des
inversibles de K et (K*),,, , le sous-groupe de torsion de K>, i.e. le sous-groupe
de K* constitué des é[e’ments de K* quz' sont d 'ordre fini.

1. Soit meN, m>1, G,,:={xeK|x™ =1} ot m!:=1.2.....m . Alors on a

(Kx)tor = mL>J1Gm

1l suit du lemme 1 ci-aprés que G, est cyclique. 1l suit alors de la propositionl
que (K*),,,. est isomorphe & un sous-groupe de % .

2. Soit p>2 un nombre premier (K*),,,. , le sous-groupe des éléments x de
(K*)yor pour lesquels il existe un entier n, tel que x"*=1,i.e. (K*);, , est
constitué des éléments de (K*),,, qui sont d'ordre une puissance de p . Il suit de
la proposition 2 que (K*),,, ,, est soit un groupe cyclique d'ordre une puissance
. 711 .
de p, soit isomorphe & % oir 7111 est le sous-groupe de Q constitué des
b
[ractions dont le dénominateur est une puissance de p .
Enfin il résulte de la proposition 2 que (K*),,,= @ (Kx)tor’p ot P est

['ensemble des premiers p>2 de 7 .
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3. 8i K est un corps commutatif de caractéristique nulle qui contient toutes les
racines de ['unité (par exemple C), alors (K*),,, est isomorphe & % .

Si K est un corps commutatif de caractéristique q qui contient toutes les racines
de ['unité, ce qui veut dire que K contient (F,)"'€ , la cloture algébrique de

2 4 § & Z[1]
F,=~% . Alors (K*),, = A
1 qz to peP—{q} Z

Démonstration C'est une conséquence immédiate des propositions 1 et 2.

4. Application au sous-groupes de torsion de SO, (R) et de Oy (R).

Proposition 4
1. ([ Fr. B.C.D.] proposition 4.1.1. p. 76, proposition 4.1.4. p. 78)

On rappelle que SOQ(R)::{[Z _;’] eGly(R) | a2+b2=1) et que SO4(R)

est un groupe abélien. On sait que l'application p:R — SOy(R) définie par

p(0) := (;Trslgzg)) _:;;1((22233 ] est un homomorphisme surjectif du groupe

(R,+) sur le groupe SO4(R) dont le noyau est 7 . Ainsi p induit un
isomorphisme de % sur SO4(R) .

De méme p induit un isomorphisme de % sur (SO9(R)),,, 01t (SO9(R)),,, est
le sous-groupe de torsion de SO4(R) .
On rappelle que OQ(R):SOZ(R)U[(l) _‘i]sozum.

Plus généralement, si BeOy(R)—SO4(R) , ona o(B)=2 et
05(R) =S04(R) w (B)SO4(R) , etsi AcSOy(R), ona BAB 1=A"1.

1. Soit H un sous-groupe de SOo(R) qui est de torsion, i.e. un sous-groupe de
SOy (R) constitué d'éléments qui sont d'ordre fini.

Soit meN, m>1, H, :={AcH|A™=I,} o m!:=12....m.

On sait que H,, est fini et que c'est ['unique sous-groupe cyclique de SO4(R) ,

d'ordre o(H,,) , il est engendré par la rotation de mesure d'angle 5{” ) ([Fr
0

m

B,C,D] ex. 10.39 p. 155).
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Alorsona H,,cH,, 1 pour tout m>1 et
H-UH,.

m>1
C'est une illustration de la propostion 1.
2. Soit p>2 un nombre premier H,, le sous-groupe des éléments A de H
pour lesquels il existe un entier n, tel que AP™=I, , i.e. H, est constitué des
éléments de H qui sont d'ordre une puissance de p . Il suit de la proposition 2
que H ) est soit un groupe cyclique d'ordre une puissance de p , soit isomorphe
AR

\

a j‘L onr Z[L1] est le sous-groupe de Q constitué des fractions dont le
p

dénominateur est une puissance de p .
Enfin il résulte de la proposition 2 que H= © H,, ot P est l'ensemble des
pe?P

premiers p>2 de 7.

3. Soit G un sous-groupe de Oo(R) qui est de torsion, i.e. un sous-groupe de
Oy (R) constitué d'éléments qui sont d'ordre fini. Soit H:=GNSO4(R), on
suppose que H=#G . Soit ce€G—H , alors on sait que o(c)=2 et que
G=HuoH.

Soit meN, m>1, H,,:={AcH|A™'=L,} oit m!:=12..m .

On sait que H,, est fini et que c'est ['unique sous-groupe cyclique de SO, (R) ,

d'ordre o(H,,) , il est engendré par la rotation de mesure d'angle (3_1” ) ([Fr
0

m

B,C,D] ex. 10.39 p. 155).
Soit G,,=H,, woH,, , alors G,, est un groupe fini avec o(G,,)=20(H,,) ([Fr.

B,C,D] ex. 10.39 p. 155).
Plus précisément G, est un groupe diédral, d'ordre 2 o0(H,,) et on a
G,,cG,, .1 pourtout m>1 et

G=UG,,.

m>1
On rappelle ([Fr E] p. 41) que si n>1, alors il existe un et un seul groupe, a

isomorphisme pres, engendré par deux éléments 1,0 avec t1#0 ,0(1)=n,

1

0(6)=2 et oto =11, Ce groupe est réalisé par le sous-groupe suivant de

02(R) b
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COS27Z?E sin2nk
n n
sin2n@ cosZn@ sinan —cos2n@
n n n n

cosZn% —sin2n%
@n:: )

,O£k<n}.

Soient

coszn—” —sinzf 1 0 ] L L
t:= , Si= , ators o(t)=n,o0(s)=2, sts "=t~ .
sin2n—” cos% [O _1] ’

Un tel groupe s'appelle le groupe diédral d'ordre 2n.

4. Soit G un sous-groupe de Oo(R) qui est de torsion, i.e. un sous-groupe de
Oy (R) constitué d'éléments qui sont d'ordre fini. Soit H:=GNSO4(R), on
suppose que H=#G . Soit oe€G—H , alors on sait que o(c)=2 et que
G=HuoH.

Soit p>2 un nombre premier (G) ) le sous-ensemble des éléments A de G
pour lesquels il existe un entier n, tel que AP™=1 | i.e. (G)(p) est constitué des
éléments de G qui sont d'ordre une puissance de p . Si p>3 on a
(G)(py=(H)(, et Goy=HywoHy) . En particulier (G),) est un sous-

groupe de G pour tout nombre premier p.

Remarque 1 Soit BeOy(R) —SO4(R) , alors SO5(R),,, v (B) SO5(R) est

'ensemble des éléments de torsion de O4(R) ; en particulier cet ensemble
n'est pas un sous-groupe de Oy (R). Par ailleurs les sous-groupes de torsion
maximaux de Oy(R) sont les groupes de la forme

SO4(R),,.w (B)SO4(R),,, ot BeOy(R)—SO4(R) .

Remarque 2 Si G un groupe, p un nombre premier et G, le sous-
ensemble des éléments de G qui sont d'ordre une puissance de p . Si G est
abélien, alors G(p) estun sous-groupe de G, mais si n'est pas abélien Gy
peut ne pas étre un sous-groupe de G .

Démonstration C'est en partie une conséquence immédiate des
propositions 1 et 2.

Lemme 1 Soit K un corps commutatif, G un sous-groupe fini du groupe
K*=K—{0} des inversibles de K . Alors G est cyclique.



-25-
Démonstration C'est le corollaire p. 123 de cet ouvrage.

Lemme 2 Soient AcB deux groupes cycliques (notés additivement) avec
o(A)=a,o0(B)=b=ac. Soit xeA avec o(x)=a . Alors il existe yeB avec
o(y)=b et cy=x.Ainsi lapplication y—s cx de l'ensemble des générateurs de
B dans l'ensemble des générateurs de A est surjective.

Démonstration

1) On considere d'abord le cas particulier suivant. Soient UcV deux
groupes cycliques (notés additivement) avec o(U)=u, o(V)=v=up ou p
est un nombre premier . Soit xeU avec o(x)=u . Alors on veut montrer
qu' il existe yeV avec o(y)=v et py=x.

En effet il existe zeV avec o(z)=v=up , il suit facilement de cela que
o(pz)=u; ainsi il existe aeZ avec 1=pged(a,u) et pz=oax.

Supposons 1=pged(a,up) . Il existe donc yeZ tel que

ay=1modulo (upZ) ; ainsi 1=pged(y,up) etdonc o(yz)=up ;de plus
p(yz)=x . Ainsi y:=yz convient.

Supposons 1#pged(e,up) , sachant que 1=pged(a,u) cela veut dire que
pla etdonc pfu. Ilsuit de cela que sachant que 1=pged(e,u) , cela veut
dire que 1=pged(a+u,up) .

Il existe donc yeZ tel que (a+u)y=1modulo(upZ) ; ainsi
1=pgcd(y,up) ; par ailleurs pz=ox implique facilement pz=(a+u)x,
donc p(yz)=x, il suit que o(yz)=up etdonc que y:=yz convient.

2) Traitons maintenant le cas général.

On adonc c¢=p;py...p, oules p; sont des nombres premiers. On sait que si
C est un groupe cyclique d'ordre n, pour tout diviseur d de n il existe un
et un seul sous-groupe de C qui est d'ordre d . Il suit de cela qu'il existe des
sous-groupes cycliques de B, C(,Cy,...,C, avec C;cC;,, pour 0<i<r,
Cyp=A,C,.=B,0(C;,1)=p; 10(C;) pour 0<i<r.

La partie 1) dit qu'il existe y;€C; avec o(y;)=p;a et p;y;=x.Dela
méme facon il existe y,eCy avec o(yy) =py(p1a) et poy,=y; . Et de facon
générale il existe y;,1€C; 1 avec o(y;,1)=p;;1(P1P2---p; @) et
Pii1Yir1=yip; pour 0<i<r. Il est alors clair que y:=y, convient.
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Lemme 3 Soient G un groupe abélien (noté additivement), x,yeG , deux
éléments d'ordre fini. Alors il existe w,veZ tels que
o(ux+vy)=ppcm(o(x),o(y)) .

Démonstration C'est la partie A.1 de la démonstration du lemme 1, p. 121
de cet ouvrage.

[ Fr. B.C.D.] Fresnel J Espaces quadratiques, euclidiens, hermitiens (Hermann 1999),
[ Fr. E.] Fresnel J Groupes (Hermann 2001),

p- 128 complément : le théoréme est encore valable si on suppose seulement
que G est un groupe fini (non nécessairement abélien).

C'est un résultat de Joseph Ayoub

The direct extension theorem, ]. Group Theory 9 (2006), 307-316

n

page 128, ligne -2 avant 2.2) enlever ")

page 130, complément, Sur le nombre minimum de générateurs d'un

groupe de type fini

Convention et notation Soit G un groupe de type fini, i.e. engendré par un
nombre fini d'éléments. Si G#{e} , on note r(G) le nombre minimum de
générateurs de G et par convention r({e})=0.

On verra (proposition 5) que l'application r est une fonction croissante sur
l'ensemble des groupes abéliens de type fini, i.e. si HcG , alors r(H)<r(G).
En revanche, il n'en est rien sur l'ensemble des groupes finis non
nécessairement commutatifs.

1. Quelques exemples de calcul de r(G)

Proposition 1 Soit G#{0} , un groupe abélien fini, alors on a
G=Zx1PZLxy®..0Zx, avec 1#+0(x,)|o(x,._1)|...|0(xq) (théoréme 1, p.
123 de cet ouvrage). Alors r(G)=r , i.e. r(G) est le nombre d'invariants du
groupe abélien fini G .
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Démonstration C'est la partie 2. de |'exercice 8.45. p. 100 de Fr. E.

Proposition 2 (structure des groupes abéliens de type fini) Soienr G#{0}
un groupe abélien de type fini, G, le sous-groupe de torsion de G . Alors il existe
un entier d>0 unique tel que G=G,®Z° . En plus G, est un groupe fini et si
G,#10} , il admet une décomposition sous la forme G,=Z x,®Z x;®...DZ x,
avec 1#o0(x,) |o(x,._1)|...]o(xq).

Par ailleurs on a r(G)=d+r .

Démonstration La premiere partie est le corollaire 6.2.4. p. 61 de Fr. E.
Pour la seconde partie, on traite seulement le cas o G,#1{0} ,r>1, en

imitant la technique de |'exercice 8.45. p. 100 de Fr. E. En effet si p est un

nombre premier avec p|o(x;) , alors % est isomorphe 2 (%)d” . Soient
p p

p:G— % la surjection canonique, (g1,89,...,8,) une famille génératrice
p

de G, alors (p(g1),p(gs),...,p(gy)) est une famille génératrice du

%—espace vectoriel (%)d” ; ainsi m>d+r . Par ailleurs, si (&q,€9,...,&7)
p p
est une base de Z 9, il suit que (xq,%g,...,%,,€1,€5,...,€4) est famille

génératrice de G . Ainsi donc r(G)=d+r . Les cas d=0 ou r=0 se
traitent de la méme fagon, compte tenu de la convention r({0})=0 .

Proposition 3 (systeme générateur minimal pour &, et 2, )

1. Le groupe ©,, est engendré par (1,2,...,n) et (n—1,n) ; ainsi le nombre
minimal de générateurs de &, est 2 pour n>3 . Le groupe S, est aussi
engendré par (2,...,n) et (1,2) . Ainsi r(S,)=2 si n>3.

2.8i n est pair, U, est engendré par le cycle (2,3,...,n) etle 3-cycle
(1,2,3). 8i n est impair 2, est engendré par le cycle (1,2,...,n) etle
3-cycle (1,2,3) . Ainsi r(A,)=2 si n>4.

Démonstration La partie 1. est le corollaire 2.2.1.3.5. p. 30 de
Fr. E.
La partie 2. est l'exercice 64 partie 3.2. p. 155 de F.M. 1.
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Proposition 4 Soient p un nombre premier, G un groupe d'ordre p",n>1.
Soit Fratt(G) le sous-groupe de Frattini de G , i.e. ['intersection des sous-
groupes maximaux de G. On sait que dans le cas d'un p-groupe, on
Fratt(G)=D(G) G? oir D(G) est le groupe

dérivéde G et D(G)GP est le sous-groupe de G engendré par D(G) et les xP
ot xeG . Ainsi G est isomorphe au groupe additif de (F,)". Soient

Fratt(G)
¢0:G ﬁﬁt((}) =(F,)" la surjection canonique ey ,ey,...,e,€G de facon que
p(e1),p(ey),...,0(e,.) soit un systéme générateur minimal de ﬁt((}) ;l.e. une
base du T ,-espace vectoriel ﬁt((}) . Alors (eq,ey,...,e,.) est un systéme

générateur de G et r est le cardinal minimum d'un systéme générateur de G , i.e.
r(G)=r.

Démonstration C'est les propositions de |'exercice 76 p. 192-193 de F.M.1.

2. Variation du nombre minimal de générateurs pour les groupes abéliens

de type fini.

Proposition 5 Soit G un groupe abélien de type fini, H un sous-groupe de G .
Alors H est de type fini et r(H)<r(G) .

Démonstration On suppose que G est noté additivement.
Si G={0},ona H={0} etdonc 0=r(G)=r(H) .
On suppose désormais que G=1{0} .

1) On suppose que r(G)=1,ie. G=Zx; avec x;#0 . Soit 0:Z—7Zx; la
surjection définie par 6(z):=zx;.Si H est un sous-groupe de Zx;, on a
0(6~Y(H))=H , comme 6 Y(H) est un sous-groupe de Z, il existe aeZ
avec 6" '(H)=aZ . Ainsi H=6(6"'(H))= Z ax;. Cela montre que
r(H)<1 . Ainsi la proposition est satisfaite pour r(G)=1.

2) On suppose que r(G)>2 et que la proposition est satisfaite pour tout groupe
abélien G' tel que r(G')<r(G) .
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Ona r(G)=n>2 etdonc G=Zx{+7Zx9+...+7Z x,, . Soit p:G—)Zi la
X1

surjection canonique. On a donc
G _7p(xy)+Zp(x3)+...+Zp(x,) . Tout d'abord Zﬁi{O} , sinon on

7 x, X1

aurait G=7 x4, cela contredit r(G)=n>2. On a donc 137‘(#) <n-1;il
X1

suit de 'hypothese de récurrence que r(p(H))=k<n-1 .Si p(H)=1{0} ,
cela veut dire que H c Z x; et la partie 1) dit que r(H)<1 ; ainsi la
proposition est satisfaite.
On suppose maintenant que p(H)=#{0} , ainsi 1<k et donc
p(H)=Zp(hy)+Zp(hg) + ...+Zp(hy) . Enfin il suit de la partie 1) qu'l
existe aeZ avec HNZx1=Zax; . 1l reste 2 montrer que
H=Zaxi+Zhi+Zhy+ ...+ Zx;,. L'inclusion
Zax;+Zhi+Zhg+ ...+Zhy cH est immédiate.
Maintenant si heH , on a
p(h)=A1p(hq) +Agp(ho) + ...+ Ayp(hy) , avec h;eH , ainsi

h—(Ahy+Ashg+ ...+ Aphp)eHN (kerp)=HNZx;=Zaxy,
ce qui veut dire que A — (A1h1+Agho+ ...+ Aphy) =u (ax;) . Cela montre
HcZax\+Zhi{+Zho+ ...+7Zxy,.

En conclusion, ona r(H)<k+1<n . Ce qui est la proposition.

3. Variation du nombre minimal de générateurs pour les groupes finis non
nécessairement commutatifs.

La question naturelle qui se pose est de savoir si la proposition 5 est encore
vraie lorsque le groupe G n'est plus commutatif. La réponse est
trivialement non.

2.1. L'exemple le plus immédiat est le suivant. Soit H:= (227)” , il suit de la
proposition 1 ques r((z%)"’):n . Soit p:H—S(H)

définie comme il suit. Si heH , alors p(h) est la bijection de H définie par
x+— hx ; facilement p est un homomorphisme injectif. Par ailleurs on sait
que S(H)=G,n est engendré par deux éléments si n>2 (proposition 3) et
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il n'est pas commutatif, on a r(S(H))=2 . Si donc n>3 , on a
r(ip(H))>r(S(H)) .

2.2. Dans l'exemple 2.1. l'indice de p(H) dans ©(H) est grand. On peut
obtenir des exemples avec un indice plus petit de la fagon qui suit.

On rappelle que r(&,)=2 si n>3 (proposition 3) et r(A,)=2 si n>4
(proposition 3) .

Par exemple, soit G =S4 et H le sous-groupe engendré par les
transpositions (1,2),(3,4),(5,6) ; facilement H est isomorphe 2 (227)3.

Ainsi r(G)=2 et r(H)=3 . On peut généraliser cet exemple avec G=G,,,
et H=(2)™.

Autre exemple, soient G=2Uqy et H est le sous-groupe engendré par les 3-
cycles (1,2,3),(4,5,6),(7,8,9) . Facilement Hz(ngz)3 ,ainsi r(H)=3

et r(G)=2. On peut généraliser cet exemple avec G=2Us3,, et H= (327)’” :

2.3. Notre objectif est maintenant de trouver le plus petit exemple. C'est
un certain groupe a 16 éléments.

Proposition 6 [/ existe un groupe G engendré par a,b,c et avec o(G)=16,
o(a)=4,0(b)=0(c)=2, ab=ba, bc=cb et cac l=ab.

Ce groupe est engendré par a et ¢ etona r(G)=2, i.e.2 estle nombre
minimum de générateurs de G . Enfin le sous-groupe H engendré par a®,b,c
est isomorphe & (22—2)3 , ainsi r(H)=3.

Démonstration
1) Soient G:=(Z)x(Z)x(ZL) et s:(£) - (£) la surjection canonique.
) (42) (ZZ) (22) (42) (22) ] q

On définit sur G une loi interne par

1) (x,y,2)=(x",y",2")i=(x+x",y+y' +s(x') z,2+2") .

Facilement (G,#) est un groupe avec o(G)=16 . Désormais si u,veG , on
notera uv l'élément u=v .

Soient a:=(1,0,0),b6:=(0,1,0),c:=(0,0,1) , alors on a bien o(a)=4,
o(b)=0(c)=2,ab=ba,bec=cbh et cac l=ab.
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; . Zz VA VA i i _
2) Soit H:= (2 2Ix (%2, il suit de (1) que H est un sous-groupe

commutatif de G engendré par a?,b,c et isomorphe 2 (2%)3 , ainsi

r(H) =3 (proposition 1). Facilement G est engendré par a et ¢ etla

1

relation cac™"=ab montre qu'il n'est pas commutatif, ce qui implique

qu'il ne peut étre engendré par un élément, ainsi r(G)=2 .

Proposition 7 Soient Hc G deux groupes finis avec r(H) >r(G) . On suppose
que G est dordre minimum avec la propriété précédente. Alors G est isomorphe

au groupe d'ordre 16 défini par la proposition 6.

Démonstration

1) Ona r(G)=2 et donc r(H)>3 . En effet, si r(G)=1, ¢a veut dire que le
groupe G est cyclique, il en est de méme de H , ainsi r(H)=1; ce n'est pas
possible. Le cas r(G)=0 est trivial.

2) Comme r(H)>3, alors le lemme 1 ci-apres dit que o(H)>23 (on
pourrait aussi dire qu'on connait tous les groupes d'ordre au plus 7 et que
ceux-ci sont engendrés par deux ou un éléments). Comme r(H)=r(G) ,
ona H#G etdonc [G:H]>2 .1l suit de tout cela que 0o(G)>16 ; sachant
que G est d'ordre minimal, il suit de la proposition 6 que 0(G)=16 et
o(H)=2%.

3) Si donc o(H) =23, il suit du lemme 1 que r(H)<3.Sionavait r(H)<2,
cela impliquerait r(G)<1 , ce qui est exclu par 1). Ainsi o(H) =23 et
r(H)=3 .Si H était non commutatif, cela veut dire que H est le groupe
dihédral 3 8 éléments ou le groupe des quaternions, mais dans ce cas, on a
r(H)=2 (5.4. p. 43, Fr. E.). Ainsi H est commutatif et le théoréme de
structure des groupes abéliens finis nous dit que la seule possibilité est
H~(L)%.
27

Alors le lemme 2 ci-apres permet de conclure.

Lemme 1 Soit G un groupe fini, n:=r(G) , (x1,%9,...,%,) une famille
génératrice de G . Comme r(G)=n , ona o(x;)>2, soit a; l'infimum des



-32-

premiers p qui divisent lordre de x; . Alorsona o(G)>ajay...a,; en
particulier on a toujours o(G)>2".

Démonstration

Soient A;:={0,1,...,a;—1}, 6:A;xAyx...xA, —>G définie par

0(ary, Qg ..y 00) 1= (x7) % (x9)*2... (x,) % . Il s'agit de montrer que 6 est
injectif. Supposons le contraire, on a donc

(1) (27) % (29) %2 .. (2,) % = ()P (x9)P2 ... ()P .

On peut supposer qu'il existe k& avec ay=pB;,09=PBg,...,0,_1=P,_1 et par
exemple a; > B, . Il suit alors de la relation (1) la relation (2) ci-apres
(xk)ak—ﬁk:(xk+1)ﬁk+1 (xk+2)/3k+zm (xn)ﬁn ((xk+1)ak+1m (x,)%" )—1.

Il suit de cela que (x,)* =P+ appartient au sous-groupe engendré par
{Xp11,%p495-,%,} . Comme 1<o,—f,<ay, il suit que

pged(a ,—Br,0(x,)) =1, ainsi il existe N>1 avec N(o,—Bz)=1+210(x) ,
AeZ . Ainsi en élevant la relation (2) a la puissance N, on déduit que x;,
appartient au sous-groupe engendré par {x,.1,%,,9,...,%,} . Il suivrait
donc de cela que la famille (xq,...,x5_1,%4,1,...,%,) engendre G ; ce qui
contredit le fait que r(G)=n.

Lemme 2 Soit G un groupe non commutatif, d'ordre 16 qui contient un sous-
groupe H isomorphe a (227)3. On note e ['élément neutre de G .

1. On suppose qu'il existe acG—H tel que o(a)=2. Alors G est produit semi-
direct de {e,a} par H. De plus r(G)>3.

2. On suppose que pour tout acG—H , ona o(a)=4. Alors a®>cH et il existe
b,ceH avec les propriétés suivantes : le groupe H est engendré par a®,b,c et
ab=ba,bc=cb,cac l=ab. Ainsi le couple (G,H) n'est autre chose que le
couple défini selon la proposition 3.

Démonstration

1) Comme H est d'indice 2 dans G, il est distingué dans G, il suit que G
est produit semi-direct de {e,a} par H.

Si le produit est direct, alors G est commutatif, c'est exclu.
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On suppose maintenant que le produit n'est pas direct. Comme H est

distingué, I'élément a opéere sur le £ -espace vectoriel H , par
& 27

h— aha™'. Appelons u cet isomorphisme. Comme u?=idy , et sachant
que car(QZ—Z):Z , il suit que x,(X) =(X+ 1)3 . Par ailleurs, comme le

produit n'est pas direct, on a u=idg , ainsi la réduction de Jordan dit qu'il

existe une base (e;,eq,e3) du 2ZZ

-espace vectoriel H , avec

u(e;)=ey, uleg) =eq,ules) =eg+es . Cela se traduit en notation multi-
plicative par

(1) aej=eja,aeg=eqa,aes=ejesa.

En particulier le sous-groupe K engendré par ey est dans le centre de G,
donc distingué. Soit p:G—)% la surjection canonique, alors les relations (1)

montrent que IQ{ est commutatif, engendré par p(a),p(e;),p(es) avec

p(a)2=p(e),ple;)?=p(e),plez)®=p(e); comme O(IQ{) =23, cela veut dire

que IQ{ 2(227)3 . En conclusion r(G)>3.

2) Comme H est d'indice 2 dans G, il est distingué dans G, I'élément «a

opere sur le QZZ -espace vectoriel H, par h— aha!. Appelons u cet

isomorphisme. Comme H est d'indice 2 dans G, il est distingué dans G,
ainsi a?eH qui est commutatif, cela implique que u?=id , et sachant que
car(zlz) =2, il suit que y,(X)=(X+1)3.

Sachant que le groupe G n'est pas commutatif, il suit que w=idg.

Zz
27

Ainsi la réduction de Jordan dit qu'il existe une base (eq,e5,e3) du

espace vectoriel H , avec

u(ey)=eq, uleg) =eq,uleg) =eg+eg .
Comme H estd'indice 2 dans G, il est distingué dans G , ainsi a?ecH et
a’#e puisque o(a)=4 .
Montrons que a®#ey . Sinon la relation u(es) =ey+e5 en notation
multiplicative donnerait aega™l=eye3=a%e; . Soit donc ae;=aZesa et
alors (ae3)?=(a?esa)(aes)=a’es(aa)e; , comme H est commutatif, on
a (aeg)?=e; c'est contraire  I'hypothése puisque aese G—H .
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Comme Z e ® Z es=ker(u—idy) et que u(a?)=a?, comme a?#e, on
97 1Y 572 H q 2

2 2o ®Ley=Z q?®Le,.
27 27 27 27

Soient maintenant b:=eq,d:=e5.0Ona o(a)=4,0(b)=2,0(c)=2,
ab=ba,bc=cb et aca '=bc.

Or aca '=bc dit que calcl=a1b,donc cac '=ba . Enfin avec la
relation ab=ba , on obtient cac '=ab .

. ] . . ' . . . L L L
Sachant que G=HuvaH , il suit que |'application 6: (4Z)X(2Z)X(2Z) -G

définie par 6(x,y,z):=a*b”c?, avec une interprétation évidente pour

a®,b”,¢* , est clairement surjective, donc bijective.

Il suit facilement des relations ab=ba ,bc=cb et aca l=bc que

2)  (®B ) (@Y 7 )=a T py Y sz ez oy o (L) 5 (L) estla
47 27

surjection canonique.

Cela montre bien que le couple (G,H) n'est autre chose que le couple

défini selon la proposition 3.
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page 131, complément, quand tout groupe d'ordre n est commutatif
(resp. cyclique)

Introduction
Si n>1 est un entier, notre question est de savoir si tout groupe d'ordre n
est abélien.
Le résultat de cette question est un article de Dickson de 1905 ([ D ]) qui
repose partiellement sur des résultats de Miller et Morena [ M.-M. ] qui
déterminent les groupes non abéliens dans lesquels tout sous-groupe strict
est abélien.
Si n>1 est un entier, on peut aussi chercher a savoir si tout groupe d'ordre
n est cyclique. Ce cas a été traité par Szele en 1947 ([ S ]), curieusement ce
dernier ne semble pas faire allusion au théoreme de Dickson.
Conrad ([ C]) aaussi traité le cas des groupes cycliques.
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Nous reprenons ici le résultat de Dickson (théoréme 1) et celui de Szele
(théoréme 2) en utilisant essentiellement les ingrédients de Conrad, i.e. la
structure des groupes abéliens finis, la structure des produits semi-directs de
groupes et la technique de groupe opérant sur un ensemble.

Définition 1 (la propriéeé (*)) Soit neN, avec n>2, on dit que n satisfait
la propriété () si n=pipg..pe avec p;>0, premiers, p;#p; si i#j ,

1<e;<2 et si pour s>2, pour tout i+j, ona pj)((p?i_l) '

Remarque 1 Soient n >2 un entier qui satisfait la propriéeé (=) , m>2
avec m|n . Alors m satisfait la propriéeé (=) .

Théoréme 1 ([D]) Soit neN, n>2 . Alors les propriétés suivantes sont
équivalentes.

i) L'entier n satisfait la propriété (),

it) tout groupe G avec o(G)=n est abélien.

Démonstration
A. Montrons que non i) impligue non 7).

O el 62 es . . .
n suppose que n=pypg ...ps avec p;>0, premiers, p;#p; si 1#].

A.1) Supposons qu'il existe i avec ;>3 , par exemple e;>3 et posons
p =py . Soient F, le corpsa p éléments, K le sous-groupe de GC3(F,)

défini par
1 xy
01 z]eGegqu) x,y,2eF, ),

001
111 101
01 Ol et [0 11
001 001

commutent pas . Ainsi K est un groupe non abélien d'ordre p3.

Si donc e;=3, le groupe

G=Kx(Z )x.x(Z 1)
27 pZ
pz s

1. e e
est donc non abélien d'ordre n=p} p..pe.

K::{

alors K est un groupe d'ordre p3 et facilement ne
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Si e;>3, le groupe

G=Kx( L 1 )xCL )x.x( L
pl Z pZQZ l)ssZ
est non abélien d'ordre n=p{'py..p5.

,+)

A.2) On suppose maintenant que 1<e;<2 pour 1<i<s et par exemple

€1
que pg|p1—1.
Il suit alors du lemme 1 et du corollaire du lemme 2 (ci-apres) appliqué a
g=pi,r=e;,m=py et k=1 si eg=1, k=2 si eg=2 qu'il existe un
groupe K d'ordre pi'py non abélien. I suit alors que

G=Kx(Z_  ;)x 2
piZ piZ p?Z

e; e e . -
est un groupe d'ordre n=p{'py...p qui est non abélien.

’+)X...><( +)

Il suit que A. est satisfait.
B. On suppose que i) est satisfait, montrons que ii) est satisfait.

Supposons le contraire, i.e. qu'il existe un groupe qui satisfait 7) et qui n'est
pas abélien.

Compte tenu de la remarque 1, on peut supposer qu'il existe un groupe G
avec la propriété suivante que l'on note (**).

(xx) Il existe un groupe G non abélien avec n=0(G) , n qui satisfait i) et tout
groupe H avec o(H)=m , m|n , m#n est abélien.

B.1) Soit toujours G un groupe qui satisfait (**) . On dit qu'un sous-groupe
U de G est maximal,si U#G et si H est un sous-groupe avec UcHcG,
ona H=U ou H=G.

Comme G est un groupe qui satisfait (**) , ona n>2 etsi e est I'édlément
neutre de G, alors tout élément x#e est contenu dans un sous-groupe
maximal ; en particulier un sous-groupe maximal est différent de {e} .

Soient U et 'V des sous-groupes maximaux de G . Montrons que U=V ou
UnV={e}, ce qui veut aussi dire que (U—{e})= (V—{e}) ou
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(U—-{e})Nn(V—{e}) =0 .

Supposons UnV={e} , alors il existe xeUNV et x=e. Soit
Cq(x):={yeG|yx=xy} , alors Cgz(x) est un sous-groupe de G . Comme
par (**), U est commutatif, on a Uc Cg(x) et comme U est maximal, on
a Cg(x)=U ou Cux(x)=G.

Si Cq(x)=G , cela implique que xe€Z(G) , le centre de G . Si on avait
Z(G)=G, cela contredit le fait que G n'est pas abélien. Soient donc
yeG-Z(G) et Hi={zy"*|2eZ(G) et ke 7} . Facilement H est un sous-
groupe de G avec UcZ(G)cHcG ; comme U est maximal et Z(G)=H ,
ona H=G . Facilement H est commutatif, ce qui contredit (**).
Par une méthode identique, ona Cg(x)=V . Etainsi U=V .

B.2) Soit toujours G un groupe qui satisfair (**), soit U un sous-groupe maximal
de G,u:=0(U) . Montrons que

card ( uG<gUg—1)) =1+n-"2.
ge

u

Soit Jl 1'ensemble des sous-groupes maximaux de G . Alors G opere sur
M par (g,U)—>gUg 1;eneffetsi U est maximal, il suit que gUg ! est
aussi maximal. Si donc Uel , le stabilisateur de U est

Stab(U) := {geG |gUg '=U} .
On montrera en B.3) que U=Stab(U) ; c'est la partie la plus délicate de la
démonstration.
On suppose donc que Stab(U)=U.

Il suit alors que card(orbite de U):%::s . Il existe donc g;,49, ...,8,€G
tels que

orbite de U:{glUgl_l,g2ng_l,...,gSUgs_l}.
Comme giUgi_lqtgj Ugj_1 pour i#j, il suit de B.1) que

g;Ug 'ng;Ug;'={e} pour i#j.

Ce qui se traduit par

gi(U—{e})gi_lmgj(U—{e})gj_l:@ pour i#j .
Soit donc

Ai=g;(U—-{e}) gflUgy (U—-{e}) gyt U...Ug (U—{e}) g t,

il suit de ce qui précede que s est la réunion disjointe,
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sAi=g(U—{e}) g7 W go(U—{e) gy W..W g, (U—{e}) g,
et donc
card d=s(u—1)=n-".
u

Sachant que #cG-{e} etque n—-"<n-1, cela montre que le nombre
u

d'orbites de Al sous l'action de G est au moins 2 . Ainsi, il existe un sous--
groupe maximal V tel que (V—{e})nA=@ ; sinon, cela voudrait dire qu'il
existe i avec 1<i<s tel que gi(U—{e})gi_lﬂ(V—{e});tQ .
Il suivrait alors que g;(U—{e}) g;'=V et donc orbite(U)=orbite(V) .
Ainsi pour tout gUg leorbite(U) et g'Ug ~leorbite(V) , ona
gU-{e)g 'ng' (V—{ehg' '=0.
On a
orbite de V={h VA  hoVh;!, ... ,h, VR 1},
avec t:% et v=0(V) .
Soit
Bi=hy (V-AeD)h[TU(hy(V—{e) A U..UA, (V-{e}) b1,
il suit de ce qui précede que B est la réunion disjointe,

Bi=h; (V-AeDh['Why(V-{e) hy' W..Uh, (V-{e}) R,
et aussi que ANB=W , ce qui montre que

card B=n-",
v

et
card(&du%):(n—% )+ (n="1).

1%
Sachant que
AURBcG—{e},
il suit que
(n—%)+(n—%)£n—1,

ce qui donne une contradiction puisque u>2,v>2.

B.3) Soit U un sous-groupe maximal de G satisfaisant (**). Il s'agit de montrer
que U={yeG | yUy~1=U).

Supposons le contraire, comme U est maximal et que
UclyeG|yUy~1=U}, cela veut dire que
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G={yeG|yUy '=U},ie que U est distingué dans G .

B.3.1) Montrons que IQI est un groupe cyclique d'ordre p , avec p premier.
Ona 0(%);&1 , si donc p:G—)% est la surjection canonique, il existe yeG

tel que o(p(y))=p avec p premier. Montrons que
G={hy®|heU et keZ}.

Sachant que U est distingué dans G, on a en particulier yUy ~1=U et
aussi y*Uy *=U pour tout keZ . Il suit facilement de cela que
{hy*®|heU et keZ} estun sous-groupe de G avec

Ucthy®|heU et keZ) et U#{hy*|heU et keZ).
Sachant que U est maximal, on a donc G={hy FlheU et kez) . 1l suit
de cela que % est le groupe cyclique d'ordre p engendré par p(y) .

B.3.2) Sur l'ordre de G et l'ordre de U .

Par (*)si n:=0(G) ,ona n=ppy..p" avec p;i>0, premiers, p;#p; si
i#],1<e;<2 etsi s>2, pourtout i+j,ona p;{(pji-1).

Si m:=0(U) , il suit de B.3.1) que n=mp . Ainsi
m=(q1q9...q,) 2 (ryre..r;) oW {q1,q9,...,q,,71,T9,...,7;} est un ensemble
de r+t premiers (distincts).

Comme n=1(q1qs...q,)2(riry...7,)p , il suit de (*) que pelqi,qq,...,q,}.
On a donc deux possibilités

(1)  pelry,ry,..,r},ainsi n=(q1qy...q,) 2 (ryry...7,p) ,

(2)  pelry,rg,..,r;t, ainsi n=(q1qs...q,p)%(ry...r;) ,si p=ry.

B.3.3) Un automorphisme de U .

Soit 7 l'automorphisme de U défini pour tout zeU par 1(2):=yzy !,

ou y est défini en B.3.1). On a donc tP=Idy puisque yPeU et que U est
commutatif par (**).

L'objectif consistera a montrer que t=1Idy; .

B.3.4) Ona U=Zw, ie. U estcyclique on U=Z 0, ®7Z wy avec
o(wy) | o(wg) et 1< o(wy) .
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Puisque o(U)<o(G) , on sait par (**) que U est commutatif. Ainsi

U=7 0, D7 w0y ®..07Z v, avec o(w1) | 0(wy) |...| o(wy), 1< o(wy) etla
suite  (0(w1), 0o(wy),..., o(w)) est unique ([F. M. 2.] théoreme 1 p. 123). 1l
existe donc un premier 7 avec 7 |o(w;) , il suit que z*|o(U) , il suit donc
de (**) que 1<k<2.

B.3.5) On suppose que U=Z w, i.e. U est cyclique.

Soit m=0(U) , il suit donc de B.3.2) que m=(qyq5...q,)%(ryry...7;) ol
{¢1,99--,4r,71,T9,...,7;} estun ensemble de r+¢ premiers (distincts). On
sait que Aut(U) = (%)>< .

Il suit du théoréme des restes chinois que
r t
U=(11 £ )x(I1 (£ ),
i=1 riZ

i=1 q2Z
et donc
Aut@) = (11 (L)) (11 (£ ).
i=1 q?Z -1 riZ
Or o((i)x):qi(qi—l) et o(( L )*) =r;—1 . Il reste & montrer que
;7 riZ

p 1¢;(¢;—1) et p tr;—1. Cela résulte du fait que n=mp, de (1) et (2) et
que n satisfait (*).

Ainsi donc 'automorphisme 7 défini en B.3.3) est l'identité sur U ; il suit
alors de B.3.1) que G est commutatif, ce qui est une contradiction.

B.3.6) On suppose que U~Z 0, ®Z w5 avec a=o0(wy) , ab=0(w,) .

Comme n=0(G) avec n=0(U)p d'aprés B.3.1) , ainsi n=a?bp . Sachant
que n satisfait (*) ona pfa, 1=pged(a,b) . Onadonc

Uz((£,+)><(£,+)) x(£,+) ,
alZ aZ bz

sachant que 1=pged(a,bd) , ona
Aut(M=Aut((Z ,+)x(£ 1)) xAut(Z ,+).
aZ a”Z bZ

Enfin, on peut écrire b=c?d , encore avec 1l=pged(c,d) compte tenu de
(*) pour n . Il suit alors que

Aut(D)~Aut (L, ) x(L 4)) xAut((L) ,+))xAut((L) 1)) .
al al c27 dZ
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On peut aussi écrire a=aqay...a, ,c=c1Cy...C; , d=ddy...d; ol
{ay,a9,...,a,.,¢1,¢C9,...,¢s,d1,dq,...,d,} estun ensemble de r+s+¢
premiers (distincts). Ainsi

r S

Aut((L ,px(L )= 11 6oL ), Aut( (L))~ (L)x,
aZ aZ i=1 a7 c47 i-1 27

Z \yv._ 11 (Z \x
Aut((d—z))— }31 (diZ) .

Ensuite, on a o( Gly( ZZ ) =(a?-1)(a?-a;),
a;

Z XN _np. VA Xy _ .

o((C?Z) )=c;(¢;—1), 0((diZ) )=d;—1.

Sachant que n=(a;ay...a,)%(cicy...cg) 2(dydy...d, ).p satisfait (*), on a
pfa;,pfc etenplus p{(a;—=1), pf(c;—=1), p{(d;—1), il suit que

p 1o(Aut(U)) . Ainsi ['automorphisme 7 défini en B.3.3) est l'identité sur

U ; il suit alors de B.3.1) que G est commutatif, ce qui est une

contradiction.

Définition 2 (la propriéeé (***)) Soit neN ,avec n> 2, on dit que n
satisfait la propriété (sess) si n=pqpg...ps avec p;>0, premiers, p;#p; , si
i#], et si $22, pour tout i#j,ona p;{(p;—1) .

Cette propriété (***) est équivalente 2 1=pged(n,e(n)) ol ¢(n) est
l'indicateur d'Euler de n .

Remarque 2 Soient n >2 un entier qui satisfait la propriété (=xx) , alors
n satisfait la propriété (=) .

Remarque 3 Soient n >2 un entier qui satisfait la propriété () , m>2
avec m|n . Alors m satisfait la propriéeé () .

Théoreme 2 ([S], [C]) Soit neN, avec n> 2. Alors les propriétés suivantes
sont équivalentes.

i) L'entier n satisfait la propriété (***) ,

it) tout groupe G avec o(G)=n est cyclique.
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Démonstration

A) Momtrons que i) implique i1).

Comme (***) implique (*) , il suit du théoréme 1 que G est abélien on a
donc G=Z 0, ®Zwy®...07Z w;, avec o(wy) | o(wy) |...| olw) , 1< o(wy) et
la suite (o(wy), 0(wy),..., 0(w)) est unique ([F. M. 2.] théoreme 1 p. 123).
Si donc p est un premier avec p|o(w;),ona p*|n . Il suit alors de (***)
que k=1 etdonc que G est cyclique.

B) Montrons que non i) implique non ).

Non (***) veut dire que n=pipy.pe avec p;>0, premiers, p;#p; si
i#j et qu'il existe ¢ , avec e,>2,ou que si n=p;py...ps avec p;>0,
premiers, p;#p; si i#j, il existe i#j, avec p; | (p;—1) .

B.1) Sipar exemple e1>2 .
Soit

onadonc o(@)=n=pipy.p. et pour tout xeG on a
o(x) | p1py...ps <n , ce qui contredit le fait que G est cyclique.

B.2) On suppose que n=p,p;...p; et que py|py—1.

: Z Z yx 7
A =, +)) = ~ +) .
On sait que Aut(( 7’ ) =( QZ) (( -7’ )

Comme p;q|ps—1, il existe un homomorphisme
T: (—ZZ ,nL)%Aut((izZ ,+)) qui est injectif. Ainsi r((izZ ,+)) #{1d}
p

P1 2 P1
ou Id est l'automorphisme de (LZ ,+) qui est I'identité, il suit alors du
D2
lemme 2, ci-aprés que K:= (L,+) Xy (£,+) est un groupe qui n'est pas
poZ p1Z

abélien et que
o(K) =pjypy . Ainsi

G=Kx (L )x..x(L )
p3Z psZ
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est un groupe d'ordre n=p;py...p, qui n'est pas abélien, donc qui n'est pas
cyclique.

Définition 3 (produit semi-direct) ([Fr.] définition 1.5.1, p. 24, [F. M. 1.] ex. 54
p. 139) Soient F et G deux groupes, Aut(F) le groupe des automorphis-
mes de F, 1:G— Aut(F) un homorphisme de groupes. On appelle produit
semi-direct de G par F relativement & v 'ensemble FxG muni de la loi de
composition défini par

((f,8),f,8))— (ft(e)(f),g8").

Ce produit semi-direct se note Fx G .

Lemme 1 Soient F et G deux groupes, Aut(F) le groupe des automorphismes
du groupe F , ©:G— Aut(F) un homomorphisme de groupes.

Alors les propriétés suivantes sont équivalentes.

i) Le produit semi-direct Fx G est un groupe abélien,

i) le groupe F est abélien, le groupe G est abélien et ©(G)={1dp}.

Démonstration

i) implique ii) Comme Fx_ G est abélien, F' qui est isomorphe a un sous-
groupe de Fx,G est abélien et G qui est isomorphe & un quotient de
Fx.G estabélien.

Enfin, on a la relation f1(g)(f) =f"t(g")(f) ; sidonc f=e, |'élément
neutre de F , on déduit que 7(g)(f")=f" ainsi 7(G)={Idg} .

i) impligue i) est immédiat.

Lemme 2 Soient q un nombre premier, r>1,F . le corpsa q" éléments,
enfin m un entier avec m >2 et m|q"—1. Soient les groupes additifs ,
(% +) et (Fyr,+) . Alors il existe un homomorphisme

m

0 (L) > Aut(Fyr,+)) avee 1((CE+)#{1d }.

Démonstration
On a donc aeN avec ma=q"—1. Soient & un générateur du groupe
multiplicatif ( For)*szeZ et f(2): (Fyr,+)— (Fyr,+) défini pour tout



44-

xeF,, par f(z)(x):=&*x . Alors f(z) est un automorphisme du groupe

(F,-,+) .Par ailleurs, I'application (Z,4)L> AutFyr,+)

f:(Z,+) - Aut((F,,,+)) est un homomorphisme sl
du groupe (Z,+) dans le groupe Aut((F,,,+)) . /

(L ,+)
nZz

Soit s:Z—)lZ la surjection canonique, facilement
m

ona kerf=kers=mZ. Il suit de cela qu'il existe
un homomorphisme injectif <: (%,—i-) —Aut((F,,,+)) tel que f=75.En
m

particulier T(( s> ) #{1d ) ou Id est I'automorphisme identité de

(Fgr,+) .

Corollaire Soient q un nombre premier, r>1,F,, le corpsa q" éléments,

enfin m un entier avec m >2 , m|q —1 et k>1 un entier. Soient les groupes
additifs , (kZ—Z,H et (Fyr,+) . Alors il existe un homomorphisme
m

(-):(kZiZ,H—)Aut([F +) avec 9(( 7 +))¢{Id}.Az'mz' le produit semi-
m

q">

direct (F,r,+) Xg(-L_

oot relatzvementa 0 est un groupe d'ordre kmq” qui
m

n'est pas abélien.

Démonstration

Il suit du lemme 2 qu'il existe un homomorphisme
T ( 2>+ > Aut((Fgr, +)) tel que r(( S )= {1d ]

Soit s:(mﬁ)%(%ﬁ) la surjection canonique et 6:=s7, alors
(L Aut((F
0: (-, +)=>Aut((Fgr, +))

est un homomorphisme de groupes avec
9(( S+ {1d ).

Il suit alors du lemme 1 que le prodult semi-direct (F,-,+) % (kZ .
m

relativement & 6 est un groupe d'ordre kmq” qui n'est pas abélien.

,+)
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page 133, ligne 2 du théoréme 1.4, remplacer "les orbites de S sous cette" par
"les orbites de S sous l'action de X"

page 130, ligne -2 avant la définition 2.5, lire "homomorphisme" au lieu de
"homorphisme"

page 144, ligne -1, lire" proposition 5.3" au lieu de "proposition 1"
page 145, complément,

Famille de transpositions génératrice de &, et connexité du graphe

associé

Définition du graphe associé a une famille finie de transpositions
Soit n>2, S, le groupe des permutations de l'ensemble {1,2,...,n} . Soit
A#@ une famille finie de transpositions de &, . Alors le graphe G(A)

associé 2 A est le graphe dont |'ensemble des sommets est S:= tUA support(t) ,
S

sachant que si ¢ est la transposition ¢=(a,bd) , alors support(¢)={a,b} .
Par ailleurs les arétes du graphe G(A) sont définies comme il suit : si x,yeS,
il y a une aréte qui relie x et y si et seulement si x#y et sila
transposition (x,y) est élément de A . Ainsi donc |'ensemble des arétes du
graphe G(A) s'identifie aux parties {x,y} 2 deux éléments de S telles que
la transposition (x,y) est un élémentde A .
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Soit x,yeS , un chemin qui relie x a4 y est une suite finie (ay,as,...,a,)
d'éléments de S telle que a;=x,a,=y et {a,,a;,1} est une aréte pour
1<k<r.

Soit xeS , on appelle composante connexe de x 1'ensemble des yeS pour
lesquels il existe un chemin qui relie x & y. En particulier, on dit que le
graphe G(A) est connexe, s'il existe un point xeS tel que la composante
connexe de x soit S ; c'est équivalent de dire que pour tout x,yeS , x=y ,

il existe un chemin qui relie x a y.

Théoreme Soient n>2 , S, le groupe des permutations de ['ensemble
{1,2,...,n} , A une famille finie, non vide de transpositions de &, et G(A) le
graphe associé & A selon la définition ci-dessus.

Alors les propriétés suivantes sont équivalentes.

i) La famille A engendre le groupe &, ,

it) le graphe G(A) a pour ensemble de sommets {1,2,...,n} et le graphe G(A)
est connexe selon la définition ci-dessus.

Démonstration

1) Montrons i) implique ii).

1.1) Montrons que 1 est un sommet du graphe G(A) .

Sinon 1¢support(¢) pour tout te€A ,ainsi ¢(1)=1 pour tout €A .
Comme A engendre &, , il suit que o(1)=1 pour tout ceS, ; ce qui est
une contradiction, en particulier pour le cycle 6=(1,2,...,n) .

De la méme facon % est un sommetsi 1<k<n .

1.2) Montrons que G(A) est connexe.

Soit A la composante connexe de 1, selon la définition ci-dessus. Il s'agit de
montrer que A={1,2,...,n} . Supposons le contraire, on a donc

{1,2,...,n}=AwB avec B=@ . Il suit de la définition de la composante

connexe de 1 que pour tout t€A , ona support(t) cA ou support(¢)cB .
Il suit de cela que pour tout teA ,ona t(A)=A et t(B)=B .Comme A
engendre &, , on a aussi pour tout 6€S,, o(A)=A et 6(B)=B . Cela
donne une contradiction en considérant o=(1,2,...,n) et o*(1) pour
1<k<n.
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2) Montrons i) implique 1) .

Soit H le sous-groupe de &, engendré par A . Il suffit de montrer que

(1,k)eH pour 2<k<n puisque |'on sait que la famille {(1,%)|2<k<n}

engendre ©,, (Fr.E. corollaire 2.2.1.3.4.).

Il suit du lemme ci-apres qu'il existe un chemin (by,bg,...,b,) qui relie 1

a k avec 1=0b,,k=0,,b12{by,b3,...,b,} et (b;,b,,1)eA pour 1<i<s.

On a donc (by,by) €H , et sachant que b; est invariant par (by,b3) , on a
(by,bs) (by,by)(by,bs) " t=(by,b3)eH .

De méme (bg,by) (by,b3)(bg,b,) ~1=(by,b,)eH . Ainsi par récurrence, on

a (by,b,)eH ,1e. (1,k)eH.

Lemme Soient x,y deux sommets de G(A) avec x=y . On suppose en plus
qu'il existe un chemin qui relie x a 'y . Alors il existe un chemin (by,by,...,b,)
avec by=x, by=y et bye {by,bs,...,b0,} .

Démonstration Soit (a;,ay,...,a,) un chemin quirelie x a y,ie x=ay,
y=a, et (a;,a;.1)eA pour 1<i<r . Comme a;#a, , il existe un plus

grand entier j<r tel que a;=a;. Ainsi ajela; . 1,a;,9,...,a,} et
(aj;1,@519,...,a,) est un chemin qui relie a;=a;=x a a,=y avec les

propriétés du lemme.

Remarque Les propriétés suivantes sont équivalentes.
i) L'ensemble des sommets du graphe G(A) est {1,2,...,n},
i) {ke{l,2,...,n} | t(k) =k pour tout teA} =0 .

[Fr. E.] Fresnel J. Groupes (Hermann 2001)

p- 235 complément a IV.7.1. Sur le discriminant

(cet exercice nous a été suggéré par notre collegue Q. Liu)
1. Définition du discriminant d'un polynéme
Soient (ay,a;,...,a,) desvariablessur 7,

P(X):=apX"+a; X" 1 +..+apeZlay,ay,...,a,1 [ X1,
P'(X)=nayX" '+ (n-1a; X" 2+..+a, ;.
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Soit res, ,_1(P(X),P'(X)) l'"élémentde Z[ay,ay,...,a,] défini par

aO a1 an—l a,
a a RN an—l an
0 1 n—1
@ a, a,_1 9y
res, , 1 (P(X),P'(X))=|na, (n—-1)a; --- %1
na, (n-1)a; -+ @n_—1
n
| na, (n—l)al cee Qp_ g

Facilement en considérant la premieére colonne on a

resn,n—l(P(X) ,PI(X)) Gaoz [ Qp,Aa1,-.. ,an] .
Alors disc,(P(X)) , le discriminant en degré n de P(X) est!'élément de
Zlay,ay,...,a,] défini par

0) res, ,_1(P(X),P'(X)=(—1) "5 agdisc,(P(X)) .
([B] IV.78, formule (47) , [F] proposition 7.7.3.1, [FE.M.2] IV.7 p. 235)

n(n-1
2

2. Une relation sur le discriminant ([B] corollaire 2, A.IV. 80, [G.K.Z]
formule (1.41) p. 407)

Proposition Soient ay,aq,...,a, desvariables sur 7,
FX) =apX"+a; X" 4. 4a,,8X) =a; X" L +a, X" 24 . +a,.
Soit ¢:Z1agy,ay,...,a,1>2lay,aq,...,a,]1 l'unique homomorphisme tel que
9(ag) =0 et ¢(a;)=a; pour 1<i<n (c'est ce qu'on appelle parfois la
spécialisation en ay=0). Alors on a

o(disc, (f(X))) = (ay)* disc, _1(g(X)) ,

ou encore

o(disc, (f(X))) = (ay) ? disc,_1(p(f(X))) ,
Démonstration
Il suit de la définition en (0) du discriminant de f(X) en degré n que
(1) (- 1) "5 dise, £(X) =détA

avec



1 al an—l an 0 0 ]
0 a a . a 1 Qa
0 1 " " n-1
@ a, a,_1 9y
o
A= n (n-1a; ... @1 0 0
0 na, (n-1)a; - A1
n
0
| 0 0 nay, (n-1a; --- @1
Soit ¢:Z[ay,a;,...,a,1—>2Zlay,as ,...,,a,] 'unique homomorphisme

d'anneau défini par ¢(ag) =0 et ¢(a;)=a; pour 1<i<n . Il est clair que si
M=Im;;li<; jeneM,(Zl ay,ay,...,a,1) , alors ¢ induit un homomor-

phisme d'anneau
®:(M,(Zlay,aq,...,a,1) > M, (Z[ aq,aq,...,a,])

défini par (D([mij]lgi,jgn)3:[(P(mi,j)]lﬁi,j3n'
Facilement, on a

) o(détlm; jl1<i j<n)=dét(@(m;;l1<; j<n)) -
Alors en appliquant ¢ a (1) on obtient
n(n—-1)
3) (1)~ 2 p(disc,(£(X)) = p(d6tA) =det(®(A)) .
Soit
_1 a an_l an 0 0 ]
0 0 al an—l an n—1
0 a, a, 1 %
BZ:(D(A)Z n (n_l)a1 e Q1 0 0
0 0 (n—-1)ay a,__1
n
0
| 0 0 0 (n-1)a Ap__1

Alors le calcul de détB en développant selon la premiere colonne s'écrit

(4) détB= détC+(—1)""1n détD
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avec
0 a an_l an 0 0 ]
0 0 al an—l an 9
(5) 0 0 @ ... @, @,
C=|[(n-1Da (n—2)a2 . Qp__1 0 0
0 (n—1)a, (n—2)a2 R
n
0
| ° 0 0 (n-1)ay .- Tp1
_al ay @1 @, o o ]
0 al a2 an—l an 0 0 a1
0 0 0 a, @, ....% 5 a,
(6) D=1 9°n-1a (n-2)a, ... a,__5 0 0
0 0 (n-1a, (n—2)a, ... a,__; o
n-—1
| 0 0 0 (n-1)a; (n=2)a, ... @, |

Alors le développement de détC selon la premitre colonne dit que

7) détC=(-1)""2(n—-1)a; res,_; ,_o(gX),g'X) .
Ensuite le développement de dét D selon la premiere colonne dit que
8) détD=ayres, 1 , 2(gX),g'X)) .

En résumé, compte tenude (0) 2 (8),o0na
(9) détA=((-1)"2(n—Day+ (-1 " tnay)res, ; , »&X),g (X))

Soit donc
n(n-1) 1 (n-1)(n-2)
(10) (=1) 2 o(disc, () = (=D “ay(=1) 2 a,disc, _1(g).
ie. o(disc, (f)) = (ay)2disc,_1(g) .
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p- 235 complément a IV.7.1. Quelques calculs de discriminants

0. Introduction

Si P(X) est un polyndme a coefficients dans un anneau commutatif, le
discriminant de P(X) , au signe pres, est défini par le résultant des polynémes
P(X) et P'(X) ou P'(X) estle polynome dérivé de P(X) . C'est donc le
déterminant de la matrice de Sylvester associée 2 P(X) et P'(X). Si donc
P(X) est de degré n, la matrice de Sylvester est une matrice carrée a3 2n—1
lignes et 2n—1 colonnes. On sait qu'alors le calcul du déterminant devient
délicat, méme avec Maple, si n est assez grand.

Si P(X) est un polynéme unitaire de degré n a coefficients dans un corps
commutatif K , sous réserve de quelques conditions sur la caractéristique de K,
le discriminant de P(X) peut étre évalué en considérant la factorisation dans
la cloture algébrique de K en produit de polynéme unitaire de degré 1. C'est
la méthode que l'on va utiliser sur quelques exemples lorsque le nombre de
racines distinctes de P’(X) est 1,2 ou 3.

1. Les exemples

Soient n>1 un entier, K un corps commutatif avec carK=0 ou car K{n .
1.1. Soit P(X)eKI[ X1 avec P(X)=X"+a,, . Alors

. n(n-1) 1
disc,P=(-1) — 2 (a,)"'.
1.2. Soit P(X)=X"+a; X" '+a,cKIX] , alors
n(n-1)

dise, PX)=(-1) — 2 ((1-n)""1(2-n)(a,) " 2(a;)"+n™a,) " 1).
1.3. Soit P(X)=X"+ayX" 2%+a,, .
On suppose que n=2m , alors on a
dise, P(X) = (-1)™ (4(n—2)""2 (ay) "(a,) "3
—4(n-2)""(ax) ™ (a,) " 2+ (- 1)™n" (a,)" 1)
On suppose que n=2m+1, alors on a

disc,P(X) = (- 1)™ (4(n—2)""2(ay)" (a,)" 3 +n"(a,)" 1) .
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2. Les formules

Soient ay,ay,...,a,,X desindéterminées sur 7 ,
PX)=apX"+a;: X" 1 +..+a,,

alors
n(n-1)

dise, P(X) :=(-1) “ 7 res, ,_1 (P(X),P'(X))
ol res, , 1(P(X),P (X)) estle résultant en degré n et n—1 de P(X) et
P'(X) ([B] IV.78, formule (47), [Fr] proposition 7.7.3.1 p. 273, [F.M.1] ex.
113, p. 321).

On sait alors que disc,P(X)eZ[ ag,ay, ...,a,] est un polynéme homogene de

degré n(n-1) , i.e. un polynéme homogene isobare de degré n(n-1)
sachant que a; est de poids i .

On suppose maintenant que K est un corps commutatif avec carK=0 ou
carK1n et que P(X)=X"+a, X" 14. +a,,alorsona

(1) dise, P(X) = (—1) "5 7 'fljllpwi) ,
avec o; €K et P'(X)=nX—a;) X—ay) ... X—a,_1) (([B] IV.75, formule

(39), [Fr] proposition 7.7.3.1 p. 273, [F.M.1] ex. 113, p. 321, [F.M.2],IV.7 p.
235).

3. Démonstrationde 1.1,1.2,1.3
1.1. Ona P(X)=X"+a, , P'(X) =nX"" 1, ainsi en utilisant la fomule (1), on

a bien
n(n-1)

disc, P=(—1) n"(a,)" L.

1.2. Ona P(X)=X"+0a; X" Y+a,, PX)=n(X""2)(X-1-"q,).
n
Si a;#0, on a donc en utilisant (1)
dis,P=(-1) — 2 n"(P(0)) P(1="q,)
n
On obtient donc

disc, P(X)=(-1) n(n—z_l) ((1—n)”_1(2—n)(an)”_2(a1) ”+n”(an)n_1) .

Le cas a;=0 se traite de la méme fagon.
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1.3. Ona P(X)=X"+ay X" % +a, etdonc
P'(X)=nX""2+(n—-2)ay, X" 3, soit
P'(X)=nX""3(X2-2-1g4,) .
n
Si 2=, 20, il existe 0eK8 avec
n

2) 9%=2-1q,.
n

P'(X)=nX""3X-0)(X+6).Sien plus cardK+#2 et n>3,0ona 0#—0 et
en utilisant (1) ,ona

3)

On a donc

n"(a,) " ~3P(6) P(-9),

P(0)=06""2(62%+ay) +a, .

En tenant compte de (2) , ¢a veut dire que
4) P(6)=6""2%2ay) +a, .
n

1.3.1. On suppose maintenant que n=2m , ainsi toujours compte tenu de (2)
et (4) il suit que
P(G)—( ag) " +a, .

De méme
P(—0)=(2=1gy) " 11q, .
n

Ce qui implique
P(0)P(— 0)=(2=ngy)2m-D9((2=ng)" g +(a,)?.
n n

Il suit facilement en utilisant (3) que 1.3. est vérifié pour n=2m .

1.3.2. On suppose que n=2m+1.
Il suit (4) et (2) que
P(e)—e( "ag)™+a, etaussi P(—0)=—60(2""ay)™+a, etdonc

P(6) P(-6) = n_e (27”(12)2'” .

Soit donc en tenant compte de (2)
P(6)P(-06)=a,, —( . Tay)".

Il suit facilement en utilisant (3) que 1.3. est vérifié pour n=2m+1.
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2N gy 20 sont immédiats.

Les cas carK=2 ou 27
n

Références

[B] Bourbaki N. Algebre Ch. 4 2 7 Masson (1981)
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[F.M.1] Fresnel ]J. & Matignon M. Algebre et géométrie Hermann (2011)
[F.M.2] Fresnel J. & Matignon M. Algebre et géométrie Ellipses (2017)

247, ligne 5, lire que pe‘®e Uy, , ainsi GcU, et comme o(G)=0(U,) ,
p g q d d d
ona G=U,.

p- 249 complément a IV.8.2.

Dans la partie 2 du théoreme on montre que la somme des racines du
n-ieme polynéme cyclotomique est u(n) , i.e. la valeur en n de la fonction
de Mobius.

De fagon plus générale, on peut évaluer la somme des puissances h-iemes des
racines du n-i¢me polynéme cyclotomique.

Clest ce qui suit

Sommes de Newton relatives aux racines du polynéme cyclotomique

Soit n>0 un entier. On note U, le sous-groupe de C* constitué des
racines n-iemes de l'unité et U le sous-ensemble de U, constitué des

éléments d'ordre n . Par définition le n-ieme polyndéme cyclotomique est
O, (X)= [ X-2).

zel,
Soit heN, on appelle A- 1eme somme de Newton relatlve aux racines du
polynéme cyclotomlque . » lexpression p,(n):= > 2" l'expression

zel,
pr(n) est aussi appelée somme de Ramanujan.

Proposition Soient n>0, h>0 des entiers, p,(h) la h-éme somme de Newton
relative aux racines du polynéme cyclotomique @, Alors on a

pl—n )<P()

pp(n)= > du®)= pged(n,
d|pged(n,h)  d (#)
pged(n,h)
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Démonstration

On s'intéresse tout d'abord a la formule p,(n)= >  du®).
d|pged(n,h)  d

1) Facilement, on a U,= W Uy . Il suit de cela que Z ph(d)— > ol

d|n zelU,

suit de cela que % pr(d)=0 si hifn etque % ph(d)zn si h|n . Alorsla

formule p,(n)= >  du®) est conséquence de la formule d'inversion
d|pged(n,h) ~ d
de Mobius (F. M.] p. 243).
( gcd(n h))fp( )

Nous allons ensuite montrer 1'égalité p,(n)=

(p(pgcd(n,h))

pl—n"—H)oe(n) _
Posons 6(n):=_pged(n,h) .Si 1=pged(n,m) on a facilement

n
(p(pgcd(n,h)

6(nm)=06(n)6(m) (on dit souvent que la fonction 6 est multiplicative).
On va montrer que sous les mémes hypotheses, on a de méme

pr(nm)=py(n) py(m) . 1l suffira alors de vérifier que 6(g*) =p,(¢*) pour
tout premier g et tout entier k>0 .

2) Montrons que p; est une fonction multiplicative. Soit m,neN, m>1,
n>1 et 1=pged(m,n) . Soit f:U,,xU, —-U,,, l'application définie par
f(z,2"):=zz" . Facilement f est un homomorphisme de groupes.
Montrons que f est injectif. Soit (z,z")ekerf,ie. zz'=1. On considere
une relation de Bézout 1=um+vn , onadonc 217%™ (2)?" =1, ie. 2z=1
etaussi z'=1.
Montrons que f induit une bijection de U,, xU,, sur U;,, . Tout d'abord
montrons que f(U;, xU;)cU,,, . Soient zeU,, , z'eU, il faut montrer
que o(zz')=mn . Facilement (z2')™"=1, supposons que (zz)%=1,ona
donc (z22)%™=1 etdonc (2)%™=1, comme o(z)=n ,ona n|dm, et
comme 1=pged(m,n) il suit que n|d . De fagon analogue m|d et
comme 1l=pged(m,n) ilsuitque mn|d ; ce qui montre que
o(zz')=mn . Ainsi f induit une injection de U,, xU, dans U,,,
Sachant que

card (U, xU;, ) =card (U,, )card (U}, )=card (U,,,,) ,
il suit que f induit une bijection de U, xU;, sur U,,, .
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Soit toujours m,neN, m>1,n>1 et 1=pged(m,n) . Alors

prm)p(n)=(C > M > ()M= > (z2)";
zelU,, zeU,, (z,2)eU, xU,
or la bijection de U,,xU;, sur U,,, montre que
> (zz')h:ph(mn).

(z,2)el, xU;

Ainsi l'application p; est multiplicative.

3) Soit ¢ un nombre premier, £>0 un entier, calculons ph(qk) .On a
pidhH=> - > I

ZE[qu zeU_qufl
Il suit alors facilement de cette expression que pp(g*)=0 si
¢ h,pp(d)=—¢""" si ¢* 71|k et ¢"{hetenfin py(g")=q"— g1 i
| h
q | h.
On vérifie facilement qu'on a les mémes formules pour la fonction 6.

Remarque 1 On pourra vérifier directement que l'expression
q q

u(—=r ) e(n)

pged(n, k) est un élément de Z ; en effet cela résulte simplement
n

pged(n,h)
du fait que si a | b, alors ¢(a) | @(b) .

Remarque 2 Les formules de Newton permettent de calculer les coefficients
du n-ieme polyndéme cyclotomique en fonction de sommes de Ramanujan
p1(n),pa(n) , ...,y (n) ([F. M.] p. 327). Toutefois I'expression obtenue ne
semble pas étre facilement utilisable ; en particulier elle ne saurait
permettre d'obtenir le résultat de Schur au 5. du théoreme de la page 249.

[F. M.] Fresnel J. & Matignon M. Algebre et Géométrie, Hermann 2011

p- 278 IV.14 nouvelle version
Quels sont les anneaux commutatifs A unitaires dont le groupe des
inversibles est fini.

Notre probleme ici est de considérer le cas ol le groupe des inversibles d'un
anneau commutatif unitaire est fini.
Bien entendu si A est un anneau fini alors le groupe A* des inversibles de A
est fini. Si A=Z7, alors Z*={1,—1} est fini. On traitera d'abord le cas ou A
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est un anneau principal, c'est la proposition 0 . A la proposition 1, on verra que

que si A* est fini et si le nombre de maximaux est fini, alors A est fini.

Proposition 0. Soient A un anneau principal dont le groupe A* des inversibles
est fini. Alors A est soit un corps fini, soit un anneau admettant une infinité
d idéaux maximaux.

Démonstration
1) Si A estun corps,alors AX=A—{0},ainsi A est fini.

2) On suppose maintenant que A n'est pas un corps. Ainsi tout idéal maximal
de A est non nul et A contient au moins un idéal maximal. Il s'agit de
montrer que l'ensemble des idéaux maximaux de A est infini. Supposons le
contraire, ainsi { iy, My, ..., M, } est 'ensemble des idéaux maximaux de A . Il
suit facilement de cela que

A=DHUDHGU.. UM )WUA™  eneffetsi acA et ag (M uMyu...uM,.),

alors a est inversible puisque tout élément non-inversible est contenu dans
un idéal maximal.

2.1) Supposons carA=0, alors ZcA . Facilement M;NZ est un idéal
premier de Z , ainsi M;NZ={0} ou M;NZ=p;Z avec p; irréductible. Si
WM;NZ={0} pour tout i, cela veut dire que Z—{0}cA*, c'est impossible
puisque A* est fini. Sinon il existe ¢;,qs,...,q; des irréductibles de Z avec
(MUMguU... UM, )NZ=q;ZUqeZ V... Uq,Z. Il existe un irréductible g de
Z avec q1qiqy...q, dans Z , ce qui veut dire que qeq,ZUqyZ VU ...Uq.Z ,
donc geA* . Comme l'application z—¢? de N dans Z est injective, il suit
que A* serait infini. Ce qui est une contradiction.

2.2) On suppose que carA=p , comme A est integre, il suit que p est un
nombre premier, alors ona F,cA . Si tout élément de A est algébrique sur

F, , cela veut dire que A est un corps ; en effet si o €A est algébrique sur F,

P
cela veut dire que l'anneau F,[a] est un corps ([Fr. F.] proposition 3.1.1.), si

donc a#0 il suit que o teF,[a]lcA . Ceci contredit notre hypothése sur A .
Ainsi il existe TeA qui est transcendant sur Fp» alors le sous-anneau de A
engendré par F, et T est isomorphe a 'anneau des polynomes a une variable a
coefficients dans [, . Ensuite on procéde comme en 2.1) ot F,[T] joue le role
de Z pour aboutir 4 une contradiction.
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Proposition 1 Soient A un anneau, commutatif, unitaire. On suppose que le
groupe A* des inversibles de A est fini et que le nombre d'idéaux maximaux de A
est fini. Alors A est un anneau fini.

Démonstration

1) Soit {2y, My, ..., M, } I'ensemble des idéaux maximaux de A avec Ne;=N;

si i#j . Soit pi:Aeﬂ‘%i la surjection canonique et p:A ﬁﬁ‘)%lxﬂ%x... xi)%r
I'application diagonale définie par p(x) :=(p;(x),pa(x), ..., p.(x)) , alors

kerp=M; NPy ...AAW,. .

2) Montrons que p est surjectif.
Soient xy,xy,...,x,.€A , il faut donc montrer qu'il existe xeA avec x—x;e;
pour 1<i<r . Soit

A=W NWg N ... N+ NDg N N+ + VN DN NI,
Montrons que A=A . Sinon l'idéal 2 est contenu dans un idéal maximal,
disons par exemple A<M, , cela implique facilement que
Wy N Mg ..M, <Dy . Comme Mg =N il existe x9eWDly et x92Wy , de
méme il existe x5eWy et x5¢Wy, ..., il existe x,.€I, et x,.¢M; . Clairement
X9 X3... x,€ MyN Wz ...NIN,. , ainsi xgx3...x,.€ Wy ; comme M, est maximal,
donc premier, il existe i avec 2<i<r avec x;€i;, ce qui est une
contradiction.
En conséquence de cela, il existe y;eDognMgn ...nI,. , yoeDNWMgn ... Nk,
s s YN NMyN ..nM,._ 1 avec y;+yg+...+y,=1. Comme
¥9,¥3,-, Y, €W ,ona y;—1ediy.
Soit x:=x1y;+%x9y9+ ...+%,.¥,, on a donc

Xx—x1=%1(y1—D+x9y9+ ...+ %, 5, 3

il suit donc de ce qui précede que x—x; €My . On montrerait de méme que
x—x; €M, pour 1<i<r.

3) Montrons que 1+ NMWyN ..NW,. cA* .

En effet, soit zeN; nMyn ...NM,. , alors 14+2€A*, sinon, il est contenu dans
un maximal, disons 1+zedi; , et comme zey , cela implique que 1€,
ce qui est exclu.

En particulier, comme A* est fini, il suit que MNPy ...NWM,. est fini.
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4) Montrons que p induit un homomorphisme
pAX— (AXJRAX ﬁr)x qui est surjectif-
En effet soient a,beA tels que p(a)p(b)=p(1), on a donc

ab-1eM;NMyn ...nM,., ie. abe 1+MyNMyn ..M, , il suit de 3) que

a,beA”, ca montre bien que p* est surjectif, ainsi

(Eﬁqhxﬁix Emr)x_(i)XX()JTQ)X . ><(£r)>< est fini, et comme
(A)X:S?Q—{O},ll suit que l‘%xféx X)ﬁAr est fini.

Sachant par 3) que kerp est fini, il suit que A est fini.

Corollaire Soient A un anneau, commutatif, unitaire. On suppose que le groupe
A* des inversibles de A est fini. Alors A est un anneau fini ou le nombre d'idéaux
maximaux de A est infini.

Remarque de terminologie Un anneau commutatif unitaire A est dit local
(resp. semi-local) s'il possede un unique idéal maximal (resp. un nombre fini
d'idéaux maximaux).

Ainsi la proposition précédente dit qu'un anneau commutatif semi-local A
dont le groupe A* des inversibles est fini est un anneau fini. Bien entendu
tout anneau commutatif fini est semi-local.

On possede beaucoup d'exemples d'anneaux commutatifs finis. Par exemple

Z i m#0, KTl i K estun corps fini et si P(T) =0 .
mZ P(T)KIT]

Proposition 2 Soit A un anneau commutatif fini. Alors A est isomorvhe a un
P
produit fini d'anneaux locaux.

Démonstration (ce n'est autre chose que le théoreéme des restes chinois, Fr
Anneaux, ex. 1.9.14 p. 48).

1) Le radical de Jacobson est nilpotent.
Soient {0y, My, ..., 0, } 'ensemble des idéaux maximaux de A, avec Wi;=W;

S i#] , M= My...M, ; il s'agit de montrer qu'il existe k>1 tel que
MEk={0} . Clairement la suite (M%) p est décroissante, elle est donc
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stationnaire, ce qui veut dire qu'il existe & avec M¥=NR*+1 Il faur en conclure
que RF={0}.

Si ce n'est pas le cas, ona R¥=Ae;+Aey+ ...+Ae,, avec s>1 et on suppose que
la famille {eq,ey,...,e,} est génératrice minimale. De RE=RE+L il suic que
RE=Re;+Neg+ ...+ Ne, ,ainsi e;=2A;e7+ Ageg+...+ A ey, avec A;€NR . Soit
(1-2A1) eg1=Ageg+ Ageg+...+ A e ;

facilement 1-2;¢ MU MU ...UM, , ainsi 1—21; €A ce qui implique que
ejc€Aeyg+Aeg+...+Ae, . Ce qui contredit la minimalité de la famille
{e1,e9,...,€4}.

En conclusion on a bien 9f*={0} (cette démonstration n'est autre chose que
celle du lemme de Nakayama, Fr Anneaux lemme 8.2.1 , p. 300).

2) Soit t>1, alors on a MEME ... M= MEAME N ... A ML,
Il suffit de montrer I'égalité
MEDES = MM NN
par récurrence sur h . L'égalité pour h=1 est triviale, on suppose h<r et on

veut passerde h 4 h+1.
Montrons d'abord que

) WL MM, <A
Sinon, il existe un maximal 9 avec WeIMS...Mf + Wiy 1 <D ; ca montre qu'il
existe i<h avec M; <M et Ny, 1 =W, ce qui est impossible.
En conclusion, on a
() ueM{Ms... My et veM; | avec u+v=1.
L'inclusion
My .M My M N ME NNy
est immédiate.
Soit maintenant xe (MiNMgn...nM) NMWJ,, 1 . Il suit de (2)
x=xl=xu+xv , facilement xuediMs... M) M}, et
compte tenu de I'hypothése de récurrence xveMyMs... My M ¢ .
Ainsi, on a l'autre inclusion.

3) Soient k définien 1), pi:Aeik la surjection canonique pour 1<i<r et
W

pAs B A xA 'application diagonale définie par

me My W
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p(x):=(py(x),p1(x),...,p1(x)) . On a donc kerp= MENME ... nM* . 1l suit
donc de 1) et 2) que kerp={0} .
Il reste 2 montrer que p est surjectif et que SAk est local pour 1<i<r.

l
Montrons que
(3) A= MEME WL mEmE sy mEmE ok =A
Supposons le contraire, on a par exemple A =M, , cela implique
MEME . MEM, , il suit de cela qu'il existe i avec 2<i<r avec M;cMy , ce
qui est impossible.
Il suit donc qu'il existe

x e MEME . ME xy eMEME _A0E Lk eMEWE. |
tels que
4) 1 =x;4+x9+...+%, .
Soient yi,ys,...,¥,€A , il faut montrer qu'il existe yeA avec y—yiefmik pour
1<i<r.
Montrons que y:=y;x;+ y9xg+ ... + ¥,x, convient. On a

y=y1=y1(1=%1) +ys Xa+ ...+, %, ,

or yixiefmf pour 2<i<r.
De plus de la relation (4) , on a aussi 1—x;eMf . Ainsi

y—y, €M . On aurait de méme y—yieimik pour 2<i<r.

4) Il reste 2 montrer que ik est local. En effet st 9t est un idéal maximal

!

de Ak , alors p;1(N) est idéal premier de A avec MFcp;t(N) . 1l suit de
m
cela que M; cp; 1(N) et comme IM; est maximal, on a bien M; =p; H(N) , ce

qui veut dire que N =p;(M; ) . Ainsi p;(M; ) est 'unique idéal maximal de
A

mE

(Fr] Fresnel J. Anneaux (Hermann 2001)
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page 299, complément : triangles rectangles isoceles et quadrilatere
(c'est la version géométrique de I'exercice 2.8.41 , p. 236 , de [Fr], version 1990)

Soient P le plan affine euclidien orienté attaché
au plan vectoriel euclidien (T,(.].)) .

Soient a,b,c,d quatre points de P avec a+#b,
b#c,c#d,d+a. Soient m (resp.n,p,q) le
centre de l'unique rotation r,, (resp. r,,r,,r,) de
mesure d angle : telle que r,,(a)=b (resp.

r.(b)=c, ,ry(c)=d,r,(d)=a,fig1).

1. Alorsona | m—pl|=|n—ql et
(m—pln-q) =0 (fig. 2).

2. La suite (a;",m;p , b;d , ”‘2“1) est la suite des

quatre sommets d'un carré (fig.3).

3. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

1) Onag Mm*rP=n+q,
2 2 fig2 ¢

i7) a—b=d—c (i.e. la suite (a,b,c ,d) estla

suite des sommets d'un parallélogramme). n+q ) b+d
— 7 [y 9
% /
Démonstration
-| /’I
Montrons 1. a+c m+p
. . . ~— 2
1.1) L'isométrie r,r,, estune rotation de 2
fig 3

mesure d'angle n:g+g ; ainsi pour tout

x+rnrm(x)

xeP , |'"élément est le centre de la

rotation r,,r, ; en particulier comme
r,rm(a)=r,(b)=c, il suit que ‘1‘2"70 est le centre

de la rotation. C'est aussi 'homothétie de
centre ‘% et de rapport —1 (fig. 4)




63-

De la méme facon comme rerp(c)=a, il suit que x
r,rp estaussila rotation de centre ”T“: aT“ et de
(0]
mesure d'angle 7. g
1.2) Soient oeP et p larotation de centre o et de
mesure d'angle g Soient xeP—{o},y:=p(x), y
figh

r la rotation de centre **Y et de mesure d'angle — 7.
2 & 2

Alorson a r(x)=o0 (fig.5).

1.3) Onsaitde 1) que r,r,, estlarotation de centre ‘% et de mesure

a+c _z+rnrm(2)
- bl

d'angle 7 . On sait aussi de 1.1) que pout zeP,ona ) 5 en
particulier pour z=m , ona AT, T () :m+r5(m) et m

m+7‘n(m) _a+c . .
donc = ((fig. 6). Il suit donc de 2) que si s .

o=n,p=r,,x=m etsi rest larotation de centre 2

m+r,(m) ot de mesure d'angle —g ,alors r(m)=n;

. q . h(m)=r1,1,(m)
par aillleurs il suit figs
de ce qui précede que ™* rél(m) =4+¢ ainsi r estla

la rotation de centre are et de mesure d'angle —5 avec r(m)=n. De
fagon analogue, compte tenu de 1.1) , si r est la rotation de centre ‘%

et de mesure d'angle —g ,ona r(p)=gq.

1.4) Il suitdoncde 1.1) et 1.3) que r(m)=n,r(p)=q et 6(m—-p)=n—q
si 0 estl'élémentde O(T) associéa r.

En conséquence, on a bien |m—p|=|n—ql et (m—p|n—-q)=0;cequi
est 1.

2) Montrons 2.
2.1) Pour les mémes raisons qu'en 1.3) ,si 7' est la rotation centre de l’“;J

et de mesure d'angle —% ,ona r'(n)=p et r'(q)=m.
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; at+cy_a+c m+py_n+q /(b+dy_b+d
2.2) llsuitalorsde 3) et 4) que r(2) : , 7 ( 5 ) : ,r(2 ) ;

() =P (g, 3).

En résumé pour le quadrilatere de sommets (¢+¢,m+p b+d n+q) |es angles
2 2

2 2
en %t¢ et b+d ont pour mesure Zet|mip_ote| = nta_atey,
| ntq_b+d | = || mtp_b+d
2 2 2 2

Il suit facilement de cela que la suite (a-2|—c , m2+p , b;d,n;q ) est la suite des

sommets d'un carré . Ainsi 2. est satisfait.

3) Montrons 3.

Il reste & montrer I'équivalence des propriétés i) et 77) ci-apres.

7) Ona %9:’% ,i1) a—b=d—c.

Montrons que i) implique ii) .

Il suit de 3) que r(”%):’% et compte tenu de Z), cela veut dire que

r(%‘l) :’% et donc que %:% est le centre de rotation r.

De facon analogue, en utilisant 5), ona 72+2=b+d i] suit donc de 7) que
a—b=d—c;i.e. ii)est satisfait.

Montrons que ii) implique i) .

Il suit de 77) que ‘J‘Zﬁ:b;id ,ainsi r et r’ ontle méme centre de rotation et

méme mesure d'angle, ce qui implique r=r’.
Il suitde 3) que r(”%’l) :’% etde 5) que r'(%) =ptm,

2
Sachant que r=r',ona r2("%9) =pEm. Comme 4T est le centre de la
rotation r2, ona p“‘Tm:‘% . De fagon analogue q%:l% Il suit de cela

que 7) implique 7).

[Fr] Fresnel J. Méthodes modernes en géométrie, 1996 Hermann
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page 299, complément : sur trois cercles passant par un méme point

Théoreme (Johnson, 1916) Soient E le plan euclidien, ocE , C, le cercle de
centre o etde rayon 1. Soient «,B,y trois points distincts de C, , C,,

(resp. Cy,C,) le cercle de centre o (resp. B,y) et de rayon 1.

Alors le cercle circonscrit & (a,b,c) est de rayon 1. De plus o est ['orthocentre
du triangle (a,b,c) .

Théoreme (Johnson, 1916) Soient E
le plan euclidien, oeE , C,, le cercle de
centre o et de rayon 1. Soient o,B,y
trois points distincts de C, , C,,

(resp. Cp,C,,) le cercle de centre o
(resp. B,v) et de rayon 1. Alors on a
C, ﬂCﬁ ={o,c}, Cﬁ OCY:{O,a} ,
C,NCy=10,b},

Alors le cercle circonscrit a (a,b,c)
est de rayon 1. De plus o est
Lorthocentre du triangle (a,b,c) .

Démonstration

b o
Ona flo—al=|lo—pBl=lo—y[ =1, de méme v
la—Bll=lla—y|=lb-7y|= .
1b—af=lc—al=]c—B=1. Il suit de cela A
T

que la droite V(o0,a) est la médiatrice de B et

y, que la droite V(B,y) est la médiatrice de a _

et o ,ainst V(o,a) coupe V(B,y) en o' qui a B

est le milieu de B et de y et aussi le milieu de
o et a.Deméme V(o,b) coupe V(y,a) en
B’ qui est le milieu de y etde « et aussi le milieu de o et b; V(o,c)
coupe V(o,B) eny’ qui est le milieu de o etde B et aussi le milieu de o
et c.
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Soit A l'homothétie de centre o et de rapport % ,onadonc A(B)=y" et

h(y)=B" . Soit k l'homothétie de centre o et de rapport 2, on a donc
k(y)=c et k(B )=0b .1l suit de cela que kAh(B)=c et kEh(y)=b . Comme
le produit des rapports de h et de %k est 1, on sait que kh est une
translation ([Fr] prop. 4.1.4, partie 4.1.4.2 a.v. p. 39, n.v. p. 43), en particulier
ona ||B—yl|l=]lb—c]| . Dela méme faconona ||y—oa|=|c—al,

=Bl =]la—b] . On sait alors qu'il existe une isométrie o de E avec
o(a)=a, o(B)=b, o(y)=c ([Fr] prop. 1.4.3.1, partie 2 a.v. p. 160, n.v.

p- 154) ; ainsi le cercle circonscrit 2 (a,b,c¢) est isométrique du cercle
circonscrita (o, f,y) , or ce dernier est le cercle de centre o et de rayon 1, il
suit de cela que le cercle circonscrita (a,b,c) est de rayon 1.

Il reste & montrer que o est l'orthocentre du triangle (a,b,¢) .

Comme |[|[f—al=|f-ol=ly—call=|y-ol =1, il suit que V(o,a) et
V(B,7) se coupent orthogonalement en o’ qui est milieu de o et a et
aussi milieu de B et y.De méme V(o,b) et V(y,a) se coupent orthogo-
nalement en B’ qui est milieu de o et b et aussi milieu de y et o
V(o,c) et V(a,B) se coupent orthogonalement en ¥y’ qui est milieu de o
et c¢ et aussi milieu de a et B.

Comme V(B',y') est parallele 3 V(B,y) , il suit que V(o,a’ ) est
orthogonal 2 V(B’,7’) . De méme V(o,B’) est orthogonal 2 V(y',a') ;
V(o,y") est orthogonal 2 V(e',B’) . Ainsi o est orthocentre du triangle
(o', B, 7" .

Soit h I'homothétie de centre o et de rapport 2,ona h(a')=a,
h(B)=b, h(y')=c , sachant que & conserve l'orthogonalité, on a V(o,a)
orthogonal 2 V(b,¢) , V(o,b) orthogonal 2 V(c,a) et V(o,c) orthogonal
a V(a,b) ; ce qui montre que o est 'orthocentre du triangle (a,b,¢) .

Remarque Pour des commentaires, on peut consulter [P] , p. 332.

[Fr] Fresnel Jean Méthodes modernes en géométrie, Hermann, a.v. 1996, n.v. 2010

[J] Johnson Roger A.. A circle theorem, The American Mathematical Monthly, Vol. 23,
N° 5 (May, 1916), pp. 161-162

[P] Pickover Clifford A. Le ffeau Livre des Maths, Dunod, 2010
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p- 302 paragraphe V.2.1.

La démonstration de 2) de la ligne -4 p. 302 a la ligne 16 p. 303.
On peut avantageusement remplacer cette démonstration (qui est juste) par
la suivante.
Par ([Fr. F] théoréme 7.7.1.7. p. 268) on sait que
RX)=FX,Y)UX,Y)+GX,Y)V(X,Y)
avec (UX,Y),V(X,Y)#(0,0) et degyU(X,Y)<m ,degyV(X,Y)<n.
Supposons R(X)=0, on a donc
(1) FX,Y)YUX,Y)=—-GX,Y) VIX,Y) .
Sachant que C[X,Y] est integre, on a donc U(X,Y)#0 et
V(X,Y)#0 . Et de plus
(2) degyF(X,Y)+degyU(X,Y)=degyG(X,Y) +degyV(X,Y).
Sachant de plus que C[X,Y] est factoriel, et que F(X,Y) et G(X,Y) n'ont
pas de facteur irréductible en commun, il suit de (1) que G(X,Y) divise
UX,Y) dans C[X,Y].
Sachant que U(X,Y)#0, cela veut dire que
degyG(X,Y) <degyU(X,Y) ,
ce qui est une contradiction.
Ainsi ['hypothése R=0 est a rejeter.
[Fr. F.] Fresnel J. Anneaux (Hermann 2001)

p- 306 paragraphe V.2.2.

La démonstration de 3) de la ligne 3 p. 306 a la ligne -2 p. 306.

On peut avantageusement remplacer cette démonstration (qui est juste) par
la suivante.

3) Soit R(X,Y,Z) le résultant de F , G en degré n et m considérés
comme polynémes de la variable 7' i coefficients dans C[X,Y,Z] .
Montrons que R(X,Y,Z)+#0 et que degR(X,Y,Z)=nm . En

Par ([Fr. F] théoreme 7.7.1.7. p. 268) on sait que

RX,Y,Z)=FX,Y,Z,T)UX,Y,Z,T)+GX,Y,Z,T)V(X,Y,Z,T)
avec (UX,Y,Z,T),V(X,Y,Z,T)=(0,0) et
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degrUX,Y,Z,T)<m ,degr VX, Y,Z,T)<n .
Supposons R(X,Y,Z)=0, on a donc

(1) FXY,ZDUXY,ZT=-GXY,ZTVXY,Z,T) .
Sachant que CI[X,Y,Z,T1 est integre, on a donc
UX,Y,Z,T)#0 et V(X,Y,Z,T)+0 . Et de plus

(2)  degrF (X,Y,Z,T) +degpUX,Y,Z,T) =

deg; G(X,Y,Z,T) +degV(X,Y,Z,T).
Sachant de plus que CIX,Y,Z,T] est factoriel, et par 2) que F(X,Y,Z,T)
et G(X,Y,Z,T) n'ont pas de facteur irréductible en commun, il suit de (1)
que G(X, Y,Z,T) divise UX,Y,Z,T) dans C[X,Y,Z,T] .
Sachant que UX,Y,Z,T)+#0 , cela veut dire que

degrG(X,Y,Z,T)<degrUX,Y,Z,T) ,

ce qui est une contradiction.
Ainsi ['hypothése R=0 est a rejeter.

[Fr. F.] Fresnel J. Anneaux (Hermann 2001)
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