Agrégation externe de mathématiques

Mathématiques générales 2024

I. Préliminaires

I.A. Commutation et trigonalisation simultanée

(1) (a) Soit z € Ker(P(u)). Comme uov = vou, on a P(u)ov = voP(u), donc P(u)(v(x)) = v(P(u)(x)) =0,
ce qui montre que v(x) € Ker(P(u)), et donc que Ker(P(u)) est stable par v.

(1) (b) Soit u € L qui n’est pas une homothétie. Comme u est trigonalisable, il a une valeur propre A € K :
posons F' = Ker(u—Aidg). On a bien str F' # {0}, et comme u # A\ idg (puisque u n’est pas une homothétie),
on a ' # FE. Enfin, F est stable par tous les éléments de £ en vertu de la question précédente.

(2) (a) ® Comme F est stable par u, on dispose de ujp € L(F') : notons A, € M,,(K) la matrice de
ce dernier dans la base (e1,...,en) de F. Posons F' = Vect(emy1,...,6,) et notons i: F' — E (resp.
m: E — F') Vinclusion (resp. le projecteur sur F' parallélement & F’. On dispose de mouoi € L(F’) et
(idg —m)ouoi € L(F',F) : notons C,, € M,,_p,(K) et B, € My, n—m(K) leurs matrices respectives dans les
bases (€mt1,-.-,6n) €t (e1,...,em) de F' et F respectivement. La matrice de u dans la base e = (eq, ..., e,)
est alors M, = (‘5 &) (écriture par blocs).

e Soient u,v € L. Comme uov =vou, ona M,M, = M,M,. Le produit matriciel par blocs implique que
AuAv = AvAu et Cucv = Cvcu-

(2) (b) Avec les notations de la question précédente, on a

Xu = det(X idp ) = det(X T, —My) = det (X1~ ) =5 )
=det(X I, —A,)det(XI,_,, —Cy) = xa,XC.

puisque X I,, —M,, est triangulaire supérieure par blocs. Comme u est trigonalisable, son polynéme carac-
téristique x,, est scindé dans K[X] : il en est de méme des polyndmes x4, et xc,. Cela implique que les
matrices A, et C, sont trigonalisables.

(3) (a) On proceéde par récurrence forte. Notons #(n) la propriété : « Pour tout K-espace vectoriel E de
dimension n et toute partie commutative £ C L(E) dont tous les éléments sont des trigonalisables, il existe
une base e de E telle que, pour tout u € £, la matrice de u dans e appartienne & T, (K) ». C’est trivial
lorsque n = 1 . Soit n > 1 tel que & (m) est vraie pour tout m € {1,...,n — 1} : montrons que Z(n)
est vérifiee. Soient donc F un K-espace vectoriel de dimension n et £ C L(F) une partie commutative
dont tous les éléments sont trigonalisables : montrons qu’elle est co-trigonalisable. C’est trivial si £ n’est
constituée que d’homothéties (toute base de E est une base de co-trigonalisation) : supposons désormais
que L contient un élément qui n’est pas une homothétie. D’aprés la question (1) (b), il existe un sous-
espace F' de E stable par tous les éléments de £. Fixons alors une base e = (e1,...,e,) de E telle que
(e1,...,em) soit une base de F. D’aprés la question (2) (a), pour tout v € L, la matrice de v dans e
s’écrit M, = (‘%’“ g’;) avec A, € My, (K) et C, € My_n(K). Posons alors £ = {A,}uer C M (K) et
L' ={Cu uer C My_m(K). Daprés la question (2) (a), les parties L' C M,,(K) et L CC M,,_,(K) sont
commutatives. Par ailleurs, elles sont constituées de matrices trigonalisables en vertu de la question (2) (b).
Comme 1 <m <netl<n—m<n (parce que {0} C F C FE), on peut appliquer I’hypothése de récurrence
AL CMp(K) = LK™) et L C Mpy_pm(K) ~ LK™ ™) : il existe des bases (g1,...,&m) €t (Emi1y.--,6n)

de F et F' = Vect(em+1,. .., e,) respectivement telles que pour tout u € £, la matrice de u|p (resp. mowuoi,
avec les notations de la question (2) (a)) sans (g1, ...,&m) (resp. (Em+1,--.,€n)) soit triangulaire supérieure.
La base € = (e1,...,e,) de E vérifie alors la condition demandée.

(3) (b) Posons Ay = (}¢) et By =(J1). Posons A = (‘%” Inod) € To(K) et B= (%" Iiz) € To(K). On a
AoBy = (§23) et ByAg =0, donc AgBy # ByAp : on a a fortiori AB # BA. Cela montre que la réciproque



a la propriété démontrée dans la question précédente est fausse : la famille £ = {A, B} est cotrigonalisable,
mais pas commutative.

(3) (c) Montrons par récurrence sur n que u, o ---owu; = 0. C’est trivial lorque n = 1 : supposons n > 1.
Posons £ = {uy,...,u,}. Comme uy,...,u, sont nilpotents, ils sont trigonalisables. Comme ils commutent
deux a deux, £ est commutative. D’aprés la question (3) (a), elle est co-trigonalisable : soit e = (eq,...,e,)

une base de cotrigonalisation. Le sous-espace Ke; C E étant stable par tous les éléments de £, la matrice

de uy dans la base e s’écrit M, = (gé ) (avec Ly_i € My pn-1(K) et Cy, € My,_1(K), cf question

(2) (a); on a A,, = 0 parce que ug(e;) = 0) pour tout k € {1,...,n}. Si k,£ € {1,...,n}, les matrices
Cy, et C,, commutent (¢f question (2) (a) encore) et sont nilpotentes : ’hypothése de récurrence appliquée

aCy,...,Cu, _, (vues comme endomorphismes de K"~!) implique que C,, ,---C,, = 0 : la matrice du
composé u,_1 o --- o uy est donc de la forme (§ L) avec L € M ,—1(K) (produit matriciel par blocs). La
. P By, 0L\ __ . . .

matrice du composé u, o - --owu; est alors le produit (0 o ) (8 £) =0 (produit matriciel par blocs encore).
Cela montre que u, o ---ou; = 0 et achéve la récurrence.

Remarque. Autre rédaction. Soit e = (e ,...,epn) une base de cotngonahsatlon de uy,...,upn. Pour i € {0,1,...,n}, posons E; = Vect(ey,...,e;}
(en particulier on a Eg = {0} et Ep = E) Pour tout k € {1,...,n}, la matrice Me(uk) est triangulaire supérieure a coefficients diagonaux nuls : cela
implique que uy(E;) C E;_; pour tout ¢ € {1,..., n}. Il en résulte que (up o --- o0 uy)(E) C E, _j pour tout k € {1,..., n}, en particulier que
(up o---0owuy)(E) = Eg{0}, i.e. que up 0---0wuy = 0.

(4) Choisissons une base e de E . Cette derniére fournit des isomorphismes fo: E>R" et f: L(E) = M, (R)
(ot n = dimg(E)). On dispose alors de la partie commutative f(£) € M,(R) C M, (C). Comme C est
algébriquement clos, tous les éléments de M, (C) sont trigonalisables. D’aprés la question (3) (a), la partie
f(L) est co-trigonalisable dans M,,(C). Le premier vecteur e € C™ d’une base de co-trigonalisation est alors
un vecteur propre commun 2 tous les éléments de f(L£). Ecrivons e = x 4 iy avec z,y € R™. Comme e # 0,
on ax # 0 ouy # 0. Par ailleurs, si u € £, il existe A € C tel que f(u)(e) = Xe. Ecrivons A = a + ib avec
a,b € R. On a donc f(u)(z + iy) = (a + ib)(z + iy), soit f(u)(x) +if(u)(y) = ax — by + i(bx + ay) : comme
f(u) € M, (R), on a donc

f(u)(z) = ax — by

fu)(y) = bz + ay

en séparant partie réelle et partie imaginaire. Cela montre que Vect(z,y) C R™ est stable par f(u) pour tout
u € L. Comme z et y ne sont pas tous les deux nuls, on a dimg (Vect(z,y)) € {1,2}. Dans tous les cas,
fo ' (Vect(z,y)) est une droite ou un plan stable par tous les éléments de L.

I.B. Sous-groupes abéliens de O3(R)

(5) (a) Soit G C U un sous-groupe d’ordre n. D’aprés le théoréme de Lagrange, on a 2™ = 1 pour tout z € G,
ce qui montre que G C U,,. Comme U,, = e est d’ordre n, cela montre que G = U,,, et que U,

est le seul sous-groupe d’ordre n de U.

(5) (b) Les morphismes de groupes R: R — SO2(R); t — (g?j((:)) ZEZES)) et e: R — U; t — e sont surjec-

tifs et Ker(f) = Ker(g) = 27 Z : ils induisent des isomorphismes R: R/27Z5S05(R) et &: R /21 Z 5 U.

On en déduit lisomorphisme Rog~*: U~ SO5(R). Il envoie e = a+ib € U sur R(t) = (¢ ”). La question

précédente implique donc que SO5(R) contient un unique sous-groupe d’ordre n, et c’est R = Ro?& —1(U,).

Ses éléments sont les matrices de la forme R(2E7) = (C?S g%”:; - Sm((zlj)) ) pour k € {0,...,n— 1}.

(6) (a) e Observons que si t € R, on a SR(t)S = R(—t), et donc R(t)S = SR(—t). On a OS € SO2(R) : il
existe t € R tel que OS = R(t), i.e. O = R(t)S = R(t/2)%S = R(t/2)SR(—t/2) = R(t/2)SR(t/2)~!, ce qui
montre que O est conjugué & S dans O(R).

}0§k<n

Remarque. Ce qui précéde résulte immédiatement de la réduction des matrices orthogonales. L’approche adoptée ici ne nécessite aucun prérequis.

e Si M € O3(R) commute a S, les sous-espace propres de S sont stables par M : la matrice M est diagonale.
Etant orthogonale, ses coefficients diagonaux appartiennent & {£1}. Cela signifie que M € {£1I,, £S5} : le
centralisateur de S dans O2(R) est {+15, £5}.

(6) (b) Comme SO3(R) ~ U est commutatif, il en est de méme de ses sous-groupes. Il s’agit de d’étudier les
sous-groupes commutatifs G < O2(R) qui ne sont pas inclus dans SO3(R). Un tel sous-groupe contient un



élément O € O3(R) \ SO2(R). D’apreés la question précédente, il existe P € O2(R) (et méme P € SO2(R))
telle que S € P~'GP. Comme G est commutatif, il en est de méme de P~'GP : ce dernier est donc un
sous-groupe du centralisateur de S dans O2(R). D’aprés la question précédente, ce dernier est {+1Ip, £5} :
comme P7'GP ¢ {£I,} (parce que G ¢ SO3(R)), c’est {I2, S}, {I2, =S} ou {£I,+S5}. Comme —S est
conjugué a S dans O2(R) (¢f question (5) (b)), cela montre que G est conjugué, dans Oz2(R), & {I», S} ou a
{+1,,+S}.
x - - 1 1 1/2 il

(7) (@) Ona R(%) =1 (\}g 1@), donc R(3) (§) =% (\@) OnaP = (0 \/5/2) € GLx(R), et P7'R(3)P
est de la forme (§ %) : c’est la matrice compagnon associée au polynome X2 —aX —b = XR( ) =X?-X+1.
On a donc a =1 et b= —1, de sorte que P"'R(Z)P = A.

(7) (b) On a Rg = <R(§)> : d’aprés la question précédente, il est conjugué, dans GLy(R), au groupe
(A) < GL2(Q).

jus
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IT. Sous-algébres commutatives de dimension maximale de M, (K)
IT.A. Les sous-algébres A, (K) et A% (K)

(8) (a) e Supposons n pair : on écrit n = 2m. L’application M,,(K) — V,,(K); A — (J4) est un isomor-
phisme. Cela implique que

dimg (Vo (K)) = dimg (M, (K)) = m? = (2)° = 22 = b(n).

e Supposons n impair et n > 3 : écrivons n = 2m + 1. On a %2 =m?+m+ 1, donc b(n) = m? + m. Par
ailleurs, I'application M, 41 (K) = VE(K); A— (§4) est un isomorphisme. Cela implique que

dimg (Vi (K)) = dimg (Mot 1 (K)) = m(m + 1) = b(n).

Le raisonnement est le méme pour V2 (K).

(8) (b) Le produit des matrices par blocs montre que si M, M’ € V,(K), alors MM’ = 0. C’est encore le
cas dans V! (K) lorsque n est impair et i € {1,...,2}.

(9) (a) e On a déja A = Vect(I,,V), ce qui montre que A est un sous-K-espace vectoriel de M,,(K). Par
ailleurs, si X, X’ € A, on peut écrire X = A1, +M et X' = N1, +M" avec A, N € K et M,M' € V. On a
alors

XX = ALy +M)YAL +M') = AW L, +(AM' + X M) + MM' = AN L, +(AM’ + X' M) € A

vu que MM’ = 0 par hypothése. Cela montre que A est une sous-K-algébre de M,,(K). En outre, le calcul
qui précéde montre que XX’ = X’'X, et donc queA est commutative.

eOnaA=KI,+V. Comme MM =0 pour tous M, M’ €V, on a I, ¢ V. Cela montre que A= K1, ®V.
En particulier, on a dimg (A) = d + 1.

(9) (b) Soit X € AX. Ecrivons X = A1, +M avec A € K et M € V. On dispose de X' € A : écrivons
de méme X' = NI, +M' avec N € K et M’ € V. Le calcul de la question précédente montre alors que
I, = XX =M1, +(AM’' + X M). Comme A = K I,, ®V, cela implique que AN =1 et AM' + XM = 0.
En particulier, on a A € KX, X = A~ et M’ = —\~2M. Réciproquement, si X = A1, +M avec A € K* et
M €V, alors XX’ =1, avec X' = A", =A"2M € A, i.e. X € A*. On a bien A* = {1, +MYycgx-
Mey
(9) (c)eOna A=KI,®V:si X € A, ilexiste f(X) € K et M € V uniques tels que X = f(X)I, +M. Les
lois d’anneaux sur A décrites dans la question (9) (a) impliquent que f: A — K est un morphisme surjectif
d’anneaux. On a Ker(f) = V : c’est un idéal de A. Il est maximal parce que f induit un isomorphisme
AV S K.
e Soit maintenant I C A un idéal strict (i.e. différent de A). Comme les éléments de A* engendrent ’idéal
unité A4, on a INA* =g, i.e. I C A\ A*. D’aprés la question précédente, on a A\ A* =V, donc I C V.
Cela montre que V est le seul idéal maximal de A.

Remarque. L’'énoncé comporte une petite erreur (de formulation ?) : & moins qu'il soit nul, V n’est pas le seul idéal strict de A (chacun de ses sous-espaces
vectoriels fournit un idéal).



(10) (a) Choisissons un base M, ..., My de V sur K. Posons alors
P KX x K4 — A*

O (@1, 24)) = A(In +§1 xM)

La question (9) (b) montre que cette application est bien définie, et que c’est une bijection. Soient A\, \' € K*
et x = (z1,...,74),x = (2},...,2/,) € K¢ On a

w((A,x) . (X,x’)) =yp(AN,x +x)

_ ,\,\/(In n Zd:(x n :c;)Mi)

=1
- A(In + é :cM) N (In +§jl z;Mi)
=P\, x) (N, %)

parce que M;M; = 0 pour tous 4,j € {1,...,d}. Cela montre que v est un morphisme de groupes : c’est un
isomorphisme de (K*,.) x (K9,+) — (A*,.) en vertu de ce qui précéde.

(10) (b) Comme le groupe (K*,.) est cyclique d’ordre ¢ — 1, on a (K*,.) ~ (Z /(¢ — 1)Z,+). Par
ailleurs, K est de caractéristique p : c’est un Z /p Z-espace vectoriel, de dimension r par cardinalité. Il
existe donc un isomorphisme de groupes ((Z /pZ)",+) (K, +), qui induit un isomorphisme de groupes
(Z/pZ)™,+) = (K%, +). Via I'isomorphisme de la question précédente, on en déduit un isomorphisme
(Z/(a=1)Z)x(Z /pZ),+) S(A*,))

I1.B. Sous-espaces vectoriels commutatifs de matrices nilpotentes

(11) (a) Notons que ¥ est bien défini vu que pour tout u € V, on a Im(u) C F'. Soit u € Ker(¥). Montrons
Passertion & (k) : « pour tous uj,...,ux € V,onauowuy o---oug = 0» par récurrence descendante sur
ke{l,...,n—1}. Observons que &(n — 1) résulte de la question (3) (c¢) (qu’on peut invoquer puisque V est
commutatif). Soit k € {2,...,n — 1} tel que (k) soit vérifié. Soient uy,...,ur—1 € V : par hypothése, on a
uouy o---ou, =0 pour tout up € V. Cela implique que u o uy o---oug_1 est nul sur F. Par ailleurs, on a
UOU O+ 0UR_1 = Uy O---0uUp_10u est nul sur S (parce que u € Ker(¥)). Il en résulte que uowuj o---oug_1
est nul sur F&® S =FE, i.e. que uouy o---oug_1 = 0, ce qui montre que L (k — 1) est vérifiée. Finalement,
P (1) est vérifiée, ce qui montre que u est nul sur F' : comme il est nul sur S par hypothése, on a u = 0. On
a prouvé que Ker(¥) = {0}, i.e. que VU est injectif.
(11) (b) On a dimg (L(S, F)) = dimg (F) dimg (S) = dimg (F)(n — dimg (F')) : la premiére inégalité résulte
de I'injectivité de ¥. La deuxiéme résulte du fait que le maximum de 'application ¢ ~— ¢(n—t) est atteint en %,
', ce qui implique que dimg (F')(n—dimg (F)) < "72, donc en fait que dimg (F)(n—dimg (F)) < b(n)
parce que dimg (F)(n — dimg (F)) est un entier.

2
et vaut %

(12) (a) Comme dimg (V) = b(n), les inégalités de la question précédente sont des égalités. On a en particulier

dimg (V) = dimg (F)(n — dimg (F)) = dimg (L£(S, F)) : le morphisme injectif ¥ est un isomorphisme pour

des raisons de dimension (par le théoréme du rang).

(12) (b) On a dimg(F) =n —d : I'égalité dimg (F)(n — dimg (F)) = b(n) (¢f question précédente) s’écrit

b(n) = (n —d)d = %2 —(d— g)z, soit encore (d — %)2 = %2 —b(n). Sin=2m, on adonc (d —m)% =0, i.e.
2

d=m.Sin=2m+1,0na %— (n)=1 dou (d—m—1)" =1, soitd—m—3 € {+1}, ie de{mm+1}.

(13) (a) Comme V est commutatif, il en est de méme de V + K(u' o u). D’aprés la question (11) (b), on
a donc dimg (V 4+ K(u' o u)) < b(n). Comme dimg (V) = b(n) par hypothése, cela montre que I'inclusion
V CV+ K(u ou) est une égalité, i.e. que v’ ou € V. Comme v’ ou # 0, on a U(u' ou) # 0 en vertu de la
question (11) (a). Il existe donc z; € S tel que (v’ o u)(xq) # 0.

(13) (b) On a v/(z2) € F : notons w 'unique élément de L(S, F) tel que w(z1) = v/(x1) et w(zx) = 0 pour
tout k € {2,...,d}. D’aprés la question (12) (a), application ¥: V — L(S, F') est un isomorphisme : posons
v=U" w) € V. On a alors v(z1) = v/ (z2) et v(z2) = 0. De méme, soit w’ € L(S, F) 'unique élément tel



que w'(xg) = u(xy) et w'(zx) = 0 pour k € {1,3,...,d}. L’élément o' = =1 (w') € V vérifie v/(z1) = 0 et
v (x2) = u(xy).

(13) (¢) On a (vov')(z1) = v(0) = 0, et (v ov)(z1) = V(v (x2)) = /' (v'(x2)) = v (u(z1)) # 0 (on a
v ou’ =u' o’ parce que u',v" € V et V est commutatif). Cela montre que v o v’ # v’ o v. Comme v,v" € V,
cela contredit I’hypothése que V est commutatif.

(14) Plus généralement, montrons que si E est un K-espace vectoriel de dimension n et V C L(E) un
sous-espace vectoriel commutatif de dimension b(n), alors il existe une base de E dans laquelle le sous-espace
vectoriel des matrices des éléments de V est V,,(K) (resp, V(K) ou VZ(K)) si n est pair (resp. impair).
Reprenons les notations des questions (11), (12) et (13).

Onadimg(F)=n—det F®S = K" : soit B = (ey,...,e,) une base de E telle que F' = Vect(ey,...,en_q)
et S = Vect(en—_dqi1,---,6n). La question précédente montre que (Vu,u’ € V)u' ou = 0. Cela implique que
F C Ker(u) pour tout u € V. Par ailleurs, on a Im(u) C F pour tout u € V par définition de F. Cela implique
que

YV~ { Mg (u)}uey C { (99) }AeMn_d,d(K)'

Comme d = m (resp. d € {m,m + 1}) si n = 2m (resp. n = 2m + 1), le membre de droite n’est autre que
YV, (K) (resp. VE(K) ou V2(K)) si n est pair (resp. impair). Comme dimg (V) = b(n) = dimg (V}(K)) (pour
x € {@,1,2}) par hypothése et en vertu de la question (8) (a), I'inclusion qui précéde est une égalité, ce qui
est précisément ce qu’il fallait démontrer.

II.C. Sous-algébres commutatives de M,,(K)
(15) On a vu dans la question (8) (a) que b(n) = "72 si n est pair et b(n) = ”24_1 si n est impair. Dans tous

les cas, on (n) < "72.
° Supposons n1 > 1 :on a ni,ng > 2. Cela montre que

2 2 2 2 2 2
b(ny +ng) +1 > (utna)’=l g mimpdnana=l g g 5 el 4 g M 49 > hipy) 41 4 b(ng) + 1.

e Supposons n; = 0 et ny > 2. On a b(ny) = 0, d’ou

b(ny +mg) +1=b(ng+1) 41> M2ED’=l g mak2ne 4y > 13 4 9> hiny) 42 = b(ny) + 1+ b(ng) + 1.

L’inégalité est aussi vérifiée (et c’est méme une égalité) lorsque ny = ny = 1.

(16) (a) Il s’agit d’un résultat de décomposition de Dunford simultanée. On procéde par récurrence forte sur
n, de fagon analogue a la partie I.A. Comme K est supposé algébriquement, clos, le spectre de tout élément
de A est non vide. Lorsque ce spectre est réduit & un élément pour tout les éléments de A, on prend r = 1
et F1 = E. Supposons maintenant que A contient un élément uy dont le spectre Sp(ug) contient au moins
deux éléments. Soit A € Sp(ug). Notons F' = Ker(ug — Aidg)™) le sous-espace caractéristique de ug associé a
la valeur propre A:ona {0} S F C E.Siu€ Aetx € F,on a (ug—Aidg)"(u(z)) = u((ug—Aidg)™(z)) =0
parce que u et uo commutent (vu que A est supposée commutative), et donc u(F) C F. Notons alors G
la somme des sous-espaces caractéristiques de wug associés aux valeurs propres de ug distinctes de A. On a
E =F @G, et G est lui aussi stable par tous les éléments de A.

Posons Ar = {u|p }uea et Ag = {u|g}uca- Ce sont des sous-algébres commutatives de L(F') et £(G) respec-
tivement. Comme dimK(F) <net dimK(G) < n, ’hypothése de récurrence s’applique & Ar et Ag. Il existe

des décompositions F = @ Fet G= @ G;ou Fy,...,F.,,Gy,...,G,, sont stables par tous les éléments
Pt =
de A et pour tout ¢ € {1,...,71} (resp ) e {1,...,7r2}), up, (resp. ug,) est la somme d’une homothétie et
Fi sil é ) S 1

d’un endomorphisme nilpotent. Il suffit alors de poser r =71 + 79 et E; = .
P P P ! ? ! Giey, sirm+1<i<r

(16) (b) Soient E un K-espace vectoriel de dimension n et A une sous-algébre commutative de L(E). D’apres

la question précédente, il existe une décomposition £ = EB FE; en sous-espaces stables par tous les éléments

de A et telle que pour tout ¢ € {1,...,r}, on ait A; := {u‘E tuea = Kidg, +V; ou A; = V;, ot V; est un



sous-espace de L(F;) constitué d’endomorphismes nilpotents. Comme A est commutative, il en est de méme
des A;, et donc des V;.
e D’aprés la question (11), on a dimg (V;) < b(n;), de sorte que dimg (A;) < b(n1) + 1, ou n; = dimg (E;).
i
Comme le morphisme A — [] A; donné par u +— (ug,)1<i<r est injectif, cela montre que
i=1

T

dimp (A) < 3 dimg (A;) < é(b(ni) +1) < ) ni) +1=b(n) +1

en vertu de la majoration énoncée aprés la question (15) (et qui résulte d’une application répétée d’icelle).

Cela prouve 'item (i) du théoréme 2.

e Supposons désormais que n > 4 et dimg (A) = b(n)+ 1. Cela requiert que toutes les inégalités qui précédent
T T

soient des égalités. En particulier, on a Y (b(n;) + 1) < b( > ni> + 1. D’aprés les cas d’égalité décrits dans

I’énoncé, on a r < 2. Par ailleurs, si ; 1: 2, alors n; :lllet ne < 2, de sorte que n = nj; +ng < 3,
contredisant ’hypothése n > 4 : on a nécessairement r = 1. D’aprés ce qui précéde, il existe un sous-espace
commutatif V C L(F) constitué d’endomorphismes nilpotents tel que A = K idg +) ou bien A = V. Comme
dimg (V) < b(n) (¢f question (11) (b)) et dimg(A) = b(n) + 1, on a nécessairement A = Kidg +V et

dimg (V) = b(n). L’item (ii) du théoréme 2 résulte alors de l'item (ii) du théoréme 1 (démontré question (14).

m
(17) (a) Soit (wx)rea une base de Q sur K. Soient z1,...,z, € Q tels que > x;U; = 0. Pour tout i €
ZZlm m
{1,...,m}, il existe (z;x)ren € K® tel que z; = > ziawx. On a alors ) wA( > xMUl) => z;U;,=0
AEA AEA i=1 i=1
(toutes les sommes ne font intervenir qu’un nombre fini de termes non nuls). Cela implique que pour tout
m

Ae A ona )z, \U; =0, et donc x5 = -+ = Xy, x = 0 puisque (Un,...,Uy,) est libre sur K. Cela montre
i=1
que z; = Y x;awx = 0 pour tout ¢ € {1,...,m}, et donc que la famille (Uy,...,U,,) est libre sur .
AEA

Remarque. On peut ne pas avoir envie d’invoquer l’existence de bases en dimension infinie : voici une approche alternative. Soient X1, ..., Xy des indéter-
minées. En considérant les coefficients des matrices Uy, . . ., , Um,, résoudre I’équation XU + - -+ + X Up, = O revient a résoudre un systéme linéaire a m

inconnues et n? équations, i.e. de la forme MX avec M € M n2 g (K) et X un vecteur colonne & m composantes. Le fait que la famille (U, ..., Um) soit

libre sur K (c’est une K-base de .A) implique que l'ensemble “es solutions dans K™ est réduit a {0}, ce qui signifie que la matrice M est de rang m : on
peut en extraire une matrice carrée de taille m inversible. Cela implique alors que I’ensemble des solutions dans Q" est lui aussi réduit a {0}, et donc que la
famille (Uq, ..., Um) est libre sur Q.

On a prouvé que dimg(Aq) = m, plus précisément que Aq = @ QU;. Comme U;U; € A C Agq pour tout

i,7 € {1,...,m}, le sous-Q-espace vectoriel Aq de M,,(€2) est une sous-algébre, et qu’elle est commutative.
(17) (b) Soit W C M,,(K) le sous-espace vectoriel constitué des matrices dont la premiére colonne est nulle :
c’est le noyau de 'application linéaire M +— Me; ot e; € K™ est le premier vecteur de la base canonique.
Cette application étant surjective, on a dimgx (W) = n? — n. Comme b(n) > ”iT_l, on a

dimg (W) + dimg (A) > n* —n + "24_1 +1= 75"2_44"” =n?+ 7("_3)4("_1).
Comme n > 4, on a donc dimg (W) + dimg (A) > n? = dimg (M, (K)). Il en résulte que
dimg(W N A) = dimg(W) + dimg (A) — dimg (W + A) >0

i.e. que WN A # {0}. Il existe donc des éléments de A non nuls qui appartiennent & W, et qui sont donc
non inversibles.

(17) (c) D’apreés litem (ii) du théoréme 2 appliqué a Ag, il existe P € GL,(Q) telle que P~tAqP = A% (Q)
(avec * € {@,1,2}). Cela signifie que P!NP € V*(Q). Ce méme, comme P~1CP € A%(Q) = QL, +Vi(Q)
n’est pas inversible : elle est nilpotente, d’ou C' € V(). D’aprés la question (8) (b), on a donc NC =0, i.e.
(M — A1,)C = 0. Cela implique que A\C = MC € A C M,(K). Comme C € M, (K) C {0}, cela implique
que A € K.

(17) (d) D’aprés la question précédente, on a A C K1, +V, ou V C M, (K) est un sous-espace vectoriel
constitué de matrices nilpotentes. D’aprés le théoréme 1 (i), on a dimg (V) < b(n). Par hypothése, on a
dimg (A) = b(n) + 1, d’otl nécessairement dimg (V) = b(n) et A = K1, +V. Comme n > 4, le théoréme 1 (ii)
implique que V est conjugué, dans M, (K), & Vi(K) (avec x € {@,1,2}), ce qui montre que A est conjugué,
dans M,,(K), a A% (K) (avec x € {&,1,2}), i.e. item (ii) du théoréme 2.



IL.D. Cardinal maximal d’un sous-groupe abélien de GL, (F,)

-
(18) (a) Soient z,y € V. Ll existe g1, ..., gr, V1, -57s € Get A1, ..., A\, i1, ..., s € K telsque z = > \ig;
i=1

et y = Z w;vj. On a alors zy = Z AiltiGiY; = Z Ailtjvj9i = yx puisque g;y; = 7;g; pour tout
A
ie{l,...,r} et tout j € {1,...,s} (parce que G est abélien). Cela montre que zy € V¢, et donc que Vg Est
une sous-K-algebre de M,,(K), et qu’elle est commutative. On a bien entendu G C VS C V, \ {0}, ce qui
montre que |G| < [Vg \ {0} = |Vg| — 1 = ¢%¢ — 1.

(18) (b) e D’aprés le théoréme 2 (i), on a dg < b(n) + 1. Par maximalité, on a aussi 3,(n) < |G| : d’aprés la
question précédente, on a donc 3,(n) < g% — 1, ice. (¢ — 1)¢*™ < ¢, et donc ¢*™ < ¢9¢ : cela implique
que b(n) < dg. Joint & la majoration dg < b(n) + 1 ci-dessus, cela montre que dg = b(n) + 1.

o Comme n > 4, le théoréme 2 (ii) implique que Vi est conjugué a A’ (F,) (avec * € {&,1,2}). Cela montre
que V& = A%(F,)*, et done |[VZ| | |AL(Fg)*| = (g — 1)¢"™ = B,(n) en vertu de la question (10). Comme
G C V£, on aen outre |G| | |V |, ot |G| | B4(n). Comme on a en outre 3,(n) < |G| (par maximalité de
|G), on a en fait |G| = B,(n). Cela prouve aussi que I'inclusion G C V¥ est une égalité, et donc que G' est
conjugué a A% (F,)* (avec * € {@,1,2}).

ITI. Sous-groupes abéliens finis de GL,(Q) de cardinal maximal

ITI.A. Irréductibilité des polynémes cyclotomiques

(19) (a) Le morphisme de groupes Z — C*; k — e %" induit un isomorphisme 7: Z /nZ -3 U,. Les
générateurs du groupe Z /nZ sont les éléments de (Z /nZ)* : ceux de U, sont donc les éléments de
n((Z /nZ)*) = . Ces derniers sont donc d’ordre n dans U. Réciproquement, un élément u € U d’ordre n
engendre le groupe U,, (I'unique sous-groupe d’ordre n de U en vertu de la question (5) (a)). Il appartient
donc & fiy,.

(19) (b) On partitionne U,, suivant 'ordre des éléments : on a U,, = || pgq, d’ou

deD,,
Xt -1= [ (xX-0=11 MME&-0= 1] @
¢cel, deD,, (Euqg deD,,

(19) (c) On procéde par récurrence forte sur n. On a ®; = X — 1 € Z[X]. Supposons n > 1. Par hypothése
de récurrence, on a D = [] @4 € Z[X]. L’égalité X™ — 1 = D®,, (¢f question précédente) montre que @,

deD,,
d<n

est la division euclidienne de X™ — 1 par le polynéme unitaire D : on a ®,, € Z[X].

(20) (a) e Soit € ZN Q. Ecrivons x = % avec u € Z et v € Ny tels que pged(u,v) = 1. Comme z € Z,
il existe P = X9+ a; X471 + .- + a4 € Z[X] tel que P(z) = 0. On a alors u? + aju?=tv + - + aqv? = 0,
ce qui implique que v | u? dans Z. Comme pgcd(u,v) = 1, on a nécessairement v = 1, d’ott z = u € Z. Cela
montre que Z N Q C Z. L’inclusion réciproque est triviale.

e On a g € ZNQ, donc g € Z, soit encore a divise b dans Z.

(20) (b) Soit P € Z[X] unitaire tel que P(z) = 0 :on a II, | P dans Q[X] (par définition du polynome
minimal). Les racines de P sont toutes des éléments de Z : il en est de méme de celles de II,. Comme II,
est unitaire, ses coefficients sont, au signe prés, les polynomes symétriques en ses racines : comme Z est un
anneau, ces coefficients appartiennent & Z. Comme ce sont des rationnels, la question précédente montre que
ce sont des entiers, et donc que II, € Z[X].

S

d d
(21) (a) Ona P =5 ] (X—=z¢),donc P'(zx) = ][] (2k—2¢).- Onadonc [] P'(zx)= Tl (2k—20)-
k=11<6<d 1<6<d k=1 1<k,0<d
Tk % kA

d
En rassemblant les facteurs z;, — 2z et z; — 2, pour k < £ dans ce produit (ilyena > ({—1) =
=1

L d d(d—1)
en déduit que [] P'(zx) = (1) =
k=1

A(P), i.e. le résultat voulu.



(21) (b) On applique ce qui précédea P = X"—1 = [ (X—().Si¢ € U,,ona P'(¢) =n(" "t =2 :d’aprés

¢
¢eUn
la question précédente, on a A(X" —1) = (— )% [T 2. Observons que —1 = P(0) = [] (—(), de sorte
<eUn <EU7L
que [[ ¢=(-1)""1. Celamontre que A(X"—1) = g,n" avec g, = (—1)%‘*‘"_1 = (—1)%+1 e {£1}.

¢el,
(22) (a) Par définition de la signature, on a U(Xy(1), ..., Xo(a)) = €(0)U(X1, ..., Xq).
(22) (b) Lepolynome V :=U? =[] (X;—Xy)? vérifie V(o(1),..., X)) = V(X1,...,Xq) (¢f question
1<k<t<d

précédente). D’aprés le théoréme des polyndmes symétriques rappelé dans ’énoncé, il existe un polynéme
W € Z[Xy,..., X4 (unique) tel que V =W (%y,...,%,). Ecrivons P = X9+ a; X% + ... 4+ a4. D’aprés les
relations coefficients-racines, on a Y1 (z1,...,24) = (—1)*ax € A pour tout k € {1,...,d}. Comme A est un
sous-anneau de C, cela implique que A(P) = V(z1,...,2q4) = W(—ay,as,...,(—1)%y4) € A.

(23) (a) e Ecrivons P = agX%+a; X9+ 4aq € Z[X]. Sia € Z, notons @ son image dans Z /p Z. L’élévation
a la puissance p (le morphisme de Frobenius) est en endomorphisme d’anneaux en caractéristique p (pour
les anneaux commutatifs). Par ailleurs, on a @” = @ pour tout a € Z (petit théoréme de Fermat). Posons

_ d _ d d _
P =S aX%* e (Z/pZ)[X] ~ Z[X]/pZ[X]. On a PP = ( ) akXd*’“>p = 3 @ XP—F) = P(XP). Cela
k=0 k=0 :=0

k
signifie précisément que P(X )P — P(XP) € pZ[X].
e D’aprés la question (20) (b), on a II, € Z[X] : il existe Q € Z[X] tel que II,(X?) = I1,(X)? + pQ(X) (cf
question précédente). En évaluant en z, on a donc IL,(zP) = pQ(z). Comme z € Z et Z est un sous-anneau
de C, on a Q(z) € Z, et donc I1(2P) € pZ.
(23) (b) Comme z est racine de X™ — 1, le polynome II, divise P = X™ — 1 dans Q[X]. Etant unitaire,
il le divise en fait dans Z[X] : écrivons P = II,D avec D € Z[X]. On a 2P € U,,, donc P(2?) = 0. Comme
I, (2P) # 0, on a nécessairement D(zP) = 0. Cela implique que P’'(zP) = II,(2P)D’(zP). D’aprés la question
(21) (a) & (b), on a donc

enn” = A(P) =11,(2")a

n(n—1)
2

D'(z) ] P(¢). Comme D', P' € Z[X] et U,, C Z, on a a € Z. Comme en outre
CeUa\{z7}

I1,(2P) € pZ d’aprés la question précédente, cela montre que p divise n™ dans Z. La question (2) (a) implique

alors que p divise n™ dans Z, de sorte que p divise n dans Z.

avec a = (—1)

(24) (a) Soit z € pyp. Comme ®,(z) =0, on a II, | ®,, dans Q[X]. Soit ¢ € py,. Comme z € p,, il existe
m € N, tel que pged(n,m) = 1 et ( = z™. Ecrivons m = p; - -- p, avec pi,...,p, premier ne divisant pas
n. Montrons par récurrence (finie) sur k € {0,...,r} que II,(2P*"P*) = 0. C’est trivial pour k = 0. Soit
ke {0,...,r—1} tel que II,(2') = 0 avec 2’ = 2P+ Pr-1 € y,,. Comme II, est irréductible dans Q[X], on a
aussi II, = II,,. Par ailleurs, comme pj, { n, on a Il,/(2’P*) = 0 (contraposée de la question précédente), i.e.
IT,(zP1Pr) = 0. Finalement, on a montré que IT,(¢) = 0. Comme c’est vrai pour tout ¢ € p,, on a donc
®,, | I, dans Q[X], et donc ®,, =II, (les deux sont unitaires), ce qui prouve que ®,, est irréductible sur Q.

(24) (b) Soit ¢ une racine de P distincte de 1. Par hypothése, c’est une racine de 'unité : soit n son ordre.
Comme P € Q[X] et @, est le polynome minimal de ¢ sur Q (¢f question précédente), on a ®,, | P dans
QI[X]. Il suffit donc de traiter le cas ou P = ®@,, avec n > 2. Ecrivons n = 2"m avec r € N et m impair. On

procéde par récurrence sur 7.

e Sir =0 ie. n estimpair, "T_l est entier et premier A n : si 6 = ”7_1%” = "T_lﬁ, onafe [%’r,ﬂ e ¢
et 2X < 6 < 7 (parce que n > 3).

eSir =1 onprend § = 7sin =2 (i.ee. m = 1). Si m > 3, posons § = (1—%)#6 [%,W].Ona
el = ¢im=%F = —e~ % : comme —1 est d’ordre 2 et e~ d’ordre m impair, e’ est d’ordre n = 2m.

e Supposons r > 2. Par hypothése de récurrence, il existe 6’ € [g,ﬂ tel que ¢’ € for—1p,. S1 0" € [%’r, ﬂ,
alors 6 = g € [%, g] - [%,ﬂ et € € ju,. Reste a traiter le c/as o 7 <0< %” On a alors § < % <3
posons 0 =1 — %. Onafe [2?”, ‘%’T} - [%,w], et e = —e*i%, donc €% = ¢~ est d’ordre 2"~ Im, ce qui
implique que e’ est d’ordre 5 ou n. S’ était d’ordre 5, on aurait 1 = (—1)274_l = eizr_Qmel, et ¢ serait
d’ordre divisant 2""2m, ce qui n’est pas.

IT1.B. Sous-groupes abéliens finis de O, (R)



(25) Quitte & choisir une base orthonormale de E, on peut supposer que F = R? (muni de sa structure
euclidienne canonique) et 79 = R(6). Soit alors = = (1) € R* tel que |z||, = 1, i.e. 22 + 22 =1. On a

I(R(0) — I)x||* = |R(O)z|® + ||z]|* — 2 (R(0)z|z) = 2 — 21(cos(8)x1 — sin(6)z2) + zo(sin(f)zy + cos(h)z2)

— 2 — 2c0s(0) (22 + 22) = 2 — 2cos(6) = 4sin” (¥)

ce qui montre que [|lrg —idg |, = 2|sin (§)]-

(26) On procéde par récurrence forte sur n = dimg (E). C’est trivial lorque n = 1. Supposons n = 2. D’aprés
la question (6) (b), le groupe G est isomorphe a un sous-groupe de de {£1I5, £S5} ou & un sous-groupe de
SO(FE). Dans le premier cas, on a E = D & D’ ou D et D’ sont deux droites stables par tous les éléments de
G, ce qui conclut dans ce cas.

Supposons désormais que n > 3. D’apreés la question (4), il existe un sous-espace vectoriel F' C E de dimension
1 ou 2 et stable par tous les éléments de G. Soient x € FL et g€ G. Siy € F, on a (g(x)|y) = (z|g(y)) =0
parce que g € O(E) et g(y) € F. Comme c’est vrai pour tout y € F, cela implique que g(z) € F*, et
donc que F* est stable par tous les éléments de G. L’hypothése de récurrence appliquée a {917 }gec < O(F)
et {gpt}gec < O(F*1) fournit des décompositions de F et de F* en somme directe de droites et de plan
stables par tous les éléments de G et telles que les restrictions des éléments de G aux plans soient toutes de
déterminant 1 : on en déduit une décomposition de E comme souhaité.

k
(27) (a) On a O(D;) ~ {£1} pour tout i € {1,...,k} : comme G C [] O(D;) x Gy, on a donc |G| | 2¥ |Gy

i=1
(27) (b) Si f € L(E) et w € O(E), on a ||(||wo f)(z) = || f(x)| pour tout z € E : cela implique que
lwo fllgp = max [[(fwo f)(z) = max ||f(z)]| = || f]o, En particulier, si g,¢" € G, on a

llzll=1 llzll=1

lg = 9'llop = [lg o (ide —g'g™ )|, = lide —g'g7"|,, = ¢

(vu que ¢g'g7t € G).
(27) (c) e Sige G\ {idg},onag—idg #0, donc 0 < |lg —idell,, < lgllop, + [lidell,, =2, i.e. € €]0,2].

op —
e Sije{l,...,0}, le groupe G; := {g|p, }gec est un sous-groupe commutatif de SO(P;). Etant fini, il est

cyclique (cf question (5)) : soit d; € N son ordre. On a7y, /q, € G;. On a 2sin (%) = ||r2n/a, — idp, Hop >¢
par hypothese, d’ou - > arcsin (
J

£
2

™
B £
arcsin ( 5)

(28) Soit g € Go. Il existe 04,...,0, €] — m, 7] tels que g;p, = 79, pour tout j € {1,...,£}. On a alors
Z . .
xXg = [[(X — €%1)(X — e7%s) : les racines de Xg sont des racines de l'unité. Si g # idg, elles ne sont pas
j=1
toutes égales & 1. Comme on a supposé que x, € Q[X], la question (24) (b) implique qu’une de ces racines
est de la forme e’ avec T < 6 < 7 : il existe jo € {1,...,¢} tel que I < [6;,| <. On a donc

) , soit encore d; <

sin (%) > 2sin (%)

||g - idEHop - 11213'3‘%{( HTGJ - ide HOP - 1??%{@2

On peut donc poser € = 2sin (%) et appliquer la question (25), qui fournit donc la majoration |G| < 6°.
II1.B. Sous-groupes abéliens finis de GL,(Q)

(29) L’application B est une forme bilinéaire symétrique définie positive : c’est un produit scalaire. En outre,
les éléments de G sont tous des endomorphismes orthogonaux pour B, i.e. G C O(B). Soient B la base
canonique de R" et 8’ une base de R" orthonormée pour B. Notons P € GL,(R) la matrice de changement
de base de B vers B’. Rappelons que si X € R", ses coordonnées X’ dans la base B’ vérifient X = PX'.
Soit g € G :si X,Y € R", on a B(gX,Y) = B(X,gY), soit (P~ 1gX|P~'Y) = (P7'X|P~'gY) (parce
que la matrice de B dans la base B’ est I,,), soit ‘X%g'P~1P~1Y = IX!P~1P~1gY. Comme c’est vrai pour
tous X,Y € R", on a i¢!P~ 1P~ =tP~1P~1g ie. 'PlgP~t = P~1gP, ce qui signifie que P~1gP € 0,(R),
i.e. g € PO,(R)P™! : comme c’est vrai pour tout g € G, on a G C PO, (R)P~! et G est conjugué a un
sous-groupe de O, (R).



(30) (a) e Soit G C GL,(Q) un sous-groupe commutatif. Pour tout ¢ € G, on a x, € Q[X]. D’aprés la
question (29), le groupe G est conjugé a un sous-groupe fini G’ de O, (R). Le groupe G’ est commutatif.
D’aprés les questions (27) (a) et (28) (qui s’applique parce que x, € Q[X] pour tout g € G'), il existe des

. L n— n k .
entiers k et £ tels que k + 20 = n et |G| = |G'| < 2F6¢ = 2k6"7" = 6% (%) . Lorsque n est pair, on a donc
|G| < 6%. Lorsque n est impair, on a nécessairement k > 0, et donc |G| < 6"z 2. Dans tous les cas on a

G| < ¢(n).
e Notons que dans chaque cas, le cardinal ¢(n) est atteint : d’aprés la question (7) (b), il existe un sous-groupe

G de GL2(Q) d’ordre 6. Lorsque n = 2m est pair, on a G§* C GL2(Q)™ — GL,(Q) (par le morphisme
A1 0 - 0

(Ay, ... Ap) — | ° f42 ")) et |G| = 6™ = ¢(n). Lorsque n = 2m + 1 est impair, on a de fagon
Do a0
0 -« 0 Ap
analogue {£1} x G§* C GL1(Q) x GL2(Q)™ — GL,(Q), et [{£1} x G| = 2.6™ = ¢(n).
(30) (b) e Soit G un tel sous-groupe. D’aprés la question (28), il existe une matrice P € GL,(R) telle que
G' = P~'GP C O,(R). D’aprés la question (26), il existe une décomposition en somme directe orthogonale
k ‘
R" = @ D; ® @ P; par des sous-espaces stables par G’ et tels que g|p, € SO(P;) pour tout j € {1,...,¢}.
i=1 j=1
Quitte & multiplier P par une matrice orthogonale, on peut donc supposer que

k ¢
G'= PGP c [] O(D;) x [ SO(P;).
i=1 j=1
On a O(D;) ~ {+£1}. Par ailleurs, on a vu dans la question (28) que pour tout j € {1,...,¢},ona ‘G;‘ < 6, on
G’ = {gp; }gec- Comme |G| = [G'| = ¢(n),ona k < 1et |G;| = 6 pour tout j € {1,...,(}, i.e. G} = R¢(Fj)
(l'unique sous-groupe d’ordre 6 dans SO(P;), ¢f question (5) (b)). L'égalité |G| = ¢(n) implique alors que

k ¢
G = [l O(D;) x 1] Re¢(P;). Cela montre que si n est pair (resp. impair), G est conjugué dans GL, (R) au
i=1 j=

Re 0 - 0 {1} 0 -~ 0
groupe [ ¢ - (resp. 0 ?26 R P
oo o o
0 -+ 0 Rs 0 - 0 Rs

e On I’a vu dans la question (7) (b), le groupe Rg est conjugué, dans GLy(R), & un sous-groupe de GL2(Q).
Cela montre que dans tous les cas, il existe effectivement un sous-groupe commutatif de GL,,(Q) d’ordre ¢(n).
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