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Dans tout ce qui suit, les anneaux seront tous supposés commutatifs et unitaires. Rappelons que si A est un anneau et
I < A un idéal strict, alors il existe un idéal maximal m c A tel que I < m (théoreme de Krull).

1 Polynomes symétriques

Soient A un anneau, r € N+ et Xq,..., X,,T des indéterminées. Rappelons qu’un mondme est un élément de la
forme X := X" --- X" avec « € A\{0} etn = (n1,...,n,) € N"; son degré (total) est [n| := ny + -+ + n,.
Tout élément de A[X1,..., X, ] peut s’écrire de fagon unique comme somme de mondmes. Si d € N, un élément de
A[Xq, ..., X,] est homogéne de degré d lorsque ¢’est une somme de mondmes de degré d. L’ensemble .77, 4 des poly-

ndomes homogenes de degré d auquel on adjoint 0 est un sous-groupe de A[X,..., X, ] et A[Xy,...,X,] = (—D 4
Explicitement, cela signifie que si P € A[X7,... , X ] il existe une unique suite (Py)qen (les composantes homogenes

de P) nulle a partir d’un certain rang telle que P = Z P, et P; est homogene de degré d pour tout d € N.

Définition 1.1. (1) Si P(X1,...,X,) € A[X4,...,X,] ety € &,, on pose
(’}/.P)(Xl, cee ,Xr) = P(X,Y—l(l)7 e ,X,Y—l(,,‘)).

On munit ainsi A[X1, ..., X, ] d’une action (2 gauche) du groupe S,..

(2) Un polyndéme P(X;,...,X,) € A[Xy,..., X, ] est dit symétrique si c’est un point fixe sous cette action (on définit
de fagon analogue la notion de fraction rationnelle symétrique a coefficients dans un corps).

(3) Pour k € {1,...,71}, le k-iéme polyndéme symétrique élémentaire est

O'kZO'k(Xl,...,XT.)Z Z Xllek

’il <-~-<ik
Exemple 1.2. On a

=Xi1+Xo+ -+ X,
oo =X1Xo+ X1 Xg+ -+ Xn Xy + XoXg + -+ XX + -+ X1 X
=X, Xy X,

Proposition 1.3. (RELATIONS COEFFICIENTS-RACINES) On a

(T—X)=T =T 1+ 07" 2+ -+ (-1, T * + - 4+ (=1)"0,

-

1

[

dans Z|T, X1, ..., X;].
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Démonstration. On procéde par récurrence sur r, en observant que si 1 < k < r,ona
o( X1, .., Xpq1) = on(Xy, . X)) F o1 (X, X)) X
avec la convention oy = 1. O]

Théoréme 1.4. (THEOREME FONDAMENTAL DES POLYNOMES SYMETRIQUES) Si P(X1,...,X,) € A[X4,...,X,]
est symétrique, il existe Q(Y1,...,Y,) € A[Y1,...,Y,] unique tel que P(X1,...,X,) = Q(o1,...,0.).

Dans ce qui suit, on ordonnera I’ensemble N" au moyen de I’ordre lexicographique : on a n < m s’il existe ¢ < 7 tel
que n; = m; pour j < 4 et n; < m;. On rappelle que c’est une relation d’ordre total (et méme un bon ordre). Cet ordre
définit un ordre sur les mondmes.

Lemme 1.5. Un polynome est symétrique si et seulement si ses composantes homogénes sont symétriques.

Démonstration. Cela résulte du fait chaque 7 4 est stable par ’action de &,, et de I'unicité de la décomposition en
somme de composantes homogenes. [

Lemme 1.6. Le polyndme o --- oo est symétrique de degré a1 + 2az + - -+ + ra,. Son mondme le plus grand pour

B . . ay+ag+---+a, yaz+---+a, ar—1+ar yq
Iordre lexicographique est X "X, e X0 Xpr.

Démonstration. Pour i € {1,...,r}, le polyndme o; est symétrique de degré . Le polyndme o' - - - g% est donc symé-

trique, de degré aq + 2a2 + - - - + ra, (c’est vrai méme lorsque A n’est pas integre, parce que les coefficients de tous les
mondmes qui interviennent valent 1). Le mondme le plus grand de o; (pour I’ordre lexicographique) est X; Xo - -+ X;. Le
mondme le plus grand de o{* - - - o2 est donc

Xfl (X1X2)a2 .. (X1X2 . Xr)ar — Xfl+a2+---+a7‘X§2+---+ar . X;lifll-‘rangr
(on retouve le fait que le degré vaut a; + 2as + - - - + ra,). O
q g

Démonstration du théoreme 1.4. D’apres le lemme 1.5, il suffit de traiter le cas ou P est homogene, ce que 1’on suppose
par la suite. Notons d son degré et soit @ X™ son mondme le plus grand pour I’ordre lexicographique. on a nécessairement
ny = ng = -+ = n,.. En effet, si on avait n; < n; avec i < j, on pourrait appliquer la transposition T(; ;) a f :
ce dernier €tant symétrique, il contiendrait aussi le monéme at(; ;) - X™, qui est strictement plus grand que aX*™* pour
I’ ordre lexicographique.

Posons P = P—ao* ™" gl? " g T e € A[X7, . .., X,]. Cest encore un polyndme symétrique homogene
de degré d. Les monOmes qui le composent sont tous strictement plus petits que X2 (on 1’a éliminé dans la différence). En
itérant le procédé qui précéde, on peut écrire tout polyndme symétrique comme polyndme en les polyndmes symétriques
élémentaires (il n’y a qu’un nombre fini d’étapes car N" n’admet pas de suite strictement décroissante infinie, vu que
I’ odre lexicographique est un bon ordre).

Reste a prouver que I’écriture est unique. Par linéarité, il suffit de prouver que si P = 0, on a nécessairement ) = 0.
Prouvons la contraposée : supposons () # 0. Soit aY;"* - - - Y% son mondme le plus grand (pour I’ordre lexicographique,
en les indéterminés Y7y, ..., Y,.). Le mondme le plus grand de P = Q(o7y, - . ., o) (pour I’ordre lexicographique) est alors

aXotaztetar yaadetan 1% xar 4 apres le lemme 1.6 : il n’est pas nul, donc P # 0. O

Remarques. (1) La preuve fournit un procédé algorithmique pour déterminer le polyndme (). Cela dit, les degrés en
chaque indéterminée, ainsi que les poids des mondmes qui composent P excluent certains mondmes de (). On peut alors
chercher () avec des coefficients indéterminés : les évaluations de P en des éléments de A" fournissent des relations
linéaires sur les coefficients. Choisies judicieusement, un nombre fini de telles relations permet souvent de déterminer les
coefficients en question, en résolvant un systeme linéaire.

(2) Le théoreme 1.4 est tres utile (entre autres) en théorie de Galois et en théorie des nombres. Par exemple, si K est
un corps et P € K[X] unitaire a pour racines «1, ..., «, (dans une extension L de K), I’évaluation d’un polyndéme
symétrique a coefficients dans K en o, ..., a, peut se faire sans connaitre o, . .., a,., et est un élément de K (et pas

seulement de L). C’est notamment le cas du discriminant || (a; — a;)?.

1<i<j<r
(3) Soit k un corps. Comme k[Xq, ..., X p] est factoriel (cf corollaire 4.26), le théoréme 1.4 s’étend aux fractions rationnelles : le groupe & - agit sur le corps L := k(X7, ..., X ), et le sous-corps des invariants est
K := k(oq,..., o) Lextension L/K est galoisienne de groupe & ;- (Artin); c’est aussi I'extension de décomposition de 7" — o1 T" 1 4 oo T2 4 ... 4 (—1)k ngrfk' + -+ (—1)"op € K[T]
(cf proposition 1.3). Plus généralement, si G est un groupe d’ordre 7, il existe un morphisme de groupes injectif (théoréme de Cayley) : ce qui précede fournit une action de G sur L, et donc I'extension galoisienne L/LG (Artin again).

On voit donc que tout groupe fini peut étre facilement vu comme un groupe de Galois. La théorie de Galois inverse a pour but, un corps de base K (typiquement Q ou un corps de nombres) et un groupe G étant fixés, de déterminer s’il est
possible de trouver (voire d’expliciter) une extension galoisienne de K de groupe G'. C’est en général trés ardu (c’est un sujet de recherche).

Exemples 1.7. (1) (X1 — X2)? = X? —2X1 X0 + X3 = (03 — 2X1 X2 — X3) — 2X1 Xo + X5 = 07 — 40a.
) X2+ X2+ X2 = (02 — X2 — X2 — 2X1 X5 — 2X1 X5 — 2X5X3) + X2 + X2 = 02 — 20,

g109 sir =2

3 X?X; = .
()%— v 0109 —303 sir =3

4 XPX3 + X7X35 + X3X35 = 05 — 2(X1 X5) (X1 X3) — 2(X1 X2)(X2X3) — 2(X1X3)(X2X3) = 05 — 20103.

Exercice 1.8. # Montrer que | XZ-2X]2 =03 — 20103 + 204.
i<j



Remarque. Pour k € N, (g, on pose

S = Sp(X1,---, Xp)=X{ + -+ X,
(K-ieme polynéme de Newton). Comme ce polyndme est symétrique, ¢’est un polyndme en o1 , . . . , &y~ en vertu du théoreme 1.4.
S — o018 Sp_g — 4 (—1)k—1 s —1)*koy =0 sik <
Proposition 1.9. (FORMULES DE NEWTON) On a k 715k—1 + 25,2 +( )7,71 Tk—191+ (¢ ) 7k - "_ = T.
Sk —01Sp_1 + 02SK_g — -+ (=1) 01 Sp—pp1 + (=) 0rSp_. =0 sik>r
Les formules de Newton permettent d’exprimer les Sy, en fonctionde o1 , 09, . . . , oy Parexemple, on a
S1p =01

Sg = of — 209

S3 = 03 — 30109 + 303

Réciproquement, elles permettent d’exprimer les o g, en fonctionde S, . . . , Sy Remarquons néanmoins qu’il faut alors inverser les entiers 2, 3, . . . , 7, de sorte que c’est possible si 7! est inversible dans I’anneau ol I’on travaille.
o1 =851
1 2
o2 = 5(S1 — Sa)

o3 = (57 — 3515, + 253)

On s’en doute, des formules générales existent (ce sont les formules de Waring).

2 Notions de module sur un anneau

Soit A un anneau.

Définition 2.1. Un A-module ' est la donnée d’un triplet (M, +, ) ot (M, +) est un groupe abélien et -: A x M — M
une loi de composition externe vérifiant les propriétés suivantes :

(1) (Va,be A) (Yme M) (a+b)-m=a-m+0b-m;

2) (Va,be A) (Yme M) (ab) -m=a-(b-m);

3) (Vae A) (Ymi,mae M) a-(my +ma) =a-my +a-ma;

4) (YmeM)1l-m=m.
Les éléments de A s’appellent les scalaires. Comme d’habitude, on commettera systématiquement 1’abus consistant a
désigner un module par I’ensemble sous-jacent, en parlant du A-module M. En outre, on notera souvent am au lieu de
a-m.

Remarque. (1) Soit (M, +) un groupe abélien. La donnée d’une structure de A-module sur M équivaut a celle d’un
morphisme d’anneaux A — Endg, (M).

(2) On peut voir la notion de module comme une généralisation de celle d’espace vectoriel sur un corps. Il faut prendre
garde toutefois que bon nombre de propriétés agréables des espaces vectoriels (I’existence de bases en particulier) sont
compétement fausses pour les modules sur un anneau qui n’est pas un corps.

Exemples 2.2. (0) L’anneau A lui-méme est un A-module, la loi externe étant donnée par le produit de A.

(1) Si A est un corps, un A-module n’est autre qu'un A-espace vectoriel.

(2) Un Z-module n’est rien d’autre qu’un groupe abélien.

(3) Si K est un corps, un K[X]-module est un K-espace vectoriel muni d’un endomorphisme (qui correspond a la
multiplication par X). On reviendra sur cette situation plus tard.

(4) Si I c Aestunidéal, alors I et A/I sont des A-modules.

Définition 2.3. Soient A un ensemble et (M )aen une famille de A-modules.

(1) Onnote [] M), I’ensemble produit. C’est I’ensemble des applications f: A — | J M, telles que f(\) € M, pour
AEA AeA
tout A € A. C’est un A-module, qu’on appelle le A-module produit des (M) xen.

(2) On note & M) le sous-ensemble de [] M) constitué des fonctions f: A — |J M) pour lesquelles I’ensemble
AeA AEA AEA
{Xe A; f(X) # 0} est fini. C’est un A-module, qu’on appelle la somme des (M) xea-

(3) Si tous de M, sont égaux a M, on note M™ et M) au lieu de [I Met P M.
AEA AEA

Remarque. (1) Si ’ensemble A est fini, les A-modules || M) et @ M) coincident. C’est faux lorsque A est infini.
AEA AEA

(2) Sin € N, on note M" au lieu de M {173,

Définition 2.4. Soit M un A-module. Un sous-module® de M est une partie N — M stable par + et par multiplication
par les scalaires, i.e. telle que (Va € A) (Vny,n9 € N) ny +ang € N.

Exemples 2.5. Les sous-modules de A ne sont autres que ses idéaux (a gauche). Si (M) )ea une famille de A-modules,

@ M) estun sous-A-module de [ M.
AEA AEA

1. Dans le cas d’un anneau non commutatif, il y a lieu de distinguer les notions de module a gauche et de module a droite. Conformément a la
convention fixée en préambule, on ne rentrera pas dans ce genre de considérations. Cela ne signifie pas que la notion soit dépourvue d’intérét lorsque A
n’est pas commutatif, bien au contraire (elle apparait naturellement, entre autres, dans 1’étude des représentations linéaires des groupes).

2. En fait on devrait dire sous- A-module (surtout si plusieurs anneaux interviennent). On omet la mention de I’anneau lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité,
comme ici.



Opérations sur les sous-modules d’un A-module. Soient M un A-module et (M) )xea une famille de sous-modules de

M . Alors I’intersection ﬂ M est un sous-module de M. Par ailleurs, on pose
AEA

DMy = { D mas (ma)en € @Mx}

AEA AEA AEA

(I’ensemble des sommes finies d’éléments de U M). C’est un sous-module de M, qu’on appelle la somme de (M) xe.-
AEA

Définition 2.6. Soit M/ un A-module.

(1) Soit X < M. 1l existe un plus petit (au sens de I’inclusion) sous-A-module N de M tel que X < N. On I’appelle le

sous-module de M engendré par X. Ce n’est autre que I’intersection des sous-modules de M qui contiennent X . C’est

aussi la somme Y| Ax (ol Ax = {aT}aeca).
zeX
(2) On dit qu’une partie X < M engendre M, ou que c’est une partie génératrice de M si le sous-module de M engendré
par X est M en entier.
(3) Le A-module M est dit type fini s’il contient une partie génératrice finie.

(4) Le A-module M est dit noethérien si tous ses sous-A-modules sont de type fini.

Remarque. Le fait d’étre de type fini n’est pas stable par sous-objet (trouver un exemple), alors que c’est le cas pour
la noethérianité : cela suggere que la « bonne » notion de finitude pour les modules (généralisant la notion de dimension
finie pour les espaces vectoriels) est la noethérianité.

Définition 2.7. Soient M et N deux A-modules.

e Une application A-linéaire de M vers N est un morphisme de groupes f: M — N qui vérifie en outre f(am) = af(m)
pour tout a € A et m € M. On note Hom 4 (M, N) I’ensemble des applications A-linéaires de M dans N. C’est un A-
module. On le note End 4 (M) lorsque M = N.

e Le noyau de f est alors Ker(f) = f~1(0), c’est un sous-A-module de M, et I'image de f est Im(f) = f(M), c’est un
sous-A-module de V.

e On dit que f et un isomorphisme si f est bijective (I’application f ! est alors A-linéaire). Cela équivaut a Ker(f) = {0}
(i.e. f injective) et Im(f) = N.

Définition 2.8. Soient M un A-module et N un sous-A-module. On dispose du groupe quotient M /N . Il est naturellement
muni d’une structure de A-module (parce que sim € M eta € A,onaa(m+ N) = am+aN < am+ N).Le A-module
M /N s’appelle de A-module quotient de M par N. L application canonique w: M — M /N;m — m+ N est A-linéaire,
et jouit de la propriété universelle suivante : pour toute application A-linéaire f: M — M’ telleque N € Ker(f), il existe
une unique application A-linéaire f: M /N — M’ telle que f = for.

M%f>M/

| A

M/N

En particulier, si f: M — M’ est un morphisme de A-modules, on dispose de la décomposition canonique f = 1 o fo s
o ¢: Im(f) — M’ est Iinclusion, f un isomorphisme et 7: M — M /Ker(f) la projection canonique.

Définition 2.9. Soient M et N deux A-modules, et f € Hom (M, N). Le conoyau de f est Coker(f) := N/Im(f).
Notons que f est surjective si et seulement si Coker(f) = {0}.

Définition 2.10. (1) Un A-module libre est un A-module isomorphe au A-module A pour un ensemble A convenable.
(2) Soit A un ensemble. Pour \ € A, on définit e € A parey(n) = § A,y (symbole de Kronecker, qui vaut 1 si A = n et
0 sinon). La famille (ey)xea s appelle la base canonique de A,

Proposition 2.11. (1) Siae AW, ona’égalité a = . a(N)ey (la somme est finie).

AEA
(2) Si M est un A-module, I’application A-linéaire

HomA(A(A),M) - MA
= (flex))aea

est un isomorphisme. En d’autres termes, la donnée d’une application A-linéaire f: AN — M équivaut a la donnée de
la famille (f(ex))xen-

Démonstration. (1) Pourn € A, ona ()\ " a()\)eA) (n) = a(n).
€

(2) Cela résulte de f(a) = 3 a(\)f(ex) pour tout f € Hom (AWM M) et a € AW (égalité qui s obtient par A-
AeA
linéarité). O]



Définition 2.12. D’apres la proposition 2.11, un A-module M est libre si et seulement s’il existe une famille (my)aea

d’éléments de M telle que tout élément m € M s’écrit de fagon unique m = Y aymy avec (ay)rea € AN Un telle
AeA
famille (my)aea s’appelle une base de M (dans le cas out A est un corps, on retrouve la définition habituelle de base).

Remarque. Lorsque A est un corps, tout A-module est libre (tout espace vectoriel admet une base). Ce n’est plus du tout

le cas pour un anneau quelconque. Par exemple, si I < A est un idéal de A distinct de {0} et de A, le A-module A/I n’est @
pas libre (si e € A/I et a € I\{0}, on a ae = 0). Par exemple, Z /2 Z est un Z /4 Z module, mais il n’est pas libre. On
peut montrer (mais ¢a n’est pas évident) que ZN nest pas libre sur Z.

Proposition 2.13. Les bases d’un module libre ont toutes méme cardinal>.

Démonstration. 11 s’agit de montrer que si A et A’ sont des ensembles tels que les A-modules AX) et A sont iso-
morphes, alors A et A’ ont méme cardinal. Soit f: AY) — A un isomorphisme, et m — A un idéal maximal de A (il
en existe en vertu du théoréme de Krull), de sorte que A/m est un corps. D’apres la proposition 2.11 (2), f correspond a

la donnée de (f(ex))ren € (A(A’))A (o1 (ex)aen désigne la base canonique de A(M)). Si I est un ensemble, la surjection
canonique 7: A — A/m induit un morphisme A-linéaire surjectif 7;: AY) — (A/m)(). De méme, elle induit un mor-
phisme A-linéaire surjectif 7 : (A(AI))A — ((A/m)(‘\l))A : notons f € Hom 4y ((A/m)(‘\)7 (A/m)(A')) I’application
A/m-linéaire correspondant & 7 (( f(ex)) xen ) - Elle s’insere dans le carré commutatif :

AN T @y

A

(A4/m)® Lo (A/m) )

Posons g = f~1: AN — AM : on dispose du morphisme induit g: (A/m)*) —>7(A/m)(A). Comme g o f = ld4) et

fog=Id un,onago f= ld(a/mycn et fog= Id(A/m)(A/), ce qui montre que f est un isomorphisme A/m-linéaire.
Les A/m-espaces vectoriels (A/m)) et (A/m)") sont isomorphes, on a donc Card(A) = Card(A’). O

Définition 2.14. D’apres la proposition précédente, si M est isomorphe a A™ avec n € N, ’entier n est un invariant de
M, qu’on appelle le rang de M.

Remarque. (1) Si M et N sont deux A-modules libres de rangs respectifs m et n, il résulte de la proposition 2.11 (2),
apres le choix de bases dans M et dans NV, que

Hom (M, N) ~ Hom 4(A™, A™) = My (A).

Comme pour les espaces vectoriels de dimension finie, apreés le choix de bases, la donnée d’une application A-linéaire
entre deux A-modules libres de rang fini équivaut a celle de sa matrice dans ces bases.

(2) Soient M un A-module et {my} ca une famille d’éléments de M. D’apres la proposition 2.11 (2), il existe une unique
application A-linéaire f: A — M telle que f(ey) = m, pour tout A € A.

Le A-module Im(f) est le sous-module de M engendré par {m} ca. En particulier, la famille {m} xea est génératrice
si f est surjective, et ¢’est une base si f est un isomorphisme. Lorsque f est injective, on dit que {m} e est libre.

Proposition 2.15. (1) Soit M un A-module. Alors M est noethérien si et seulement si toute suite croissante de sous-
modules de M est stationnaire.

(2) Soient M un A-module et N un sous-A-module de M. Alors M est noethérien si et seulement si les A-modules N et
M /N sont noethériens.

Démonstration. (1) e Supposons M noethérien, et soit (M, )en une suite croissante de sous-modules de M. Comme

le sous-module > M, est de type fini, il existe my,...,m, € M tels qu’il soit engendré par {m,...,m,}. Comme
neN
la réunion est croissante, il existe N € N tel que {mq,...,m,} € My.On aalors My € > M, < My et donc
neN

> M, = My, et M,, = My pour toutn > N : la suite (M, )en est stationnaire.
neN
e Supposons M non noethérien : il existe un sous-A-module M’ qui n’est pas de type fini. On construit par récurrence

une suite strictement croissante de sous-modules de type fini de M’ de la fagon suivante : on pose M = {0}, et si M,
est construit, il est distinct de M’ (puisque M), est de type fini et M’ ne I’est pas) : soient m,, € M'\M], et M) |, =
M), + Amy,1.Ona M), & M), < M’

3. Observons que la commutativité de A est cruciale : si R est un anneau commutatif (unitaire), notons (ey, ) xen la base canonique que L := RN)
et posons A = Endp(L). Comme on I’a vu dans la proposition 2.11 (2), la donnée d’un élément f € A équivaut 2 celle de (f(ex))nen € LN.

e(k— si k est impair .
et faleg) = (k=1)/2 > P respectivement. 11 est
0 sinon

. . P si k est pair
En particulier, on dispose de f1, f2 € A définis par f1(er) = {%/2 . P
0 sinon
alors facile (exercice) de voir que A = Af1 @ Afa, ce qui montre que A ~ A2 comme A-modules a gauche : par induction, ona A ~ A" (comme
A-modules a gauche) pour tout r € N, ce qui montre que la notion de rang n’a pas de sens dans ce cas.



(2) ® Si M est noethérien, alors N est de type fini. Par ailleurs, si N’ est un sous-module de M /N,ona N’ = N /N avec
N = 7 Y(N') (ot m: M — M /N est la projection canonique). Comme M est noethérien, N est de type fini, c’est a
fortiori de cas de N’ = N/N, et M /N est noethérien.

e Supposons N et M /N noethériens. Soit (M,,),en une suite croissante de sous-modules de M. On dispose des suites
croissantes (M,, N N)pen et (N + M,)/N)nen de sous-A-modules de N et de M /N respectivement. Comme ces
derniers sont noethériens, ces suites sont stationnaires : il existe ng € N tel que pour n > ng,ona M, n N = M, , n N
et (N+ M,)/N =(N +M,,)/Nie N+ M, =N+ M,,.Sime M,,ilexistedoncz € Nety e M,, € M, tels
quem =2 +y.Commez =y—meNnM, =NnM,,onam e M,,, dou M,, € M, ie M, = M,,.Le
A-module M est donc noethérien. O

Corollaire 2.16. Si M et M5 sont deux A-modules noethériens, le A-module produit My x My est noethérien.

Démonstration. Les modules My ~ M; x {0} et My ~ (M; x Ms)/(M; x {0}), étant noethériens, cela résulte de la
proposition 2.15 (2). O

Définition 2.17. L’anneau A est dit noethérien s’il est noethérien vu comme A-module. Par définition, cela signifie que
tout idéal de A est de type fini. En vertu de la proposition 2.15, cela équivaut au fait que toute suite croissante d’idéaux de
A est stationnaire.

Proposition 2.18. Si A est noethérien, tout A-module de type fini est noethérien.

Démonstration. Soit M un A-module de type fini : il existe n € N et une application A-linéaire surjective f: A" — M.
Comme A est noethérien, il en est de méme de A™ (corollaire 2.16), et de M = A™/Ker(f) (proposition 2.15 (2)). L]

Théoreme 2.19. (HILBERT) Si A est un anneau noethérien, alors A[X] est noethérien.

Démonstration. Soit I ¢ A[X] un idéal : montrons qu’il est de type fini. On peut supposer I # {0}. Pour n € N, notons
A<, [X] le sous-module de A[X] constitué des polynomes de degré inférieur a n (il est libre de base (1, X, X2,..., X)),
et J,, I’ensemble des coefficients de X" des éléments de I n A<, [X] : c’est aussi {0} union I’ensemble des coefficients
dominants des éléments de I qui sont de degré n. Comme I < A[X] est un idéal, I n A<, [X] est un sous-module de
A¢n[X], donc J,, est un idéal de A. En outre, sin < m et o € J,\{0} (de sorte qu’il existe P € I de degré n de
coefficient dominant égal a o), alors o € J,, (c’est le coefficient dominant du polyndme X" ~" P). La suite d’idéaux
(Jn)nen est donc croissante. Comme A est noethérien, elle est stationnaire : soit d € N~ tel que n > d = J,, = Jy.

Comme A est noethérien, 1’idéal J; est de type fini : choisissons s, . . ., o, des générateurs de J;. Comme I # {0}, on
a Jg # {0}, et on peut supposer oy, . .., a, tous non nuls. Pour tout i € {1,..., 7}, choisissons P; € I de degré d et de
coefficient dominant «;. Par ailleurs, le A-module A<, 1[X] est de type fini, donc noethérien (cf proposition 2.18) : son
sous-module M := T n A¢4—1[X] est de type fini. Choisissons des générateurs Q1, . .., Qs de M. On a bien sir
<P17...7PT,Q1,...7QS>C I

Montrons I’inclusion réciproque, i.e. que tout P € I appartient a (P, ..., P, Q1,...,Qs). On procéde par récurrence
surn = deg(P).Sin < d,onaP e M ={Q1,...,Qsy € {P1,...,P,Q1,...,Qs). Supposons n > d. Le co-
efficient dominant o de P appartient a J; : il existe a1,...,a, € A tels que & = aq1 + - -+ + a,q,. Le polyndme

T
P — Y a;X" 9P, € I est de degré < n, et c’est un élément de I : par hypothése de récurrence, il appartient a

=1
(Pr,...,P.,Q1,...,Qs), ce qui prouve que P € (Py,...,P.,Q1,...,Qsy. Ainsi, Iidéal I est de type fini, et A[X]
est noethérien. O

Corollaire 2.20. Soient A un anneau noethérien et B une A-algébre de type fini. Alors B est un anneau noethérien.

Démonstration. Comme B est de type fini, il existe by, ..., b, € Btelsque B = A[by,...,b,] : on dispose du morphisme
de A-algebres f: A[Xy,...,X,] —» B défini par f(X;) = b; pouri € {1,...,r}. Il est surjectif : si I = Ker(f), on a
B ~ A[Xq,...,X,]/I. Comme A est noethérien, il en est de méme de A[X71,..., X,] (en appliquant r fois le théoréme
2.19), et donc de B (le idéaux de ce derniers sont isomorphes a des quotients d’idéaux de A[ X7, ..., X, ]). ]

Définition 2.21. (1) Soient M un A-module et m € M. On pose anna(m) = {a € A, am = 0}. C’est un idéal (2

gauche) de A, appelé idéal annulateur de m. On dit que m est de torsion si ann(m) # {0}, i.e. s’il existe a € A\{0} tel

que am = 0. On note M;.,s ’ensemble des éléments de M qui sont de torsion. On dit que M est sans torsion (resp. de

torsion) si Miops = {0} (resp. Miors = M).

(2) Onpose anny (M) ={a€ A; (Yme M) am =0} = () anna(m). C’est un idéal de A, appelé idéal annulateur
meM

de M. On en déduit une structure de A/ann4(M)-module sur M. Remarquons que M peut-étre de torsion méme si

anna(M) = {0} : par exemple, on a annz(Q /Z) = {0}.

Exemple 2.22. Si I c A est un idéal non nul, A/I est de torsion. Par exemple, Z /2 Z est un Z /6 Z-module de torsion.
De méme, Q / Z est un Z-module de torsion.

Proposition 2.23. Supposons A commutatif, intégre et soit M un A-module. Alors Myo,s est un sous-module de M et le
A-module quotient M [ M, est sans torsion.



Démonstration. Si my, ma € Mios et « € A, il existe a1, a2 € A\{0} tels que a;my = 0 et agmo = 0. Comme A est
integre, on a ajas # 0 et ajaz(my + ams) = 0 implique m1 + amsy € Migys.

Soit m € M dont I'image m + M, est de torsion dans M /M., : il existe a € A\{0} tel que am + Miors = Mioys i-e.
am € Mo Il existe donc b € A\{0} tel que b(am) = 0. Comme A est integre, on a ab # 0, et m € Mioys. O

Remarque. (1) Ce qui précede tombe en défaut si A n’est pas supposé intégre. Par exemple, si A = M = Z x Z, alors
Miors = (Z x{0}) U ({0} x Z) n’est pas un sous-module de M.

(2) Un A-module libre est sans torsion, mais la réciproque est fausse en général (elle est valide dans le cas des modules @
de type fini sur un anneau principal, cf corollaire ??).

Exercice 2.24.  k sk 3k Soient A un anneau unitaire, M un A-j module noe(hensn et f: M — M une application A-linéaire.
(1) On suppose f surjective. Montrer que c’est un isomorphisme (i ion : cons les sous-modules K, = Ker(f™)).

(2) Si f est supposée injective, est-ce automatiquement un isomorphisme ?

On suppose désormais que M = A™ etonnote X = (x; i )1<i j<n € My, (A) la matrice de f dans la base canonique.

(3) Montrer que f est surjective si et seulement si det(X) € AX.

(4) Montrer que si det (X ) n’est pas diviseur de zéro dans A, alors f est injective.

(5) Montrer que réciproquement, si det( X ) est diviseur de zéro dans A, alors f n’est pas injective (indication : soient a € A\{0} tel que a det(X) = Oetr < m le plus grand entier tel qu’il existe une matrice N € M- (A)
extraite de M telle que a det(N) % 0, construire V' € A™\{0} tel que X V' = 0 a partir d’une telle matrice N).

On suppose désormais que f est injective.

(6) Lorsque A = Z, montrer que # Coker(f) = |det(X)].

(7) Montrer qu'on a dim g (Coker( f)) = deg(det(X)) lorsque A = K[X] (ot K est un corps commutatif).

3 Localisation

Définition 3.1. Une partie S < A est dit multiplicative si 0 ¢ S, 1 € S et si .S est stable par multiplication.

Exemple 3.2. (1) A*.
(2) {f™}nezs, OU f € An’est pas nilpotent.
(3) A\p ol p — A est un idéal premier.

Proposition 3.3. Soit S — A une partie multiplicative. Il existe une A-algébre A = S~'A, unique a isomorphisme pres,
possédant la propriété universelle suivante : si f: A — B est un homomorphisme d’anneaux tel que (Ns € S) f(s) € B*,
alors il existe un unique homomorphisme d’anneaux f S™'A - Btelque f = f oL

A . B
X /fj
S—1A
Démonstration. On munit I’ensemble A x S de la relation binaire ~ définie par

(a1,51) ~ (az,s2) © (It € 9) t(a1s2 —azsy) =0

11 s’agit d’une relation d’équivalence. Notons S™'A = (A x S)/ ~ I’ensemble quotient. Si (a,s) € A x S, on note &

son image dans S~!A. Soit (ay, s1), (az, s2) € A x S. On vérifie facilement que les éléments ‘:; + ZZ = M et
$h.52 = {122 dépendent seulement des classes 1 et $2 (et pas des représentants (al, s1) et (ag, s2)), et que ceci définit

deux lois internes + et . sur S~! A, faisant de S~ 1A un anneau commutatif d’unité +. En outre, I’application

1A STA
a

a— 7

est un homomorphisme d’anneaux. Notons que si s € S, alors ¢(s) = 7 est inversible dans STLA, d’inverse %

Soit f: A — B un homomorphisme d’anneaux tel que (Vs € S) f(s) € B*. L’ application

f: S'A- B
2 f(5)7 fla)

est un homomorphisme d’anneaux bien défini, et c’est I'unique tel que f = f o «. L'unicité a isomorphisme pres de
(S7LA, ) résulte de la propriété universelle. O

Définition 3.4. La A-algebre S~ A est la localisation de A par rapport a I’ensemble multiplicatif S.

Remarque. (1) Comme d’habitude, si a € A, on écrira a au lieu de ¢(a) son image dans S~ A (c’est un peu abusif, parce
que I’application ¢ n’est pas injective en général).

(2) Dans un certain sens, S~! A est la A-algébre « minimale » dans laquelle les images des éléments de S sont inversibles.
(3) Lorsque A est integre, ~ est la relation « habituelle » (a1, s1) ~ (az, S2) < a182 = ags1. Lorsque A n’est pas intégre,
cette derniere n’est pas une relation d’équivalence (pourquoi ?), et le « ¢ » est nécessaire.

4) Ker(¢t) = {a € A; (3s € S) sa = 0}, donc ¢ est injectif lorsque A est integre.

(5) A moins que A ne soit factoriel (cf plus bas), il n’y a pas de notion de « fraction irréductible ».



Exemple 3.5. (1) Supposons A soit intégre. Alors A\{0} est multiplicatif ({0} est premier), et (A\{0}) ' A = Frac(A)
est le corps de fractions de A. Par exemple, Frac(Z) = Q, et Frac(K[X]) = K(X) lorsque K est un corps.

Si de plus S < A est un ensemble multiplicatif, la propriété universelle fournit un homomorphisme d’anneau injectif
S~1A — Frac(A) : les localisations de A s’identifient & des sous-anneaux de Frac(A).

(2) Plus généralement, si on ne suppose pas A intégre, la partie S = {f € A; f n’est pas un diviseur de zéro dans A} ¢ A
est multiplicative. Dans ce cas la localisation Q(A) := S~ A est appelée anneau total des fractions de A.

(3) Soit f € A. On note Ay la localisation de A par rapport a I’ensemble multiplicatif { /" },¢z_,. On montre facilement
que Ay ~ A[X]/{fX — 1). Par exemple, Z,y n’est rien d’autre que I’anneau des nombres décimaux.

(4) Sip c A est un idéal premier, on note A, la localisation de A par rapport & I’ensemble multiplicatif A\p. Lorsque A
est intégre et p = {0}, on retrouve Frac(A).

Exercice 3.6. Trouver des ensembles multiplicatifs S c Z autres que Z \{0} tels que S~' Z = Q.

Définition 3.7. Soient S — A une partie multiplicative et M un A-module. La localisation S~' M de M par rapport a S
est définie de fagon similaire 2 S~1A : c’est le quotient de I’ensemble M x S par la relation d’équivalence donnée par
(m1,81) ~ (ma,s2) & (3t € S) t(my1s2 —masy) = 0. C’est un S~ A-module pour les lois T+ 2= % et
a m . am

= 2 Toute application A-linéaire f: M — N induit une application S~ ! A-linéaire fs: S™*M — STIN (telle

58t ss’
que fs(2) = @ pour tout m € M et s € S). Elle a la propriété suivante : pour tout S~ A-module N, 1’application
naturelle

Homg 14(S 1M, N) — Hom4(M, N)
est un isomorphisme.
En particulier, si I — A, est un idéal (i.e. un sous-module de A), S~'TI est un idéal dans S—'A.

Proposition 3.8. (1) (Idys ) = Idg-1p.

(2)Si f: M — M'etg: M' — M" sont des applications A-linéaires, alors (go f)s = gs o fs.
(3)Si M < N, alors S"*M < SN et S"Y(N/M) ~ S~IN/S 1 M.

(4)Si f: M — N est A-linéaire, alors Ker(fs) = S™1 Ker(f) et Coker(fs) = St Coker(f).

Démonstration. (3) Le composé M c N 5 S~!N s’étend en une application S~! A-linéaire i: S~'M — S~'N. Soit
x e S1M : écrivons z = Taveceme Metse S.Sii(x) =0, il existe t € S tel que tm = 0 dans M < N, ce qui
m

implique que © = ** = 0 dans S ~1M : I’application i est injective. On la considére comme une inclusion.

L application canonique 7: N — N/M induit une application S~!A-linéaire S™'N =% S~1(N/M). Elle est surjec-
tive : siz € STH(IN/M), il existe m € N/M et s € S tels que x = Z. Soit n € N relevant 70 : on a g (2) = z. Bien
entendu S™'M < Ker(ng). Inversement, si 2 = 2 € Ker(wg) (avecn € N et s € S), ona @ = 0 dans S~Y(N/M) :
il existe ¢ € S tel que tw(n) = m(tn) = 0 dans N/M, i.e. tn € M, donc z = &2 € S~ M. On a donc Ker(rg) = S~ M
et STIN/S—LM 5 S—H(N/M).

(4) Découle de (3) appliqué a la décomposition canonique de f. O

4 Anneaux factoriels

Les anneaux Z et K[X] (avec K un corps) ont une division euclidienne. Cela implique qu’ils sont principaux, et que
tout élément non nul peut s’écrire de facon essentiellement unique comme produit d’éléments irréductibles. Le but de ce
chapitre est d’introduire une classe d’anneaux ayant cette propriété de factorisation : les anneaux factoriels.

Dans tout ce numéro, A désigne un anneau intégre.

4.1 Généralités

Définition 4.2. (1) Soient a,b € A\{0}. On dit que a et b sont associés sia | betb | a (comme A est integre, cela équivaut
a l’existence de u € A* tel que b = au, soit encore a I’égalité {ay = {(b)).
(2) Soit w € A\{0}. On dit que 7 est irréductible (resp. premier) dans A si m ¢ A* et

(Va,be A)(m =ab= (a€ A* oube A™))
(resp. I’idéal () est premier).

Remarques. (1) m est irréductible lorsque les seuls diviseurs de 7 sont les unités et les éléments associés a ).
(2) Tout élément premier est irréductible, mais la réciproque est fausse en général.

Exercices 4.3. # (1) Soient K un corps, T’ une indéterminée et A = K + T?K|[T]| < K|[T]. Montrer que T2 est
irréductible mais pas premier dans A.
(2) Soient a, b € A tels que a € A* ou bien a irréductible et a 1 b. Montrer que aX + b est irréductible dans A[X].



Les éléments irréductibles sont donc ceux qui ne peuvent s’exprimer comme un produit non trivial, i.e. ce sont les
« atomes » pour la multiplication. Les anneaux (integres) dans lesquels tout élément non nul peut se décomposer de facon
«unique » en produit d’éléments irréductibles sont particulierement agréables.

Définition 4.4. Soit a € A\{0}. Une factorisation en produit d’éléments irréductibles de a est une écrituture de a sous la
forme

a = Umy|-"Tp

avecu € A* etmy, ..., . € Airréductibles. On dit qu’une telle décomposition est unique si pour toute autre factorisation
a =uvp;--psavecv € AX etpy,...,ps € Airréductibles, alors r = s et il existe o € &, tel que {m;) = {P,(;)) (i.e.
; €t py(;) sont associés) pour tout 7 € {1,...,7}. On dit que A est factoriel si tout élément non nul admet une unique
factorisation en produit d’éléments irréductibles.

Remarque. Tout élément inversible admet une unique factorisation en produit d’éléments irréductibles.

Dans la pratique, si A est factoriel, on se fixe une famille de représentants P = {m)} e des classes des éléments
irréductibles modulo la relation « étre associé ». Tout élément a € A\{0} s’écrit alors de fagon unique

a=ul_[7rfA (%)

avec u € A* et (ny)aea une famille d’entiers presque tous nuls (i.e. tous nuls sauf un nombre fini).

Définition 4.5. Soit 7 un élément irréductible de A. Il existe un unique A € A tel que (m) = {m). Si a € A\{0}, la
multiplicité n, dans la factorisation (x) s’appelle la valuation de a en 7. On la note v, (a). On pose v,(0) = +00. On a
vr(a) = sup{k € N u{oo}; 7" | a}.

Proposition 4.6 (PROPRIETES DES VALUATIONS). Soient a,b € A. Ona

(1) vr(ab) = vr(a) + ve(b) et v(a + b) = min{v,(a),v(b)} (avec égalité si v.(a) # v.(b)) pour tout m € A
irréductible ;

(2) a | bsi et seulement si pour tout ™ € A irréductible, on a v (a) < v (b);

(3) a € A si et seulement si pour tout w € A irréductible, on a v;(a) = 0.

Démonstration. Cela résulte immédiatement des définitions et de 1’unicité de la factorisation en produit d’éléments irré-
ductibles. O

Exemples 4.7. (1) Un corps est factoriel (tout élément non nul est inversible).

(2) Etant principal, I’anneau Z (resp. K [X] ot K est un corps) est factoriel, les nombres premiers (resp. le polyndmes
unitaires et irréductibles) étant un systeéme de représentants des éléments irréductibles (cf proposition 4.16). Il en est de
méme de A[X] si A est factoriel (¢f théoréme 4.25).

(3) Le sous-anneau Z[\/=5] = {z + yx/—5 € C, x,y € Z} de C n’est pas factoriel, car 2, 3, 1 + /=5 et 1 — /=5
sont irréductibles, les unités sont +1, mais 2.3 = (1 4+ /=5)(1 — +/=5) : on n’a pas unicité de la décomposition de 6
(exercice). De méme, si K est un corps et 7’ une indéterminée, le sous-anneau K + T?K[T] < K[T] n’est pas factoriel
(parce que (T?)3 = TS = (T?)?, exercice).

Proposition 4.8. Supposons A factoriel et soit m € A. Alors w est irréductible si et seulement si T est premier, i.e. si et
seulement si on a

(V(a,b) € A?) 7 | ab = (7 | a oun | b).

Démonstration. Si 7 est irréductible et 7 | ab, on a v;(a) + v (b) = vr(ab) = 1 et donc v;(a) = 1 ouv,(b) = 1ie
7 | a ou 7 | b. La réciproque est triviale. O

Proposition 4.9. L’anneau A est factoriel si et seulement si tout élément non nul de A admet une factorisation en produit
d’éléments irréductibles* et si tout élément irréductible est premier:

Démonstration. On sait déja que si A est factoriel, alors tout élément irréductible est premier (proposition 4.8). Réci-
proquement, supposons que tout élément admet une factorisation en produit d’éléments irréductibles et que tout élément
irréductible est premier : montrons 1’unicité. Supposons donc qu’on a une égalité d’idéaux (a) = (my -+ - 7wy = {p1 - - Psy
avec my, ..., T, P1,- - -, Ps irréductibles : il s’agit de montrer que r = s et que, quitte a renuméroter, on a {m;y = {p;»
pour tout i € {1,...,r}. Quitte & échanger les deux écritures, on peut supposer que 7 < s : on procéde par récurrence sur
r.Sir =0, alors a € A, ce qui implique s = 0. Supposons r > 0. On a 7, | p1 - - - ps : comme 7, est premier, il existe
ie{l,...,s}tel que 7, | p;, et donc {m,y = {p;» vu que p; est irréductible. Quitte a renuméroter, on peut supposer que
i=s,etona{my - m—_1y =Py Ps—1), et 'hypothese de récurrence permet de conclure. O

4. Cette condition est satisfaite lorsque A est noethérien.



4.10 Pgcd, ppcm
Supposons A factoriel.

Définition 4.11. Soient a,b € A. On appelle pged (plus grand commun diviseur) —resp. ppcm (plus petit commun
multiple)— de a et b un plus grand minorant —resp. un plus petit majorant— de {a, b} pour la relation de divisiblité. On
les note pged(a, b) et ppcm(a, b) respectivement. On dit que a et b sont premiers entre eux si pged(a,b) = 1.

Remarques. (1) Rigoureusement, pged(a, b) et ppcm(a, b) sont des classes d’équivalence pour la relation « étre associé ».
On commettra systématiquement 1’abus de noter de la méme fagon des représentants de ces classes. Dans Z par exemple,
on écrira pged(6,10) = 2 au lieu de pged(6, 10) = {£2}. Dans ce qui suit, des égalités impliquant des pgcd et des ppcm
doivent donc étre comprises a multiplication par une unité pres.

(2)Sia € A, onapged(a,0) = aet ppcm(a,0) = 0.

Comme plus haut, fixons une famille de représentants P = {7} ca des classes des éléments irréductibles modulo la
relation « étre associé ».
Soient a,b € A\{0}. L’anneau A étant factoriel, il existe u, v € A* et des familles (n))rea et (my)aea dans N telles
que les factorisations en produits d’éléments irréductibles de a et b soient

__ DN _ mx
a—un/\ b—UHﬂ'A

AEA AEA

alors on a

pged(a,b) = [ [ my™ ™) ppem(a, b) = [ wytm ),
AEA AEA

En d’autres termes, pour tout 7 € A irréductible, on a

vﬂ'(ngd (a" b)) = min{vﬂ(a), U (b)}
vx(ppem(a, b)) = max{vr(a), vx(b)}

On remarque qu’on a pged(a, b) ppecm(a, b) = ab.

Remarques. (1) Ce qui précede montre I’existence du pged et du ppcm dans un anneau factoriel. Les notions existent
dans un anneau quelconque, mais en général, le pged et le ppcm n’existent pas.

(2) Par induction, on peut facilement étendre la définition et parler du pged et du ppcm d’une famille finie d’éléments non
nuls.

Proposition 4.12 (LEMME DE GAUSS). Soient a,b,c € A\{0} tels que pgcd(a,b) = 1. Sia | be, alors a | c.

Démonstration. Siw € A est irréductible et divise a, on a v,(b) = 0 vu que 7 t b (car a et b sont premiers entre eux). On
adonc v, (a) < vr(bc) = vr(c). Comme c’est vrai pour tout 7 premier divisant a, on a a | ¢ (¢f proposition 4.6 (2)). [

Exercice 4.13. = Soient a, b, c € A. Montrer que pgcd(a, b, ¢) = pged(a, pged(b, ¢)).

4.14 Lien avec les anneaux principaux

Dans ce numéro, on suppose que A est principal (rappelons que cela signifie que A est intégre et que tous ses idéaux
sont principaux, i.e. engendrés par un élément).

Lemme 4.15. Soit m € A. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) m estirréductible;
(ii) {7y est un idéal maximal ;
(iii) m est premier.

Démonstration. Supposons 7 irréductible : on a {m) # A. Soit I — A un idéal propre tel que () c I. Il existe a € A
tel que I = {a), eton a a | m. Comme 7 est irréductible, et comme a ¢ A* (parce que I # A), cela implique que 7 et
a sont associés, i.e. que I = (). Cela montre que {7y est maximal, et donc (i)=>(ii). Les autres implications sont déja
connues. O

Proposition 4.16. Tout anneau principal est factoriel.

Démonstration. D’apres la proposition 4.9 et le lemme 4.15, il suffit de montrer que tout élément a € A\{0} admet une
factorisation en produit d’éléments irréductibles. Si a est inversible, on a fini. Dans le cas contraire, I’idéal {a) est strict :
il est contenu dans un idéal maximal. D apres le lemme 4.15, il existe 1 € A irréductible tel que {(a) < (1) : on peut
écrire a = miay avec a; € A\{0}. En itérant ce qui précéde, on construit des suites 7y, ..., 7, et ay,...,a, telles que
ax—1 = Trag pour tout k € {1,...,n} (avec la convention ag = a). Si on pouvait continuer indéfiniment, cela fournirait
une suite strictement croissante d’idéaux ({ax))ren, contredisant le fait que A est noethérien (¢f définition 2.17) : le
processus s’arréte en un nombre fini d’étapes, i.e. il existe n € N tel que a,, € A*. L’écriture a = 71 - - - m,a,, €st une
factorisation en produit d’éléments irréductibles. O
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Remarque. Si A est un anneau principal, on a une caractérisation importante du pged et du ppcm de deux éléments
a,b e A. Ona<{pged(a,b)) = <a,b) et {ppcm(a, b)) = {ay n {by. Montrons-le pour le pgcd (la preuve pour le ppcm est
analogue). Comme A est principal, il existe d € A tel que {a, by = {(d). Comme x € A divise a et b si et seulement si
{ay c {x)et{by c {x)ie. {dy c {x), on abien pgcd(a,b) = d.

En particulier, si a, b € A, il existe u, v € A tels que au + bv = d (relation de Bézout).

Il ne faut pas croire que cette caractérisation est valable dans tout anneau factoriel. Par exemple, on verra (c¢f théoréme gé?
4.25) que Q[X, Y] est factoriel. Comme X et Y sont irréductibles et premiers entre eux, on a pged(X,Y) = 1, bien
que (X,Y) # Q[X,Y] (c’est Iidéal des polyndmes qui s’annulent en (0,0)). Bien siir, cela vient du fait que 1’anneau
Q[X, Y] n’est pas principal.

Exemples 4.17. Si K est un corps et n € N~ 1, 'anneau K[X7,...,X,] est factoriel (¢f théoréme 4.25) mais pas
principal (¢f remarque précédente). De méme, I’anneau Z[ X ] est factoriel (cf loc. cit.) mais pas principal (I'idéal engendré
par 2 et X n’est pas principal).

Exercice 4.18. = Soit A un anneau factoriel tel que pour tout a,b € A, I’idéal {a,b) est principal. Montrer que A est
principal.

4.19 Transfert de la factorialité
Supposons A factoriel et posons K = Frac(A).

Définition 4.20. Soit P = ag + a; X +--- + ag X% € A[X]\{0}. Le contenu de P est
c(P) = pgcdfag, .- ., aq}.
On dit que P est primitif lorsque c(P) = 1.

Remarque. Rappelons que rigoureusement parlant, le pgcd est une classe d’équivalence modulo la relation « étre as-
socié ». Dans ce qui suit, on commettra 1’abus habituel consistant & voir ¢(P) comme un élément de A (n’importe quel
représentant de la classe) pour ne pas alourdir la rédaction, et toutes les égalités faisant intervenir des contenus doivent
étre lues comme des égalités d’idéaux (i.e. modulo la relation « €tre associé »).

Lemme 4.21. Si P,Q € A[X\{0}, ona
(1) c(aP) = ac(P) pour tout a € A\{0};
(2) P = c(P)P avec P € A[X] primitif;
(3) c(PQ) = c(P)c(Q).

Démonstration. (1) est évident.

(2) Ecrivons P(X) = ag + a1 X + --- + agX? : pour tout k € {0,...,d}, on peut écrire ar = c(P)by, avec by € A.
Posons P(X) = by + b1 X +---+byX% € A[X]:ona P = c(P)P,etc(P) = pged(by, ..., bg) = 1, i.e. P est primitif.
(3) D’apres (2), ona P = c( )P et Q = c(Q)Q avec P,Q € A[X] primitifs : on a alors PQ = c(P) ¢(Q)PQ. Quitte 2
remplacer P et () par Pet Q respectivement, il suffit donc de montrer que si P et () sont primitifs, il en est de méme de
PQ. Supposons au contraire qu’il existe 7 € A premier tel que 7 | c(PQ). Si on note P et Q les images dans (A/{7))[X]
de P et Q respectivement, cela implique que PQ = 0 dans (A/{m))[X]. Mais comme 7 est premier, I’anneau A /() est
intégre : il en est de méme de 1’anneau (A/{r))[X]. Onadonc P = 0 ou @ = 0, etdonc 7 | c(P) ou 7 | c(Q), ce qui
contredit c(P) = 1 et ¢(Q) = 1 : absurde. O

Proposition 4.22. Soit P € A[X ]| de degré > 1
(1) Si P est irréductible dans A[X], alors il est irréductible dans K[X].
(2) Si P est primitif et irréductible dans K[ X], alors il est irréductible dans A[X].

Démonstration. (1) Observons que c(P) = 1, parce que P est irréductible de degré > 1 dans A[X]. Supposons P
réductible dans K[X] : on peut écrire P = P, P, avec Py, P, € K[X] de degrés > 1. Il existe a1, as € A\{0} tels que
a1 Py,a2P; € A[X]. On a alors ajas = c(alagP) = c(alPl) c(asPy) d’apres le lemme 4.21, vu que ¢(P) = 1. Si on
écrit a1 P = c(alPl)Pl etao Py = c(ang)Pg avec Py, P, € A[XT] primitifs, on a donc

arasP = c(a1 Py) c(aaPy) P P

soit P = ]31 ]32 en divisant par a1as ('anneau A est intégre). Comme P est irréductible dans A[X], on a ]31 € A* ou
P, € A%, ce qui contredit deg( Py ), deg(Py) > 1

(2) Supposons P = P, P, avec Py, P, € A[X]. Comme P est irréductible dans K[ X, on peut supposer, quitte a échanger
Py et P,, que P est constant, i.e. P} = c(Py). D’aprés le lemme 4.21,ona 1 = ¢(P) = c(Py) c(Ps), donc P, € A%, et
P est irréductible dans A[X]. O

Exemples 4.23. (1) Un polynéme non constant et irréductible dans Z[X ] est irréductible dans Q[X].
(2) Le polyndéme 2X + 2 est irréductible dans Q[X], mais réductible dans Z[X].
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Remarque. Dans 1’énoncé qui précede, il est important de supposer A factoriel. Par exemple, soit A = Z [\/—5] c C.
Ona P(X) := 2X? — 2X + 3 € A[X]. Si K = Frac(A), ona P(X) = 2(X — ¥=9) (X — 1=¥=5) dans K[X].
Cependant, il est irréductible dans A[X] (exercice).

Exercice 4.24. = Soient P, () € K[X] des polyndmes unitaires tels que PQ) € A[X]. Montrer que P, Q € A[X].

Théoreme 4.25. (1) Les éléments irréductibles de A[X| sont les éléments irréductibles de A et les polynomes primitifs
non constants qui sont irréductibles dans K[ X].
(2) L’anneau A[X] est factoriel.

Démonstration. (1) Si m € A est irréductible, alors A[X]/{m) = (A/mA)[X] est integre, de sorte que le polyndme
constant 7 est premier donc irréductible dans A[X]. La proposition 4.22 (2) montre que les polyndmes primitifs non
constants qui sont irréductibles dans K [ X ] sont irréductibles dans A[X]. Réciproquement, soit P un élément irréductible
dans A[X]. Si deg(P) = 0,ona P € A, et P est a fortiori irréductible dans A. Si deg(P) > 1,ona P = ¢(P)P
avec P € A[X] primitif : comme P est irréductible dans A[X], on a ¢(P) € A, donc P est primitif. Par ailleurs, la
proposition 4.22 (1) montre que P est irréductible dans K[X].

(2) o Si m € A est irréductible, on a vu ci-dessus que 7 est premier dans A[X]. Si P € A[X] est non constant, primitif
et irréductible dans K[X], et si Q, R € A[X] sont tels que P | QR dans A[X], on a a fortiori P | QR dans K[X],
donc P | Q ou P | R dans K[X], disons P | Q. Il existe donc S € K[X] tel que @ = PS. Soit a € A\{0} tel que
aS € A[X] : on peut écrire a.S = c(aS)S avec S € A[X] primitif, donc aQ = c(aS)PS. En prenant les contenus, on a
ac(Q) = c(aS) (parce que PS est primitif), ce qui montre que a | c(aS) : si c(aS) = ab, ona Q = bPS, ce qui montre
que P | @ dans A[X]. Cela prouve que P est premier dans A[X].

e D’apres (1), ce qui précéde montre que les éléments irréductibles de A[X ] sont tous premiers. Pour prouver que A[ X ]
est factoriel il suffit donc de montrer que tout élément P € A[X]\{0} admet une factorisation en produit d’éléments
irréductibles (cf proposition 4.9). D’apres le lemme 4.21 (2), on peut écrire P = c(P)P avec P € A[X] primitif.
Comme A est factoriel, on peut factoriser c(P) en produit d’éléments irréductibles dans A (donc dans A[X1]) : il suffit de
montrer P admet une factorisation. On peut donc se restreindre au cas ol P est primitif. Si P € A, onaalors P = 1:
on peut supposer deg(P) > 1. Comme I’anneau K[X] est factoriel (parce que principal, ¢f proposition 4.16), on peut
écrire P = Py P;--- P, avec Py,..., P, irréductibles dans K[X]. Pour tout k € {1,...,r}, choisissons a; € A\{0}
tel que a, P, € A[X] : le polyndme P, := c(ayP) *(arP:) € A[X] est primitif. Etant irréductible dans K[X], il
est irréductible dans A[X] (proposition 4.22 (2)). Par ailleurs, on a ay ---a,P = c(a1Py)--- c(arPT)]Bl .. ]—N’T donc
ay ---a, = c(a1Py) ---c(a,P,) en prenant le contenu, et donc P = ]31 e ]3“ ce qui acheve la preuve. O

Remarque. Réciproquement, il est facile de voir que si A[X] est factoriel, il en est de méme de A.
Corollaire 4.26. L’anneau A[X1,...,X,] est factoriel.

Exemple 4.27. Les anneaux Z[X,..., X, ] et K[X1,...,X,] (ot K est un corps) sont factoriels.

Exercices 4.28. 3k 3 s (1) Montrer que les idéaux premiers de Z [ X ] sont de trois sortes :
@ {0}:
(b) (P)avec P € Z[X] irréductible;
(¢) {p, F) avec p premier dans Z et F' € Z[X] dont le réduction modulo p est irréductible dans F [ X].

(2) Soient A un anncau factoriel, 1 € Ns.q et {X; ;}1<q,jn des indéerminées. Posons R = A[X; ;11<;,j<n ("anncau de polynomes en n?2 indéterminées). On dispose de la matrice « générique ») M :=
(Xi,j )1<i ,j<n € Mn (R), etdupolyndme Dy, := det(M) € R.Montrer que Dy, estirréductible dans R [indication : procéder par récurrence sur 7 et en développant D, par rapport & la premiére colonne].
(3) Soit A un anneau factoriel. Montrer que A est principal si et seulement si ses éléments irré i des idéaux maximau
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