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Semestre 7 Modules, Algébre commutative

Corrigé de I'examen

Exercice 1

(1) Quels sont les facteurs invariants du groupe fini (Z /16 Z) x (Z /127Z) x (Z /2024Z)?
(2) Trouver une base adaptée pour le groupe abélien L = Zwv, + Zwvy, + Zvs C Z* avec
vy = (=2,1,1), v = (1,-2,1) et v3 = (1,1, —2).

(3) Donner la structure du groupe abélien de type fini G = Z* /(Z(4,8,10) + Z(6,2,0)).
(4) Construire une matrice M € SL3(Z) dont la premiére ligne est (6,11,5).
(

5) Donner les invariants de similitude de la matrice :
01
01
0
01
0
1

1
11
11
1
11

1
2

(les composantes blanches correspondent & des zéros). Quel est son polynoéme minimal 7

Solution : (1) Posons G = (Z /16 Z) X (Z J12Z) x (Z /2024 Z). On a 16 =2* 12 =22 x 3
et 2024 = 23 x 353 donc
G~ (Z/16Z) x (Z/AZ) x (Z /3Z) x (Z /8Z) x (Z /253Z)

~(Z/AZ) x (Z /8Z) x (Z/16Z) x (Z /]3Z) x (Z /253 Z)

~ (Z /AZ) x (Z /8Z) x (Z /12144 Z)
en vertu du théoréme des restes chinois : les facteurs invariants de G sont (4, 8,12144).
(2) On a vy +vg +v3 = (0,0,0) donc L = Z vy + Zvy. Par ailleurs, on a vy — v; = 3eq avec
es = (1,—1,0). Posons alors e; = vy et e3 = (0,0,1). On a det(eq, ea,€3) = 1, de sorte que
(e1,es,e3) est une base de Z*, et Ly = Ze; ® 3Zes.
(3) Posons v; = (6,2,0) = 2e; avec e; = (3,1,0) et vo = (4,8,10). On a vy + vy = 10ey
avec e = (1,1,1), donc A = Zv, + Zvy =2Ze; +10Z ey C Z*. Posons e3 = (1,0,0). La
famille (ey, 5, e3) est une base adaptée a A, et ona G = Z* /A ~ (Z /2Z)® (Z /10Z) B Z.
(4) On a bien pged(6,11,5) = 1. On applique l'algorithme : posons X = (6 11 5). On
a (49) € SLy(Z), de sorte que X = (6 1 0)M; avec M; = (én ) € SL3(Z). On a
(5 1) € SLy(Z), de sorte que (6 1 0)=(1 0 0)M, avec My = <§ §> € SL3(Z). Cela
implique X = (1 0 0)MsM; : la matrice M = MyM; = (g i %) €S
(5) Le K[X]-module associé est isomorphe a
(K[X]/(X7)) x (K[X]/(X?) x (K[X]/{(X = 1)*) x (K[X]/{(X = 1)) x (K[X]/(X - 2)).

En réordonnant les facteurs et en utilisant le théoréme des restes chinois, il est isomorphe
a

(K[X]/(X*(X = 1)%) x (K[X] /(XX = DX -2)))
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ce qui montre que les facteurs invariants (i.e. les invariants de similitude de la matrice)
sont

(X2(X — 1% X3(X — (X —2)
et que le polynome minimal de la matrice est X3(X — 1)*(X — 2).

Exercice 2
Soient A un anneau principal, M un A-module libre de rang fini, et (e,...,e,) des
éléments de M qui sont linéairement indépendants, et tels que le quotient M/{ey, ..., e,)
soit sans torsion. Montrer qu’on peut compléter (eq,...,e,) en une base de M sur A.

Solution : Notons N le sous-module de M engendré par {ej,...,e.}. Le A-module M/N
est de type fini (comme quotient d’'un module de type fini), et sans torsion par hypothése :
il est donc libre de rang fini puisque A est principal. Notons 7: M — M/N la surjection
canonique, et soient €,.1,...,e, € M tels que (7(e,4+1),...,7(e,)) soit une base de M/N.
n
Sim € M, il existe ay41,...,a, € A uniques tels que m(m) = > apm(er). L'élément
k=r+1
n
m' =m — > age, appartient donc a Ker(w) = N : il existe ay,...,a, € A uniques tels
k=r+1

T n
que m’ = Y apeg. Cela montre qu’il existe aq, ..., a, € A uniques tels que = > axey, i.e.

k=1 k=1
que (eq,...,e,) est une base de M.

Exercice 3

Posons A = Z[V5] € K = Q(V5). Si 2,y € Qet z = 2+ yv/5 € K, posons N(z) =
2% — by?.
(1) Montrer que si 21,29 € K, on a N(z129) = N(z1)N(z2).
(2) Soit z € A. Montrer que z € A* < N(z) € {+1}.
(3) Montrer qu’il n’existe aucun élément z € A tel que N(z) € {£2}.
(4) En déduire que 2 et 1 + /5 sont irréductibles dans A. Sont-ils premiers [indication :
construire soigneusement un isomorphisme d’anneaux Z[X]/(X? — 5) = A]?
(5) L’anneau A est-il factoriel ?
(

6) L’idéal I = (2,1 + +/5) C A est-il principal ?

Solution : (1) Soit ¢ I’automorphisme du corps K caractérisé par o(v/5) = —v/5 : on
a N(z) = zo(z), donc N(z122) = z1200(2122) = 21290(21)0(22) = N(21)N(23) pour tous
21,29 € K.

2)Siz=a2+y/5 € K avec 7,y € Q,ona z € A & z,y € Z. Cela implique que
2z € A= N(z) € Z. En particulier, si z € A%, alors 1 = N(1) = N(227) = N(2)N(z™!)
avec N(z), N(z71) € Z, ce qui implique que N(z) € Z* = {&1}. Réciproquement, si z € A
est tel que N(z) € {&1}, alors 27 = N(2)"'o(2) € A, ce qui montre que z € AX.

(3) Soient z,y € Z et z = x 4+ yv/5 € A. Supposons z? — 5y = N(z) = £2 : modulo 5,
cela implique que £2 est un carré dans Z /57, ce qui n’est pas (les carrés de Z /5Z sont
0, 1 et 4).

(4) e Soient 21,22 € A tels que z129 = 2 : on a N(z;)N(z2) = N(2) = 4. Comme on a
N(z1) ¢ {£2} en vertu de la question précédente, on a N(z1) € {£1} ou N(zs) € {£1},
soit encore z; € A* ou z9 € A* (¢f question (2)), ce qui montre que 2 est irréductible dans
A. L’argument est exactement le méme pour 1 + /5 parce que N (1+ \/3) = —4.
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e On dispose du morphisme f: Z[X] — Q(v/5) d’évaluation en /5. Par définition, on a
A =1Im(f). On a X? — 5 € Ker(f). Par ailleurs, comme X? — 5 est unitaire, on dispose
de la division euclidienne par X? — 5 dans Z[X]. Si P € Ker(f), il existe Q, R € Z[X]
uniques tels que P = (X2 —5)Q + R et deg(R) < 2. Ecrivons R = aX + b avec a,b € Z :
on a av5+ b = 0. Comme /5 ¢ Q, cela implique que a = b = 0, i.e. P € (X? — 5).
Finalement, on a Ker(f) = (X? — 5) : le morphisme f se factorise a travers un isomor-
phisme f: Z[X]/(X? —5) > A, qui envoie la classe X de X sur v/5. Ce dernier induit un
isomorphisme Z[X]/(2, X? — 5) = A/(2). Comme Z[X]/(2, X? — 5) ~ Fg[X]/((X +1)?)
n’est pas intégre, 2 n’est pas premier dans A. De méme, comme f( X) =1+ /5,
Iisomorphisme f induit un isomorphisme Z[X]/(X + 1, X? — 5) = A/(1 + v/5). Comme
Z[X]/(X +1,X% - 5) ~ Z /AZ n’est pas intégre, 1 + /5 n’est pas premier dans A.

(5) L’anneau A contient des éléments qui sont irréductibles mais pas premiers : il n’est pas
factoriel.

(6) Supposons I principal : il existe o € A tel que I = («). Observons que I # A (parce que
AJI ~ Z[X]/(2,1+X, X?—5) ~ Fy, ou bien en observant que si z,y € Z, I'élement z+y+/5
appartient a I si et seulement si z et y ont méme parité). On a en particulier « | 2 dans A,
donc N(a) | N(2) = 4. Comme o ¢ A* (parce que I # A),ona N(a) ¢ {£1}. Par ailleurs,
on sait que N(a) ¢ {£2} (¢f question (3)). On a donc nécessairement N(a) € {+4}. En
écrivant 2 = aff avec € A, cela implique que N(B) € {£1}, de sorte que « et 2 sont
associés dans A : on a I = (2). Il en résulte que 2 | 14 /5 dans A, i.e. que %5 €A, ce
qui n’est pas. On a donc une contradiction : I'idéal I n’est pas principal.

Exercice 4 (bonus)

Soit A un anneau principal.
(1) Soient z,y € A\ {0}. Posons d = pgcd(z,y) et écrivons x = dz’ et y = dy’. Montrer

que si f € Homa(A/(z), A/(y)), alors f(1) € (y)/{y).
(2) En déduire que Hom4(A/{x), A/{y)) ~ A/{d).
Soit M, M; et M, des A-modules.
(3) Montrer que Hom 4 (M, My x Ms) ~ Hom (M, M;) x Hom4(M, My).
(4) Montrer de méme que Hom(M; x My, M) ~ Hom s (M7, M) x Hom 4(Ms, M).
On suppose désormais M de type fini et de torsion. Notons z; | --- | x, ses facteurs
invariants.

(5) En utilisant tout ce qui précéde, montrer que End (M) ~ @(A/( o))+

=

Solution : (1) Ecrivons f(1) = a mod (y), avec a € A. On a zf(1) = f(¥) = 0 dans
A/(y), i.e. za € (y), soit 2’ € (y') : comme pged(2’,y’) = 1, on a donc a € (y'), et donc

fQ) €}/ ().

(2) D’apres la question précédente, on dispose de I'application
®: Homa(A/(x), A/{5)) — (s)/{y)
fef(1)
C’est une application A-linéaire. Si a € A, notons f,: A — A/(y) application composée

A2 A Ally)

(ou la premiére application est la multiplication par « et la deuxiéme la surjection ca-
nonique). On a f,(z) = za mod yA, donc f,(x) = 0 vu que zav = 2’dav € (y) puisque
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a € YA = da € (y). L’application f, se factorise donc via une application A-linéaire
fo € Homy(A/(x), A/(y)). L’application a — f, est A-linéaire, nulle sur (y) : il en est de

méme de a — f,. Cette derniére se factorise donc en une application A-linéaire

W: (y)/(y) — Homa(A/(z), A/(y))
a+yA e f,

Ona ®oW =Idy /4, et Vo ® = Idyom,(a/(z),4/(y)), ce qui implique que ® est un isomor-
phisme. Comme (y')/{y) ~ A/(d), on a donc Hom4(A/{x), A/{y)) ~ A/(d).

(3) Evident.

(4) Soit f € Homu(M; x My, M). Notons ¢y: My — My x My (resp. to: My — My x Ms)
I'application définie par ¢1(z) = (2,0) (resp. ta(x) = (0,2)). Les applications ¢; et ¢y sont
A-linéaires : il en est de méme de f; = fou: My — M et f2 = fouy: My — M. On
dispose donc de I'application

=: Homa(M; x My, M) — Hom 4 (M, M) x Hom 4(Ms, M)
f=(fi, f2)

Elle est A-linéaire. Pour tout = = (x1,25) € My X My, on a z = 11(x1) + t2(x2), donc
f(x) = f(t1(z1)) + f(e2(x2)), ce qui montre que f = fiom + foom ot m: My X My — M,
(resp. my: My x My — M>) est la premiére (resp. deuxiéme) projection. Cela montre que =
est un isomorphisme (d’application réciproque donnée par Z71(fy, fo) = f1 o m + fo 0 o).

(5) On a M = @ A/(x;). D’aprés les questions (3) et (4), on a donc
i=1

Enda(M) = Homa(M, M) = @D Homa(A/(x;), A/(x;))
1<i,j<n
Comme HomA(A/<xl>7 A/(ZL'])) = A/<ngd([E“$])> et ngd($u IL']') = Tmin(i,5), ON €N déduit
que

n

End4 (M) ~ @ A/ (Zmin(i ) = (Gi;A/xiA>@< @ (A/<xl>)2) ~ GB(A/(@-))Q(”_")Jrl

1<i,j<n 1<i<j<n i=1



