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Dans tout ce qui suit, les anneaux seront tous supposés commutatifs et unitaires. Rappelons que si A est un anneau et
I � A un idéal strict, alors il existe un idéal maximal m � A tel que I � m (théorème de Krull).

1 Polynômes symétriques
Soient A un anneau, r P N¡0 et X1, . . . , Xr, T des indéterminées. Rappelons qu’un monôme est un élément de la

forme αXn :� Xn1
1 � � �Xnr

r avec α P Azt0u et n � pn1, . . . , nrq P Nr ; son degré (total) est |n| :� n1 � � � � � nr.
Tout élément de ArX1, . . . , Xrs peut s’écrire de façon unique comme somme de monômes. Si d P N, un élément de
ArX1, . . . , Xrs est homogène de degré d lorsque c’est une somme de monômes de degré d. L’ensemble Hr,d des poly-

nômes homogènes de degré d auquel on adjoint 0 est un sous-groupe de ArX1, . . . , Xrs et ArX1, . . . , Xrs �
8À
d�0

Hr,d.

Explicitement, cela signifie que si P P ArX1, . . . , Xrs, il existe une unique suite pPdqdPN (les composantes homogènes

de P ) nulle à partir d’un certain rang telle que P �
8°
d�0

Pd et Pd est homogène de degré d pour tout d P N.

Définition 1.1. (1) Si P pX1, . . . , Xrq P ArX1, . . . , Xrs et γ P Sr, on pose

pγ.P qpX1, . . . , Xrq � P pXγ�1p1q, . . . , Xγ�1prqq.

On munit ainsi ArX1, . . . , Xrs d’une action (à gauche) du groupe Sr.
(2) Un polynôme P pX1, . . . , Xrq P ArX1, . . . , Xrs est dit symétrique si c’est un point fixe sous cette action (on définit
de façon analogue la notion de fraction rationnelle symétrique à coefficients dans un corps).
(3) Pour k P t1, . . . , ru, le k-ième polynôme symétrique élémentaire est

σk � σkpX1, . . . , Xrq �
°

i1 ��� ik
Xi1 � � �Xik .

Exemple 1.2. On a

σ1 � X1 �X2 � � � � �Xr

σ2 � X1X2 �X1X3 � � � � �X1Xr �X2X3 � � � � �X2Xr � � � � �Xr�1Xr

σr � X1X2 � � �Xr.
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Proposition 1.3. (RELATIONS COEFFICIENTS-RACINES) On a

r±
i�1

pT �Xiq � T r � σ1T
r�1 � σ2T

r�2 � � � � � p�1qkσkT r�k � � � � � p�1qrσr

dans ZrT,X1, . . . , Xrs.
Démonstration. On procéde par récurrence sur r, en observant que si 1 ¤ k ¤ r, on a

σkpX1, . . . , Xr�1q � σkpX1, . . . , Xrq � σk�1pX1, . . . , XrqXr�1

avec la convention σ0 � 1.

Théorème 1.4. (THÉORÈME FONDAMENTAL DES POLYNÔMES SYMÉTRIQUES) Si P pX1, . . . , Xrq P ArX1, . . . , Xrs
est symétrique, il existe QpY1, . . . , Yrq P ArY1, . . . , Yrs unique tel que P pX1, . . . , Xrq � Qpσ1, . . . , σrq.

Dans ce qui suit, on ordonnera l’ensemble Nr au moyen de l’ordre lexicographique : on a n   m s’il existe i ¤ r tel
que nj � mj pour j   i et ni   mi. On rappelle que c’est une relation d’ordre total (et même un bon ordre). Cet ordre
définit un ordre sur les monômes.

Lemme 1.5. Un polynôme est symétrique si et seulement si ses composantes homogènes sont symétriques.

Démonstration. Cela résulte du fait chaque Hr,d est stable par l’action de Sr, et de l’unicité de la décomposition en
somme de composantes homogènes.

Lemme 1.6. Le polynôme σa1
1 � � �σarr est symétrique de degré a1 � 2a2 � � � � � rar. Son monôme le plus grand pour

l’ordre lexicographique est Xa1�a2�����ar
1 Xa2�����ar

2 � � �Xar�1�ar
r�1 Xar

r .

Démonstration. Pour i P t1, . . . , ru, le polynôme σi est symétrique de degré i. Le polynôme σa1
1 � � �σarr est donc symé-

trique, de degré a1 � 2a2 � � � � � rar (c’est vrai même lorsque A n’est pas intègre, parce que les coefficients de tous les
monômes qui interviennent valent 1). Le monôme le plus grand de σi (pour l’ordre lexicographique) est X1X2 � � �Xi. Le
monôme le plus grand de σa1

1 � � �σarr est donc

Xa1
1 pX1X2qa2 � � � pX1X2 � � �Xrqar � Xa1�a2�����ar

1 Xa2�����ar
2 � � �Xar�1�ar

r�1 Xar
r

(on retouve le fait que le degré vaut a1 � 2a2 � � � � � rar).

Démonstration du théorème 1.4. D’après le lemme 1.5, il suffit de traiter le cas où P est homogène, ce que l’on suppose
par la suite. Notons d son degré et soit αXn son monôme le plus grand pour l’ordre lexicographique. on a nécessairement
n1 ¥ n2 ¥ � � � ¥ nr. En effet, si on avait ni   nj avec i   j, on pourrait appliquer la transposition τpi,jq à f :
ce dernier étant symétrique, il contiendrait aussi le monôme ατpi,jq � Xn, qui est strictement plus grand que αXn pour
l’ordre lexicographique.
Posons P1 � P �ασn1�n2

1 σn2�n3
2 � � �σnr�1�nr

r�1 σnrr P ArX1, . . . , Xrs. C’est encore un polynôme symétrique homogène
de degré d. Les monômes qui le composent sont tous strictement plus petits queXn (on l’a éliminé dans la différence). En
itérant le procédé qui précéde, on peut écrire tout polynôme symétrique comme polynôme en les polynômes symétriques
élémentaires (il n’y a qu’un nombre fini d’étapes car Nr n’admet pas de suite strictement décroissante infinie, vu que
l’odre lexicographique est un bon ordre).
Reste à prouver que l’écriture est unique. Par linéarité, il suffit de prouver que si P � 0, on a nécessairement Q � 0.
Prouvons la contraposée : supposons Q � 0. Soit αY a1

1 � � �Y arr son monôme le plus grand (pour l’ordre lexicographique,
en les indéterminés Y1, . . . , Yr). Le monôme le plus grand de P � Qpσ1, . . . , σrq (pour l’ordre lexicographique) est alors
αXa1�a2�����ar

1 Xa2�����ar
2 � � �Xar�1�ar

r�1 Xar
r d’après le lemme 1.6 : il n’est pas nul, donc P � 0.

Remarques. (1) La preuve fournit un procédé algorithmique pour déterminer le polynôme Q. Cela dit, les degrés en
chaque indéterminée, ainsi que les poids des monômes qui composent P excluent certains monômes de Q. On peut alors
chercher Q avec des coefficients indéterminés : les évaluations de P en des éléments de Ar fournissent des relations
linéaires sur les coefficients. Choisies judicieusement, un nombre fini de telles relations permet souvent de déterminer les
coefficients en question, en résolvant un système linéaire.
(2) Le théorème 1.4 est très utile (entre autres) en théorie de Galois et en théorie des nombres. Par exemple, si K est
un corps et P P KrXs unitaire a pour racines α1, . . . , αr (dans une extension L de K), l’évaluation d’un polynôme
symétrique à coefficients dans K en α1, . . . , αr peut se faire sans connaitre α1, . . . , αr, et est un élément de K (et pas
seulement de L). C’est notamment le cas du discriminant

±
1¤i j¤r

pαj � αiq2.

(3) Soit k un corps. Comme krX1, . . . , Xrs est factoriel (cf corollaire 5.26), le théorème 1.4 s’étend aux fractions rationnelles : le groupe Sr agit sur le corps L :� kpX1, . . . , Xrq, et le sous-corps des invariants est

K :� kpσ1, . . . , σrq. L’extensionL{K est galoisienne de groupe Sr (Artin) ; c’est aussi l’extension de décomposition deTr �σ1T
r�1 �σ2T

r�2 �� � �� p�1qkσkT
r�k �� � �� p�1qrσr P KrT s

(cf proposition 1.3). Plus généralement, siG est un groupe d’ordre r, il existe un morphisme de groupes injectif (théorème de Cayley) : ce qui précède fournit une action deG surL, et donc l’extension galoisienneL{LG (Artin again).
On voit donc que tout groupe fini peut être facilement vu comme un groupe de Galois. La théorie de Galois inverse a pour but, un corps de baseK (typiquement Q ou un corps de nombres) et un groupeG étant fixés, de déterminer s’il est
possible de trouver (voire d’expliciter) une extension galoisienne deK de groupeG. C’est en général très ardu (c’est un sujet de recherche).
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Exemples 1.7. (1) pX1 �X2q2 � X2
1 � 2X1X2 �X2

2 � pσ2
1 � 2X1X2 �X2

2 q � 2X1X2 �X2
2 � σ2

1 � 4σ2.
(2) X2

1 �X2
2 �X2

3 � pσ2
1 �X2

2 �X2
3 � 2X1X2 � 2X1X3 � 2X2X3q �X2

2 �X2
3 � σ2

1 � 2σ2.

(3)
°
i�j

X2
iXj �

#
σ1σ2 si r � 2

σ1σ2 � 3σ3 si r ¥ 3
.

(4) X2
1X

2
2 �X2

1X
2
3 �X2

2X
2
3 � σ2

2 � 2pX1X2qpX1X3q � 2pX1X2qpX2X3q � 2pX1X3qpX2X3q � σ2
2 � 2σ1σ3.

Exercice 1.8. �� Montrer que
°
i j

X2
iX

2
j � σ2

2 � 2σ1σ3 � 2σ4.

Remarque. Pour k P N¡0 , on pose

Sk � SkpX1, . . . , Xrq � X
k
1 � � � � �X

k
r

(k-ième polynôme de Newton). Comme ce polynôme est symétrique, c’est un polynôme en σ1, . . . , σr en vertu du théorème 1.4.

Proposition 1.9. (FORMULES DE NEWTON) On a

#
Sk � σ1Sk�1 � σ2Sk�2 � � � � � p�1qk�1σk�1S1 � p�1qkkσk � 0 si k ¤ r

Sk � σ1Sk�1 � σ2Sk�2 � � � � � p�1qr�1σr�1Sk�r�1 � p�1qrσrSk�r � 0 si k ¡ r
.

Les formules de Newton permettent d’exprimer lesSk en fonction de σ1, σ2, . . . , σr . Par exemple, on a

S1 � σ1

S2 � σ
2
1 � 2σ2

S3 � σ
3
1 � 3σ1σ2 � 3σ3

Réciproquement, elles permettent d’exprimer les σk en fonction deS1, . . . , Sr . Remarquons néanmoins qu’il faut alors inverser les entiers 2, 3, . . . , r, de sorte que c’est possible si r! est inversible dans l’anneau où l’on travaille.

σ1 � S1

σ2 � 1
2

�
S

2
1 � S2

�
σ3 � 1

6

�
S

3
1 � 3S1S2 � 2S3

�
On s’en doute, des formules générales existent (ce sont les formules de Waring).

2 Notions de module sur un anneau
Soit A un anneau.

Définition 2.1. Un A-module 2 est la donnée d’un triplet pM,�, �q où pM,�q est un groupe abélien et � : A �M Ñ M
une loi de composition externe vérifiant les propriétés suivantes :

(1) p@a, b P Aq p@m PMq pa� bq �m � a �m� b �m ;
(2) p@a, b P Aq p@m PMq pabq �m � a � pb �mq ;
(3) p@a P Aq p@m1,m2 PMq a � pm1 �m2q � a �m1 � a �m2 ;
(4) p@m PMq 1 �m � m.

Les éléments de A s’appellent les scalaires. Comme d’habitude, on commettera systématiquement l’abus consistant à
désigner un module par l’ensemble sous-jacent, en parlant du A-module M . En outre, on notera souvent am au lieu de
a �m.

Remarque. (1) Soit pM,�q un groupe abélien. La donnée d’une structure de A-module sur M équivaut à celle d’un
morphisme d’anneaux AÑ EndgrpMq.
(2) On peut voir la notion de module comme une généralisation de celle d’espace vectoriel sur un corps. Il faut prendre
garde toutefois que bon nombre de propriétés agréables des espaces vectoriels (l’existence de bases en particulier) sont
compétement fausses pour les modules sur un anneau qui n’est pas un corps.

Exemples 2.2. (0) L’anneau A lui-même est un A-module, la loi externe étant donnée par le produit de A.
(1) Si A est un corps, un A-module n’est autre qu’un A-espace vectoriel.
(2) Un Z-module n’est rien d’autre qu’un groupe abélien.
(3) Si K est un corps, un KrXs-module est un K-espace vectoriel muni d’un endomorphisme (qui correspond à la
multiplication par X). On reviendra sur cette situation plus tard.
(4) Si I � A est un idéal, alors I et A{I sont des A-modules.

Définition 2.3. Soient Λ un ensemble et pMλqλPΛ une famille de A-modules.
(1) On note

±
λPΛ

Mλ l’ensemble produit. C’est l’ensemble des applications f : Λ Ñ �
λPΛ

Mλ telles que fpλq P Mλ pour

tout λ P Λ. C’est un A-module, qu’on appelle le A-module produit des pMλqλPΛ.
(2) On note

À
λPΛ

Mλ le sous-ensemble de
±
λPΛ

Mλ constitué des fonctions f : Λ Ñ �
λPΛ

Mλ pour lesquelles l’ensemble

tλ P Λ ; fpλq � 0u est fini. C’est un A-module, qu’on appelle la somme des pMλqλPΛ.
(3) Si tous de Mλ sont égaux à M , on note MΛ et M pΛq au lieu de

±
λPΛ

M et
À
λPΛ

M .

Remarque. (1) Si l’ensemble Λ est fini, les A-modules
±
λPΛ

Mλ et
À
λPΛ

Mλ coïncident. C’est faux lorsque Λ est infini.

(2) Si n P N, on note Mn au lieu de M t1,...,nu.

2. Dans le cas d’un anneau non commutatif, il y a lieu de distinguer les notions de module à gauche et de module à droite. Conformément à la
convention fixée en préambule, on ne rentrera pas dans ce genre de considérations. Cela ne signifie pas que la notion soit dépourvue d’intérêt lorsque A
n’est pas commutatif, bien au contraire (elle apparaît naturellement, entre autres, dans l’étude des représentations linéaires des groupes).
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Définition 2.4. Soit M un A-module. Un sous-module 3 de M est une partie N � M stable par � et par multiplication
par les scalaires, i.e. telle que p@a P Aq p@n1, n2 P Nq n1 � an2 P N .

Exemples 2.5. Les sous-modules de A ne sont autres que ses idéaux (à gauche). Si pMλqλPΛ une famille de A-modules,À
λPΛ

Mλ est un sous-A-module de
±
λPΛ

Mλ.

Opérations sur les sous-modules d’un A-module. Soient M un A-module et pMλqλPΛ une famille de sous-modules de
M . Alors l’intersection

�
λPΛ

Mλ est un sous-module de M . Par ailleurs, on pose

¸
λPΛ

Mλ �
! ¸
λPΛ

mλ ; pmλqλPΛ P
à
λPΛ

Mλ

)
(l’ensemble des sommes finies d’éléments de

�
λPΛ

Mλ). C’est un sous-module deM , qu’on appelle la somme de pMλqλPΛ.

Définition 2.6. Soit M un A-module.
(1) Soit X � M . Il existe un plus petit (au sens de l’inclusion) sous-A-module N de M tel que X � N . On l’appelle le
sous-module de M engendré par X . Ce n’est autre que l’intersection des sous-modules de M qui contiennent X . C’est
aussi la somme

°
xPX

Ax (où Ax � taxuaPA).

(2) On dit qu’une partieX �M engendreM , ou que c’est une partie génératrice deM si le sous-module deM engendré
par X est M en entier.
(3) Le A-module M est dit type fini s’il contient une partie génératrice finie.
(4) Le A-module M est dit noethérien si tous ses sous-A-modules sont de type fini.

Remarque. Le fait d’être de type fini n’est pas stable par sous-objet (trouver un exemple), alors que c’est le cas pour�
la noethérianité : cela suggère que la « bonne » notion de finitude pour les modules (généralisant la notion de dimension
finie pour les espaces vectoriels) est la noethérianité.

Définition 2.7. Soient M et N deux A-modules.
Une applicationA-linéaire deM versN est un morphisme de groupes f : M Ñ N qui vérifie en outre fpamq � afpmq
pour tout a P A et m P M . On note HomApM,Nq l’ensemble des applications A-linéaires de M dans N . C’est un A-
module. On le note EndApMq lorsque M � N .
 Le noyau de f est alors Kerpfq � f�1p0q, c’est un sous-A-module de M , et l’image de f est Impfq � fpMq, c’est un
sous-A-module de N .
 On dit que f et un isomorphisme si f est bijective (l’application f�1 est alorsA-linéaire). Cela équivaut à Kerpfq � t0u
(i.e. f injective) et Impfq � N .

Définition 2.8. SoientM unA-module etN un sous-A-module. On dispose du groupe quotientM{N . Il est naturellement
muni d’une structure deA-module (parce que sim PM et a P A, on a apm�Nq � am�aN � am�N ). LeA-module
M{N s’appelle deA-module quotient deM parN . L’application canonique π : M ÑM{N ;m ÞÑ m�N estA-linéaire,
et jouit de la propriété universelle suivante : pour toute applicationA-linéaire f : M ÑM 1 telle queN � Kerpfq, il existe
une unique application A-linéaire rf : M{N ÑM 1 telle que f � rf � π.

M
f //

π

��

M 1

M{N
rf

<<

En particulier, si f : M ÑM 1 est un morphisme de A-modules, on dispose de la décomposition canonique f � ι � rf � π
où ι : Impfq ÑM 1 est l’inclusion, rf un isomorphisme et π : M ÑM{Kerpfq la projection canonique.

Définition 2.9. Soient M et N deux A-modules, et f P HomApM,Nq. Le conoyau de f est Cokerpfq :� N{ Impfq.
Notons que f est surjective si et seulement si Cokerpfq � t0u.
Définition 2.10. (1) Un A-module libre est un A-module isomorphe au A-module ApΛq pour un ensemble Λ convenable.
(2) Soit Λ un ensemble. Pour λ P Λ, on définit eλ P ApΛq par eλpηq � δλ,η (symbole de Kronecker, qui vaut 1 si λ � η et
0 sinon). La famille peλqλPΛ s’appelle la base canonique de ApΛq.

Proposition 2.11. (1) Si a P ApΛq, on a l’égalité a � °
λPΛ

apλqeλ (la somme est finie).

(2) Si M est un A-module, l’application A-linéaire

HomApApΛq,Mq ÑMΛ

f ÞÑ pfpeλqqλPΛ

est un isomorphisme. En d’autres termes, la donnée d’une application A-linéaire f : ApΛq ÑM équivaut à la donnée de
la famille pfpeλqqλPΛ.

3. En fait on devrait dire sous-A-module (surtout si plusieurs anneaux interviennent). On omet la mention de l’anneau lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité,
comme ici.
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Démonstration. (1) Pour η P Λ, on a
� °
λPΛ

apλqeλ
	
pηq � apηq.

(2) Cela résulte de fpaq � °
λPΛ

apλqfpeλq pour tout f P HomApApΛq,Mq et a P ApΛq (égalité qui s’obtient par A-

linéarité).

Définition 2.12. D’après la proposition 2.11, un A-module M est libre si et seulement s’il existe une famille pmλqλPΛ

d’éléments de M telle que tout élément m P M s’écrit de façon unique m � °
λPΛ

aλmλ avec paλqλPΛ P ApΛq. Un telle

famille pmλqλPΛ s’appelle une base de M (dans le cas où A est un corps, on retrouve la définition habituelle de base).

Remarque. Lorsque A est un corps, tout A-module est libre (tout espace vectoriel admet une base). Ce n’est plus du tout
le cas pour un anneau quelconque. Par exemple, si I � A est un idéal de A distinct de t0u et de A, le A-module A{I n’est�
pas libre (si e P A{I et a P Izt0u, on a ae � 0). Par exemple, Z {2Z est un Z {4Z module, mais il n’est pas libre. On
peut montrer (mais ça n’est pas évident) que ZN n’est pas libre sur Z.

Proposition 2.13. Les bases d’un module libre ont toutes même cardinal 4.

Démonstration. Il s’agit de montrer que si Λ et Λ1 sont des ensembles tels que les A-modules ApΛq et ApΛ
1q sont iso-

morphes, alors Λ et Λ1 ont même cardinal. Soit f : ApΛq Ñ ApΛ
1q un isomorphisme, et m � A un idéal maximal de A (il

en existe en vertu du théorème de Krull), de sorte que A{m est un corps. D’après la proposition 2.11 (2), f correspond à
la donnée de pfpeλqqλPΛ P

�
ApΛ

1q�Λ
(où peλqλPΛ désigne la base canonique de ApΛq). Si I est un ensemble, la surjection

canonique π : A Ñ A{m induit un morphisme A-linéaire surjectif πI : ApIq Ñ pA{mqpIq. De même, elle induit un mor-
phisme A-linéaire surjectif rπ :

�
ApΛ

1q�Λ Ñ �pA{mqpΛ1q�Λ
: notons f P HomA{m

�pA{mqpΛq, pA{mqpΛ1q� l’application
A{m-linéaire correspondant à rπ�pfpeλqqλPΛ

�
. Elle s’insère dans le carré commutatif :

ApΛq
f //

πΛ

��

ApΛ
1q

πΛ1

��
pA{mqpΛq f // pA{mqpΛ1q

Posons g � f�1 : ApΛ
1q Ñ AΛq : on dispose du morphisme induit g : pA{mqpΛ1q Ñ pA{mqpΛq. Comme g � f � IdApΛq et

f � g � IdApΛ1q , on a g � f � IdpA{mqpΛq et f � g � IdpA{mqpΛ1q , ce qui montre que f est un isomorphisme A{m-linéaire.

Les A{m-espaces vectoriels pA{mqpΛq et pA{mqpΛ1q sont isomorphes, on a donc CardpΛq � CardpΛ1q.
Définition 2.14. D’après la proposition précédente, si M est isomorphe à An avec n P N, l’entier n est un invariant de
M , qu’on appelle le rang de M .

Remarque. (1) Si M et N sont deux A-modules libres de rangs respectifs m et n, il résulte de la proposition 2.11 (2),
après le choix de bases dans M et dans N , que

HomApM,Nq � HomApAm, Anq � Mn�mpAq.
Comme pour les espaces vectoriels de dimension finie, après le choix de bases, la donnée d’une application A-linéaire
entre deux A-modules libres de rang fini équivaut à celle de sa matrice dans ces bases.
(2) SoientM unA-module et tmλuλPΛ une famille d’éléments deM . D’après la proposition 2.11 (2), il existe une unique
application A-linéaire f : ApΛq ÑM telle que fpeλq � mλ pour tout λ P Λ.
Le A-module Impfq est le sous-module de M engendré par tmλuλPΛ. En particulier, la famille tmλuλPΛ est génératrice
si f est surjective, et c’est une base si f est un isomorphisme. Lorsque f est injective, on dit que tmλuλPΛ est libre.

Proposition 2.15. (1) Soit M un A-module. Alors M est noethérien si et seulement si toute suite croissante de sous-
modules de M est stationnaire.
(2) Soient M un A-module et N un sous-A-module de M . Alors M est noethérien si et seulement si les A-modules N et
M{N sont noethériens.

Démonstration. (1)  Supposons M noethérien, et soit pMnqPN une suite croissante de sous-modules de M . Comme
le sous-module

°
nPN

Mn est de type fini, il existe m1, . . . ,mr P M tels qu’il soit engendré par tm1, . . . ,mru. Comme

la réunion est croissante, il existe N P N tel que tm1, . . . ,mru � MN . On a alors MN � °
nPN

Mn � MN et donc°
nPN

Mn �MN , et Mn �MN pour tout n ¥ N : la suite pMnqPN est stationnaire.

4. Observons que la commutativité deA est cruciale : siR est un anneau commutatif (unitaire), notons pekqkPN la base canonique que L :� RpNq

et posons A � EndRpLq. Comme on l’a vu dans la proposition 2.11 (2), la donnée d’un élément f P A équivaut à celle de pfpekqqkPN P LN.

En particulier, on dispose de f1, f2 P A définis par f1pekq �

#
ek{2 si k est pair
0 sinon

et f2pekq �

#
epk�1q{2 si k est impair
0 sinon

respectivement. Il est

alors facile (exercice) de voir que A � Af1 ` Af2, ce qui montre que A � A2 comme A-modules à gauche : par induction, on a A � Ar (comme
A-modules à gauche) pour tout r P N¡0, ce qui montre que la notion de rang n’a pas de sens dans ce cas.
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 Supposons M non noethérien : il existe un sous-A-module M 1 qui n’est pas de type fini. On construit par récurrence
une suite strictement croissante de sous-modules de type fini de M 1 de la façon suivante : on pose M 1

0 � t0u, et si M 1
n

est construit, il est distinct de M 1 (puisque M 1
n est de type fini et M 1 ne l’est pas) : soient mn P M 1zM 1

n et M 1
n�1 �

M 1
n �Amn�1. On a M 1

n �M 1
n�1 �M 1.

(2)  Si M est noethérien, alors N est de type fini. Par ailleurs, si N 1 est un sous-module de M{N , on a N 1 � rN{N avecrN � π�1pN 1q (où π : M Ñ M{N est la projection canonique). Comme M est noethérien, rN est de type fini, c’est a
fortiori de cas de N 1 � rN{N , et M{N est noethérien.
 Supposons N et M{N noethériens. Soit pMnqnPN une suite croissante de sous-modules de M . On dispose des suites
croissantes pMn X NqnPN et ppN � Mnq{NqnPN de sous-A-modules de N et de M{N respectivement. Comme ces
derniers sont noethériens, ces suites sont stationnaires : il existe n0 P N tel que pour n ¥ n0, on a Mn XN �Mn0 XN
et pN �Mnq{N � pN �Mn0

q{N i.e. N �Mn � N �Mn0
. Si m P Mn, il existe donc x P N et y P Mn0

� Mn tels
que m � x � y. Comme x � y �m P N XMn � N XMn0

, on a m P Mn0
, d’où Mn � Mn0

i.e. Mn � Mn0
. Le

A-module M est donc noethérien.

Corollaire 2.16. Si M1 et M2 sont deux A-modules noethériens, le A-module produit M1 �M2 est noethérien.

Démonstration. Les modules M1 � M1 � t0u et M2 � pM1 �M2q{pM1 � t0uq, étant noethériens, cela résulte de la
proposition 2.15 (2).

Définition 2.17. L’anneau A est dit noethérien s’il est noethérien vu comme A-module. Par définition, cela signifie que
tout idéal de A est de type fini. En vertu de la proposition 2.15, cela équivaut au fait que toute suite croissante d’idéaux de
A est stationnaire.

Proposition 2.18. Si A est noethérien, tout A-module de type fini est noethérien.

Démonstration. Soit M un A-module de type fini : il existe n P N et une application A-linéaire surjective f : An ÑM .
Comme A est noethérien, il en est de même de An (corollaire 2.16), et de M � An{Kerpfq (proposition 2.15 (2)).

Théorème 2.19. (HILBERT) Si A est un anneau noethérien, alors ArXs est noethérien.

Démonstration. Soit I � ArXs un idéal : montrons qu’il est de type fini. On peut supposer I � t0u. Pour n P N, notons
A¤nrXs le sous-module deArXs constitué des polynômes de degré inférieur à n (il est libre de base p1, X,X2, . . . , Xnq),
et Jn l’ensemble des coefficients de Xn des éléments de I X A¤nrXs : c’est aussi t0u union l’ensemble des coefficients
dominants des éléments de I qui sont de degré n. Comme I � ArXs est un idéal, I X A¤nrXs est un sous-module de
A¤nrXs, donc Jn est un idéal de A. En outre, si n ¤ m et α P Jnzt0u (de sorte qu’il existe P P I de degré n de
coefficient dominant égal à α), alors α P Jm (c’est le coefficient dominant du polynôme Xm�nP ). La suite d’idéaux
pJnqnPN est donc croissante. Comme A est noethérien, elle est stationnaire : soit d P N¡0 tel que n ¥ d ñ Jn � Jd.
Comme A est noethérien, l’idéal Jd est de type fini : choisissons α1, . . . , αr des générateurs de Jd. Comme I � t0u, on
a Jd � t0u, et on peut supposer α1, . . . , αr tous non nuls. Pour tout i P t1, . . . , ru, choisissons Pi P I de degré d et de
coefficient dominant αi. Par ailleurs, le A-module A¤d�1rXs est de type fini, donc noethérien (cf proposition 2.18) : son
sous-module M :� I XA¤d�1rXs est de type fini. Choisissons des générateurs Q1, . . . , Qs de M . On a bien sûr

xP1, . . . , Pr, Q1, . . . , Qsy � I.

Montrons l’inclusion réciproque, i.e. que tout P P I appartient à xP1, . . . , Pr, Q1, . . . , Qsy. On procède par récurrence
sur n � degpP q. Si n   d, on a P P M � xQ1, . . . , Qsy � xP1, . . . , Pr, Q1, . . . , Qsy. Supposons n ¥ d. Le co-
efficient dominant α de P appartient à Jd : il existe a1, . . . , ar P A tels que α � aaα1 � � � � � arαr. Le polynôme

P �
r°
i�1

aiX
n�dPi P I est de degré   n, et c’est un élément de I : par hypothèse de récurrence, il appartient à

xP1, . . . , Pr, Q1, . . . , Qsy, ce qui prouve que P P xP1, . . . , Pr, Q1, . . . , Qsy. Ainsi, l’idéal I est de type fini, et ArXs
est noethérien.

Corollaire 2.20. Soient A un anneau noethérien et B une A-algèbre 5 de type fini. Alors B est un anneau noethérien.

Démonstration. CommeB est de type fini, il existe b1, . . . , br P B tels queB � Arb1, . . . , brs : on dispose du morphisme
de A-algèbres f : ArX1, . . . , Xrs Ñ B défini par fpXiq � bi pour i P t1, . . . , ru. Il est surjectif : si I � Kerpfq, on a
B � ArX1, . . . , Xrs{I . Comme A est noethérien, il en est de même de ArX1, . . . , Xrs (en appliquant r fois le théorème
2.19), et donc de B (le idéaux de ce derniers sont isomorphes à des quotients d’idéaux de ArX1, . . . , Xrs).
Définition 2.21. (1) Soient M un A-module et m P M . On pose annApmq � ta P A, am � 0u. C’est un idéal (à
gauche) de A, appelé idéal annulateur de m. On dit que m est de torsion si annApmq � t0u, i.e. s’il existe a P Azt0u tel
que am � 0. On note Mtors l’ensemble des éléments de M qui sont de torsion. On dit que M est sans torsion (resp. de
torsion) si Mtors � t0u (resp. Mtors �M ).
(2) On pose annApMq � ta P A ; p@m P Mq am � 0u � �

mPM
annApmq. C’est un idéal de A, appelé idéal annulateur

de M . On en déduit une structure de A{ annApMq-module sur M . Remarquons que M peut-être de torsion même si
annApMq � t0u : par exemple, on a annZpQ {Zq � t0u.

5. Cela signifie simplement que B est un anneau muni d’un morphisme d’anneaux AÑ B.
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Exemple 2.22. Si I � A est un idéal non nul, A{I est de torsion. Par exemple, Z {2Z est un Z {6Z-module de torsion.
De même, Q {Z est un Z-module de torsion.

Proposition 2.23. Supposons A commutatif, intègre et soit M un A-module. Alors Mtors est un sous-module de M et le
A-module quotient M{Mtors est sans torsion.

Démonstration. Si m1,m2 P Mtors et α P A, il existe a1, a2 P Azt0u tels que a1m1 � 0 et a2m2 � 0. Comme A est
intègre, on a a1a2 � 0 et a1a2pm1 � αm2q � 0 implique m1 � αm2 PMtors.
Soit m PM dont l’image m�Mtors est de torsion dans M{Mtors : il existe a P Azt0u tel que am�Mtors �Mtors i.e.
am PMtors. Il existe donc b P Azt0u tel que bpamq � 0. Comme A est intègre, on a ab � 0, et m PMtors.

Remarque. (1) Ce qui précède tombe en défaut si A n’est pas supposé intègre. Par exemple, si A � M � Z�Z, alors
Mtors � pZ�t0uq Y pt0u � Zq n’est pas un sous-module de M .
(2) Un A-module libre est sans torsion, mais la réciproque est fausse en général (elle est valide dans le cas des modules�
de type fini sur un anneau principal, cf corollaire 6.10).

Exercice 2.24. ��� SoientA un anneau unitaire,M unA-module noethérien et f : M Ñ M une applicationA-linéaire.
(1) On suppose f surjective. Montrer que c’est un isomorphisme (indication : considérer les sous-modulesKn � Kerpfnq).
(2) Si f est supposée injective, est-ce automatiquement un isomorphisme?
On suppose désormais queM � An et on noteX � pxi,jq1¤i,j¤n P MnpAq la matrice de f dans la base canonique.

(3) Montrer que f est surjective si et seulement si detpXq P A� .

(4) Montrer que si detpXq n’est pas diviseur de zéro dansA, alors f est injective.
(5) Montrer que réciproquement, si detpXq est diviseur de zéro dansA, alors f n’est pas injective (indication : soient a P Azt0u tel que a detpXq � 0 et r   n le plus grand entier tel qu’il existe une matriceN P MrpAq
extraite deM telle que a detpNq � 0, construire V P Anzt0u tel queXV � 0 à partir d’une telle matriceN ).
On suppose désormais que f est injective.
(6) LorsqueA � Z, montrer que # Cokerpfq � |detpXq|.
(7) Montrer qu’on a dimK pCokerpfqq � degpdetpXqq lorsqueA � KrXs (oùK est un corps commutatif).

3 Le produit tensoriel
Soient M et N deux A-modules.

Définition 3.1. Soit L un A-module. Une application f : M � N Ñ L est dite bilinéaire si elle vérifie les conditions
suivantes :

(i) f est linéaire à gauche, i.e. p@a P Aq p@m1,m2 PMq p@n P Nq fpam1 �m2, nq � afpm1, nq � fpm2, nq ;
(ii) f est linéaire à droite, i.e. p@a P Aq p@m PMq p@n1, n2 P Nq fpm, an1 � n2q � afpm,n1q � fpm,n2q.

L’ensemble BilApM,N,Lq des applications bilinéaires M �N Ñ L est un A-module.

Proposition 3.2. Il existe un couple pMbAN,ϕq oùMbAN est unA-module et ϕ : M�N ÑMbAN une application
bilinéaire, ayant la propriété universelle suivante : si f : M �N Ñ L est une application bilinéaire, il existe une unique
application A-linéaire rf : M bA N Ñ L telle que f � rf � ϕ.

M �N
f //

ϕ ))
L

M bA N rf

77

Démonstration.  Unicité à isomorphisme près 6. Soient pU1, ϕ1q et pU2, ϕ2q deus couples ayant la propriété universelle
requise. Par universalité, il existe rϕ1 : U2 Ñ U1 et rϕ2 : U1 Ñ U2 uniques tels que ϕ1 � rϕ1 � ϕ2 et ϕ2 � rϕ2 � ϕ1. On a
alors ϕ1 � rϕ1 � rϕ2 � ϕ1 : par universalité, on a rϕ1 � rϕ2 � IdU1

. On a de même rϕ2 � rϕ1 � IdU2
, ce qui montre que rϕ1 etrϕ2 sont des isomorphismes inverses l’un de l’autre.

U1

rϕ1

��
M �N

ϕ1
55

ϕ2 ))
U2

rϕ2

UU

 Considérons le A-module ApM�Nq des fonctions M � N Ñ A à support fini. On dispose de la base canonique�
epm,nq

�
pm,nqPM�N . Notons K le sous-module de ApM�Nq engendré par les éléments suivants :

 epm1�m2,nq � epm1,nq � epm2,nq pour m1,m2 PM et n P N ;
 epm,n1�n2q � epm,n1q � epm,n2q pour m PM et n1, n2 P N ;
 epam,nq � aepm,nq et epm,anq � aepm,nq pour a P A, m PM et n P N .

Posons M bA N � ApM�Nq{K. C’est un A-module. Posons i : M � N Ñ ApM�Nq; pm,nq ÞÑ epm,nq (notons que
i n’est pas A-linéaire) et notons π : ApM�Nq Ñ M bA N la surjection canonique. On pose ϕ � π � i : par définition
de K, l’application ϕ est bilinéaire. Si maintenant f : M � N Ñ L est bilinéaire, on définit l’application A-linéairepf : ApM�Nq Ñ L en posant pfpepm,nqq � fpm,nq pour toutm PM et n P N . Comme f est bilinéaire, on aK � Kerp pfq :

6. La preuve qui suit, formelle, est valable pour toute solution d’un problème universel.
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l’application pf se factorise par une application rf : M bA N Ñ L, de sorte que f � rf � ϕ (on a rfpπpepm,nqqq � fpm,nq
pour tout m PM et n P N ).

M �N
f

%%
ϕ

))
i

��
M bA N

rf // L

ApM�Nq π

55

pf

77

Remarque. (1) Une reformulation de la propriété universelle du produit tensoriel est

BilpM,N,Lq � HomApM,HomApN,Lqq � HomApM bA N,Lq

(2) Si M est un A-module et B une A-algèbre (i.e. on a un morphisme d’anneaux A Ñ B, qui fait de B un A-module),
alors B bAM est muni d’une structure de B-module (changement de base).

Notation. Avec les notations de la preuve de la proposition 3.2, on posembn � πpepm,nqq PMbAN pour toutm PM
et n P N . Les éléments de M bA N de cette forme s’appellent les tenseurs simples. Ils engendrent M bA N , mais en
général, les éléments de M bA N ne sont pas tous des tenseurs simples.

Proposition 3.3. Si M est libre de base peλqλPΛ, alors M bAN � N pΛq. En particulier, si N est libre lui aussi, de base
pfδqδP∆, alors M bA N est libre, de base peλ b fδqpλ,δqPΛ�∆.

Démonstration. Fixons un isomorphisme M �ÑApΛq. Si L est un A-module, on a des isomorphismes naturels

BilpM,N,Lq � HomApM,HomApN,Lqq
� HomApApΛq,HomApAN,Lqq
� HomApN,LqΛ
� HomApN pΛq, Lq

(cf proposition 2.11 (2)), ce qui prouve que N pΛq a la propriété universelle de M bA N : ils sont isomorphes. Plus
précisément, on a M bA N � À

λPΛ

Aeλ bA N : la deuxième partie de la proposition en résulte.

Remarque. (1) Fonctorialité du produit tensoriel. Soient f : M Ñ M 1 et g : N Ñ N 1 deux applications A-linéaires.
Elles induisent l’applicationM �N ÑM 1bAN 1; pm,nq ÞÑ fpmqbgpnq. Cette dernière est bilinéaire : elle se factorise
de façon unique par une application A-linéaire

f b g : M bA N ÑM 1 bA N 1

En particulier, si f : M Ñ M 1 est A-linéaire et N un A-module, on a une application M bA N
fb1ÝÝÝÑ M 1 bA N .

Un cas particulier important est le changement de base : si B est une A-algèbre, f induit une application B-linéaire
B bAM Ñ B bAM 1.
(2) Bien entendu, si f : M ÑM 1 est un isomorphisme, alors M bAN fb1ÝÝÝÑM 1bAN est un isomorphisme. Par contre,�
si f est seulement supposé injectif, alors M bA N fb1ÝÝÝÑ M 1 bA N n’est pas injectif en général (trouver des exemples).
Par contre, la surjectivité est conservée, mieux, on a Cokerpf b 1q � Cokerpfq bA N (exercice).

Exercices 3.4. � (1) Montrer que M bA N � N bAM .
(2) Montrer que pZ {aZq bZ pZ {bZq � Z { pgcdpa, bqZ.
(3) Montrer que CbC CÑ C; z1 b z2 ÞÑ z1z2 et CbR CÑ C2; z1 b z2 ÞÑ pz1z2, z1z2q sont des isomorphismes.
(4) Soient K un corps, V un K-espace vectoriel et V _ � HomKpV,Kq son dual. L’application V bK V _ Ñ EndKpV q
qui à vbα (avec v P V et α P V _) associe l’endomorphisme (de rang 1) donné par x ÞÑ αpxqv est un isomorphisme. De
plus, l’application V bK V _ Ñ K; v b α ÞÑ αpvq correspond, via cet isomorphisme, à la trace Tr : EndKpV q Ñ K.

4 Localisation
Définition 4.1. Une partie S � A est dit multiplicative si 0 R S, 1 P S et si S est stable par multiplication.

Exemple 4.2. (1) A�.
(2) tfnunPZ¥0 où f P A n’est pas nilpotent.
(3) Azp où p � A est un idéal premier.
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Proposition 4.3. Soit S � A une partie multiplicative. Il existe une A-algèbre A ιÝÑ S�1A, unique à isomorphisme près,
possédant la propriété universelle suivante : si f : AÑ B est un homomorphisme d’anneaux tel que p@s P Sq fpsq P B�,
alors il existe un unique homomorphisme d’anneaux rf : S�1AÑ B tel que f � rf � ι.

A
f //

ι !!

B

S�1A
rf

==

Démonstration. On munit l’ensemble A� S de la relation binaire � définie par

pa1, s1q � pa2, s2q ô pDt P Sq tpa1s2 � a2s1q � 0

Il s’agit d’une relation d’équivalence. Notons S�1A � pA � Sq{ � l’ensemble quotient. Si pa, sq P A � S, on note a
s

son image dans S�1A. Soit pa1, s1q, pa2, s2q P A � S. On vérifie facilement que les éléments a1

s1
� a2

s2
:� a1s2�a2s1

s1s2
et

a1

s1
.a2

s2
:� a1a2

s1s2
dépendent seulement des classes a1

s1
et a2

s2
(et pas des représentants pa1, s1q et pa2, s2q), et que ceci définit

deux lois internes � et . sur S�1A, faisant de S�1A un anneau commutatif d’unité 1
1 . En outre, l’application

ι : AÑ S�1A

a ÞÑ a
1

est un homomorphisme d’anneaux. Notons que si s P S, alors ιpsq � s
1 est inversible dans S�1A, d’inverse 1

s .
Soit f : AÑ B un homomorphisme d’anneaux tel que p@s P Sq fpsq P B�. L’application

rf : S�1AÑ B
a
s ÞÑ fpsq�1fpaq

est un homomorphisme d’anneaux bien défini, et c’est l’unique tel que f � rf � ι. L’unicité à isomorphisme près de
pS�1A, ιq résulte de la propriété universelle.

Définition 4.4. La A-algèbre S�1A est la localisation de A par rapport à l’ensemble multiplicatif S.

Remarque. (1) Comme d’habitude, si a P A, on écrira a au lieu de ιpaq son image dans S�1A (c’est un peu abusif, parce
que l’application ι n’est pas injective en général).
(2) Dans un certain sens, S�1A est laA-algèbre « minimale » dans laquelle les images des éléments de S sont inversibles.
(3) LorsqueA est intègre,� est la relation « habituelle » pa1, s1q � pa2, s2q ô a1s2 � a2s1. LorsqueA n’est pas intègre,
cette dernière n’est pas une relation d’équivalence (pourquoi ?), et le « t » est nécessaire.
(4) Kerpιq � ta P A ; pDs P Sq sa � 0u, donc ι est injectif lorsque A est intègre.
(5) À moins que A ne soit factoriel (cf plus bas), il n’y a pas de notion de « fraction irréductible ».

Exemple 4.5. (1) Supposons A soit intègre. Alors Azt0u est multiplicatif (t0u est premier), et pAzt0uq�1A � FracpAq
est le corps de fractions de A. Par exemple, FracpZq � Q, et FracpKrXsq � KpXq lorsque K est un corps.
Si de plus S � A est un ensemble multiplicatif, la propriété universelle fournit un homomorphisme d’anneau injectif
S�1AÑ FracpAq : les localisations de A s’identifient à des sous-anneaux de FracpAq.
(2) Plus généralement, si on ne suppose pasA intègre, la partie S � tf P A ; f n’est pas un diviseur de zéro dans Au � A
est multiplicative. Dans ce cas la localisation QpAq :� S�1A est appelée anneau total des fractions de A.
(3) Soit f P A. On note Apfq la localisation de A par rapport à l’ensemble multiplicatif tfnunPZ¥0 . On montre facilement
que Apfq � ArXs{xfX � 1y. Par exemple, Zp10q n’est rien d’autre que l’anneau des nombres décimaux.
(4) Si p � A est un idéal premier, on note Ap la localisation de A par rapport à l’ensemble multiplicatif Azp. Lorsque A
est intègre et p � t0u, on retrouve FracpAq.
Exercice 4.6. Trouver des ensembles multiplicatifs S � Z autres que Z zt0u tels que S�1 Z � Q.

Définition 4.7. Soient S � A une partie multiplicative et M un A-module. La localisation S�1M de M par rapport à S
est définie de façon similaire à S�1A : c’est le quotient de l’ensemble M � S par la relation d’équivalence donnée par
pm1, s1q � pm2, s2q ô pDt P Sq tpm1s2 �m2s1q � 0. C’est un S�1A-module pour les lois m1

s1
� m2

s2
:� m1s2�m2s1

s1s2
et

a
s .
m
s1 :� am

ss1 . Toute application A-linéaire f : M Ñ N induit une application S�1A-linéaire fS : S�1M Ñ S�1N (telle
que fS

�
m
s

� � fpmq
s pour tout m P M et s P S). Elle a la propriété suivante : pour tout S�1A-module N , l’application

naturelle
HomS�1ApS�1M,Nq Ñ HomApM,Nq

est un isomorphisme.

En particulier, si I � A, est un idéal (i.e. un sous-module de A), S�1I est un idéal dans S�1A.
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Proposition 4.8. (1)
�
IdM

�
S
� IdS�1M .

(2) Si f : M ÑM 1 et g : M 1 ÑM2 sont des applications A-linéaires, alors pg � fqS � gS � fS .
(3) Si M � N , alors S�1M � S�1N et S�1pN{Mq � S�1N{S�1M .
(4) Si f : M Ñ N est A-linéaire, alors KerpfSq � S�1 Kerpfq et CokerpfSq � S�1 Cokerpfq.
Démonstration. (3) Le composé M � N

ιÝÑ S�1N s’étend en une application S�1A-linéaire i : S�1M Ñ S�1N . Soit
x P S�1M : écrivons x � m

s avec m P M et s P S. Si ipxq � 0, il existe t P S tel que tm � 0 dans M � N , ce qui
implique que x � m

s � 0 dans S�1M : l’application i est injective. On la considère comme une inclusion.
L’application canonique π : N Ñ N{M induit une application S�1A-linéaire S�1N

πSÝÝÑ S�1pN{Mq. Elle est surjec-
tive : si x P S�1pN{Mq, il existe n P N{M et s P S tels que x � n

s . Soit n P N relevant n : on a πS
�
n
s

� � x. Bien
entendu S�1M � KerpπSq. Inversement, si x � n

s P KerpπSq (avec n P N et s P S), on a πpnq
s � 0 dans S�1pN{Mq :

il existe t P S tel que tπpnq � πptnq � 0 dans N{M , i.e. tn PM , donc x � tn
ts P S�1M . On a donc KerpπSq � S�1M

et S�1N{S�1M
�ÑS�1pN{Mq.

(4) Découle de (3) appliqué à la décomposition canonique de f .

Proposition 4.9. Soit M un A-module et S � A une partie multiplicative. Alors S�1AbAM �ÑS�1M comme S�1A-
modules.

Démonstration. L’application S�1A�M Ñ S�1M ;
�
a
s ,m

� ÞÑ am
s est bilinéaire donc se factorise par une application

A-linéaire u : S�1A bA M Ñ S�1M , telle que u
�
a
s b m

� � am
s . Son inverse n’est rien d’autre que la préimage de

l’application A-linéaire M Ñ S�1AbAM donnée par m ÞÑ 1bm sous l’isomorphisme

HomS�1ApS�1M,S�1AbAMq �ÑHomApM,S�1AbAMq
(cf définition 4.7). Explicitement, supposons que m

s � m1

s1 dans S�1M : il existe t P S tel que tps1m� sm1q � 0, donc

1
s bm � ts1

tss1 bm � 1
tss1 b pts1mq � 1

tss1 b ptsm1q � ts
tss1 bm1 � 1

s1 bm1.

Cela implique que l’application v : S�1M Ñ S�1A bA M donnée par v
�
m
s

� � 1
s b m est bien définie, et que c’est

l’inverse de u.
SoientS, S1 � A des parties multiplicatives. PosonsSS1 :� tss1 ; s P S, s1 P S1u. Dans ce qui suit, on suppose que 0 R SS1 , alorsSS1 est aussi une partie multiplicative deA.

Proposition 4.10. SoitS l’image deS dansS1�1A, alorsS est une partie multiplicative deS1�1A et on a un isomorphisme naturelS�1pS1�1Aq
�
ÑpSS1q�1A.

Démonstration. Supposons que 0 P S : il existe s P S et s1 P S1 tel que s
s1

� 0 : il existe t P S1 tel que st � 0, ce qui contredit l’hypothèse 0 R SS1 . Cela prouve que 0 R S . Le fait que 1 P S et que S est stable par

produit est trivial.
Soit f : A Ñ B une A-algèbre telle que fpSS1q � B� . Comme fpS1q � B� , l’application f s’étend de manière unique en un homomorphisme d’anneaux rf : S1�1A Ñ B. De même, rfpSq � B� , donc rf
s’étend de manière unique en un homomorphisme d’anneaux pf : S�1pS1�1Aq Ñ B. Cela implique que S�1pS1�1Aq possède la propriété universelle définissant pSS1q�1A : il existe un isomorphisme naturel d’anneaux

S�1pS1�1Aq
�
ÑpSS1q�1A.

Corollaire 4.11. SiM est unA-module, il existe un isomorphisme naturelS�1pS1�1Mq
�
ÑpSS1q�1M .

Démonstration. Tensorisé avecM , l’isomorphismeS�1A bA S1�1A
�
ÑpSS1q�1A fournit un isomorphisme pS�1A bA S1�1Aq bA M

�
ÑpSS1q�1A bA M (cf proposition 4.9 (1)). Comme il existe des

isomorphismesS1�1A bA M
�
ÑS1�1M et pSS1q�1A bA M

�
ÑpSS1q�1M (cf proposition 4.9 (1) à nouveau), on en déduit une chaîne d’isomorphismes

S�1A bA pS1�1A bA Mq

��

// pS�1A bA S1�1Aq bA M

��
S�1A bA pS1�1Mq

��

pSS1q�1A bA M

��
S�1pS1�1Mq // pSS1q�1M

Lemme 4.12. SoitM unA-module etN1 un sous-S�1A-module deS�1M . AlorsN1 � S�1N oùN est l’image inverse deN1 par l’application naturelleM Ñ S�1M .

Démonstration. Si x � m
s
P N1 , alors sx � m

1
, i.e.m P N , donc x P S�1N . Inversement, x � n

s
P S�1N (avecn P N et s P S), alors n

1
P N1 , donc x P N1 puisqueN1 est unS�1A-module.

Corollaire 4.13. SoitS � A un ensemble multiplicatif. Les idéaux dansS�1A sont des localisations d’idéaux dansA. En particulier,A est noethérien implique queS�1A est noethérien.

Notation. On note SpecpAq l’ensemble des idéaux premiers dansA. On l’appelle le spectre deA.

Proposition 4.14. SoitS � A un ensemble multiplicatif. Les applications

tp P SpecpAq ; p X S � ∅u Ø SpecpS�1
Aq

p ÞÑ S
�1

p

q X A :� ι
�1

pqq Ðß q

sont des bijections croissantes (pour l’inclusion) inverses l’une de l’autre.

Démonstration. Soit p P SpecpAq tel que p X S � ∅. Alors S�1A{S�1p � S�1pA{pq (cf proposition 4.8). Soit S l’image de S dansA{p : comme p X S � ∅, on a 0 R S , et S est un ensemble multiplicatif

dansA{p. CommeA{p est un ensemble intégral, sa localisationS�1pA{pq � S�1pA{pq � FracpA{pq l’est aussi, de sorte queS�1p est premier dansS�1A.

Inversement, si q P SpecpS�1Aq, alorsA{ι�1pqq ãÑ S�1A{q est un ensemble intégral : on a q X A P SpecpAq. Si s P pq X Aq X S, alors s P q. Comme s est inversible dans S�1A, on a q � S�1A, ce
qui n’est pas le cas : on a pq X Aq X S � ∅.

Soit p P SpecpAq tel que p X S � ∅. On a bien sûr p � S�1p X A. Inversement, soit a P S�1p X A : écrivons a � α
s

avecα P p et s P S. Comme sa � α P p et s R p (car p X S � ∅), on a a P p,

ce qui prouve l’égalité p � S�1p X A.
Soit q P SpecpS�1Aq. On a bien sûr S�1pq X Aq � q. Inversement, soit x P q : écrivons x � a

s
avec a P A et s P S. On a sx � a P q X A, donc x � a

s
P S�1pq X Aq, ce qui prouve l’égalité

q � S�1pq X Aq.

Remarque. En particulier on a SpecpS�1Aq � SpecpAq. L’ensemble SpecpAq peut être doté d’une structure d’espace topologique (et même plus...) et la bijection de la proposition 4.14 identifie SpecpS�1Aq à un sous-ensemble
ouvert de SpecpAq, ce qui explique la terminologie de « localisation ».

Exercice 4.15. �� SoientA un anneau intègre etM unA-module. On suppose queM peut être engendré parn éléments, et qu’il contient un sous-module qui est libre de rangn. Montrer queM est libre de rangn.
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5 Anneaux factoriels
Les anneaux Z et KrXs (avec K un corps) ont une division euclidienne. Cela implique qu’ils sont principaux, et que

tout élément non nul peut s’écrire de façon essentiellement unique comme produit d’éléments irréductibles. Le but de ce
chapitre est d’introduire une classe d’anneaux ayant cette propriété de factorisation : les anneaux factoriels.

Dans tout ce numéro, A désigne un anneau intègre.

5.1 Généralités
Définition 5.2. (1) Soient a, b P Azt0u. On dit que a et b sont associés si a | b et b | a (commeA est intègre, cela équivaut
à l’existence de u P A� tel que b � au, soit encore à l’égalité xay � xby).
(2) Soit π P Azt0u. On dit que π est irréductible (resp. premier) dans A si π R A� et

p@a, b P Aqpπ � abñ pa P A� ou b P A�qq

(resp. l’idéal xπy est premier).

Remarques. (1) π est irréductible lorsque les seuls diviseurs de π sont les unités et les éléments associés à π).
(2) Tout élément premier est irréductible, mais la réciproque est fausse en général.

Exercices 5.3. � (1) Soient K un corps, T une indéterminée et A � K � T 2KrT s � KrT s. Montrer que T 2 est
irréductible mais pas premier dans A.
(2) Soient a, b P A tels que a P A� ou bien a irréductible et a - b. Montrer que aX � b est irréductible dans ArXs.

Les éléments irréductibles sont donc ceux qui ne peuvent s’exprimer comme un produit non trivial, i.e. ce sont les
« atomes » pour la multiplication. Les anneaux (intègres) dans lesquels tout élément non nul peut se décomposer de façon
« unique » en produit d’éléments irréductibles sont particulièrement agréables.

Définition 5.4. Soit a P Azt0u. Une factorisation en produit d’éléments irréductibles de a est une écrituture de a sous la
forme

a � uπ1 � � �πr
avec u P A� et π1, . . . , πr P A irréductibles. On dit qu’une telle décomposition est unique si pour toute autre factorisation
a � vp1 � � � ps avec v P A� et p1, . . . , ps P A irréductibles, alors r � s et il existe σ P Sr tel que xπiy � xpσpiqy (i.e.
πi et pσpiq sont associés) pour tout i P t1, . . . , ru. On dit que A est factoriel si tout élément non nul admet une unique
factorisation en produit d’éléments irréductibles.

Remarque. Tout élément inversible admet une unique factorisation en produit d’éléments irréductibles.

Dans la pratique, si A est factoriel, on se fixe une famille de représentants P � tπλuλPΛ des classes des éléments
irréductibles modulo la relation « être associé ». Tout élément a P Azt0u s’écrit alors de façon unique

a � u
¹
λPΛ

πnλλ (�)

avec u P A� et pnλqλPΛ une famille d’entiers presque tous nuls (i.e. tous nuls sauf un nombre fini).

Définition 5.5. Soit π un élément irréductible de A. Il existe un unique λ P Λ tel que xπy � xπλy. Si a P Azt0u, la
multiplicité nλ dans la factorisation (�) s’appelle la valuation de a en π. On la note vπpaq. On pose vπp0q � �8. On a
vπpaq � suptk P NYt8u ; πn | au.
Proposition 5.6 (PROPRIÉTÉS DES VALUATIONS). Soient a, b P A. On a
(1) vπpabq � vπpaq � vπpbq et vπpa � bq ¥ mintvπpaq, vπpbqu (avec égalité si vπpaq � vπpbq) pour tout π P A
irréductible ;
(2) a | b si et seulement si pour tout π P A irréductible, on a vπpaq ¤ vπpbq ;
(3) a P A� si et seulement si pour tout π P A irréductible, on a vπpaq � 0.

Démonstration. Cela résulte immédiatement des définitions et de l’unicité de la factorisation en produit d’éléments irré-
ductibles.

Exemples 5.7. (1) Un corps est factoriel (tout élément non nul est inversible).
(2) Étant principal, l’anneau Z (resp. KrXs où K est un corps) est factoriel, les nombres premiers (resp. le polynômes
unitaires et irréductibles) étant un système de représentants des éléments irréductibles (cf proposition 5.16). Il en est de
même de ArXs si A est factoriel (cf théorème 5.25).
(3) Le sous-anneau Zr?�5s � tx � y

?�5 P C, x, y P Zu de C n’est pas factoriel, car 2, 3, 1 � ?�5 et 1 � ?�5
sont irréductibles, les unités sont �1, mais 2.3 � p1 � ?�5qp1 � ?�5q : on n’a pas unicité de la décomposition de 6
(exercice). De même, si K est un corps et T une indéterminée, le sous-anneau K � T 2KrT s � KrT s n’est pas factoriel
(parce que pT 2q3 � T 6 � pT 3q2, exercice).
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Proposition 5.8. Supposons A factoriel et soit π P A. Alors π est irréductible si et seulement si π est premier, i.e. si et
seulement si on a

p@pa, bq P A2q π | abñ pπ | a ou π | bq.

Démonstration. Si π est irréductible et π | ab, on a vπpaq � vπpbq � vπpabq ¥ 1 et donc vπpaq ¥ 1 ou vπpbq ¥ 1 i.e.
π | a ou π | b. La réciproque est triviale.

Proposition 5.9. L’anneau A est factoriel si et seulement si tout élément non nul de A admet une factorisation en produit
d’éléments irréductibles 7 et si tout élément irréductible est premier.

Démonstration. On sait déjà que si A est factoriel, alors tout élément irréductible est premier (proposition 5.8). Réci-
proquement, supposons que tout élément admet une factorisation en produit d’éléments irréductibles et que tout élément
irréductible est premier : montrons l’unicité. Supposons donc qu’on a une égalité d’idéaux xay � xπ1 � � �πry � xp1 � � � psy
avec π1, . . . , πr, p1, . . . , ps irréductibles : il s’agit de montrer que r � s et que, quitte à renuméroter, on a xπiy � xpiy
pour tout i P t1, . . . , ru. Quitte à échanger les deux écritures, on peut supposer que r ¤ s : on procède par récurrence sur
r. Si r � 0, alors a P A�, ce qui implique s � 0. Supposons r ¡ 0. On a πr | p1 � � � ps : comme πr est premier, il existe
i P t1, . . . , su tel que πr | pi, et donc xπry � xpiy vu que pi est irréductible. Quitte à renuméroter, on peut supposer que
i � s, et on a xπ1 � � �πr�1y � xp1 � � � ps�1y, et l’hypothèse de récurrence permet de conclure.

5.10 Pgcd, ppcm

Supposons A factoriel.

Définition 5.11. Soient a, b P A. On appelle pgcd (plus grand commun diviseur) –resp. ppcm (plus petit commun
multiple)– de a et b un plus grand minorant –resp. un plus petit majorant– de ta, bu pour la relation de divisiblité. On
les note pgcdpa, bq et ppcmpa, bq respectivement. On dit que a et b sont premiers entre eux si pgcdpa, bq � 1.

Remarques. (1) Rigoureusement, pgcdpa, bq et ppcmpa, bq sont des classes d’équivalence pour la relation « être associé ».�
On commettra systématiquement l’abus de noter de la même façon des représentants de ces classes. Dans Z par exemple,
on écrira pgcdp6, 10q � 2 au lieu de pgcdp6, 10q � t�2u. Dans ce qui suit, des égalités impliquant des pgcd et des ppcm
doivent donc être comprises à multiplication par une unité près.
(2) Si a P A, on a pgcdpa, 0q � a et ppcmpa, 0q � 0.

Comme plus haut, fixons une famille de représentants P � tπλuλPΛ des classes des éléments irréductibles modulo la
relation « être associé ».
Soient a, b P Azt0u. L’anneau A étant factoriel, il existe u, v P A� et des familles pnλqλPΛ et pmλqλPΛ dans NpΛq telles
que les factorisations en produits d’éléments irréductibles de a et b soient

a � u
¹
λPΛ

πnλλ b � v
¹
λPΛ

πmλλ

alors on a
pgcdpa, bq �

¹
λPΛ

π
mintnλ,mλu
λ ppcmpa, bq �

¹
λPΛ

π
maxtnλ,mλu
λ .

En d’autres termes, pour tout π P A irréductible, on a#
vπppgcdpa, bqq � mintvπpaq, vπpbqu
vπpppcmpa, bqq � maxtvπpaq, vπpbqu

On remarque qu’on a pgcdpa, bq ppcmpa, bq � ab.

Remarques. (1) Ce qui précède montre l’existence du pgcd et du ppcm dans un anneau factoriel. Les notions existent
dans un anneau quelconque, mais en général, le pgcd et le ppcm n’existent pas.
(2) Par induction, on peut facilement étendre la définition et parler du pgcd et du ppcm d’une famille finie d’éléments non
nuls.

Proposition 5.12 (LEMME DE GAUSS). Soient a, b, c P Azt0u tels que pgcdpa, bq � 1. Si a | bc, alors a | c.

Démonstration. Si π P A est irréductible et divise a, on a vπpbq � 0 vu que π - b (car a et b sont premiers entre eux). On
a donc vπpaq ¤ vπpbcq � vπpcq. Comme c’est vrai pour tout π premier divisant a, on a a | c (cf proposition 5.6 (2)).

Exercice 5.13. � Soient a, b, c P A. Montrer que pgcdpa, b, cq � pgcdpa, pgcdpb, cqq.
7. Cette condition est satisfaite lorsque A est noethérien.
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5.14 Lien avec les anneaux principaux

Dans ce numéro, on suppose que A est principal (rappelons que cela signifie que A est intègre et que tous ses idéaux
sont principaux, i.e. engendrés par un élément).

Lemme 5.15. Soit π P A. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) π est irréductible ;
(ii) xπy est un idéal maximal ;
(iii) π est premier.

Démonstration. Supposons π irréductible : on a xπy � A. Soit I � A un idéal propre tel que xπy � I . Il existe a P A
tel que I � xay, et on a a | π. Comme π est irréductible, et comme a R A� (parce que I � A), cela implique que π et
a sont associés, i.e. que I � xπy. Cela montre que xπy est maximal, et donc (i)ñ(ii). Les autres implications sont déjà
connues.

Proposition 5.16. Tout anneau principal est factoriel.

Démonstration. D’après la proposition 5.9 et le lemme 5.15, il suffit de montrer que tout élément a P Azt0u admet une
factorisation en produit d’éléments irréductibles. Si a est inversible, on a fini. Dans le cas contraire, l’idéal xay est strict :
il est contenu dans un idéal maximal. D’après le lemme 5.15, il existe π1 P A irréductible tel que xay � xπ1y : on peut
écrire a � π1a1 avec a1 P Azt0u. En itérant ce qui précède, on construit des suites π1, . . . , πn et a1, . . . , an telles que
ak�1 � πkak pour tout k P t1, . . . , nu (avec la convention a0 � a). Si on pouvait continuer indéfiniment, cela fournirait
une suite strictement croissante d’idéaux pxakyqkPN, contredisant le fait que A est noethérien (cf définition 2.17) : le
processus s’arrête en un nombre fini d’étapes, i.e. il existe n P N tel que an P A�. L’écriture a � π1 � � �πnan est une
factorisation en produit d’éléments irréductibles.

Remarque. Si A est un anneau principal, on a une caractérisation importante du pgcd et du ppcm de deux éléments
a, b P A. On a xpgcdpa, bqy � xa, by et xppcmpa, bqy � xay X xby. Montrons-le pour le pgcd (la preuve pour le ppcm est
analogue). Comme A est principal, il existe d P A tel que xa, by � xdy. Comme x P A divise a et b si et seulement si
xay � xxy et xby � xxy i.e. xdy � xxy, on a bien pgcdpa, bq � d.
En particulier, si a, b P A, il existe u, v P A tels que au� bv � d (relation de Bézout).
Il ne faut pas croire que cette caractérisation est valable dans tout anneau factoriel. Par exemple, on verra (cf théorème�
5.25) que QrX,Y s est factoriel. Comme X et Y sont irréductibles et premiers entre eux, on a pgcdpX,Y q � 1, bien
que xX,Y y � QrX,Y s (c’est l’idéal des polynômes qui s’annulent en p0, 0q). Bien sûr, cela vient du fait que l’anneau
QrX,Y s n’est pas principal.

Exemples 5.17. Si K est un corps et n P N¡1, l’anneau KrX1, . . . , Xns est factoriel (cf théorème 5.25) mais pas
principal (cf remarque précédente). De même, l’anneau ZrXs est factoriel (cf loc. cit.) mais pas principal (l’idéal engendré
par 2 et X n’est pas principal).

Exercice 5.18. � (1) Soit A un anneau factoriel tel que pour tout a, b P A, l’idéal xa, by est principal. Montrer que A est
principal.
�� (2) Soient A un anneau et S � A une partie multiplicative. Montrer que si A est principal (resp. factoriel), il en est de
même du localisé S�1A.

5.19 Transfert de la factorialité

Supposons A factoriel et posons K � FracpAq.

Définition 5.20. Soit P � a0 � a1X � � � � � adX
d P ArXszt0u. Le contenu de P est

cpP q � pgcdta0, . . . , adu.

On dit que P est primitif lorsque cpP q � 1.

Remarque. Rappelons que rigoureusement parlant, le pgcd est une classe d’équivalence modulo la relation « être as-
socié ». Dans ce qui suit, on commettra l’abus habituel consistant à voir cpP q comme un élément de A (n’importe quel
représentant de la classe) pour ne pas alourdir la rédaction, et toutes les égalités faisant intervenir des contenus doivent
être lues comme des égalités d’idéaux (i.e. modulo la relation « être associé »).

Lemme 5.21. Si P,Q P ArXszt0u, on a
(1) cpaP q � a cpP q pour tout a P Azt0u ;
(2) P � cpP q rP avec rP P ArXs primitif ;
(3) cpPQq � cpP q cpQq.
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Démonstration. (1) est évident.
(2) Écrivons P pXq � a0 � a1X � � � � � adX

d : pour tout k P t0, . . . , du, on peut écrire ak � cpP qbk avec bk P A.
Posons rP pXq � b0 � b1X � � � � � bdXd P ArXs : on a P � cpP q rP , et cp rP q � pgcdpb0, . . . , bdq � 1, i.e. rP est primitif.
(3) D’après (2), on a P � cpP q rP et Q � cpQq rQ avec rP , rQ P ArXs primitifs : on a alors PQ � cpP q cpQq rP rQ. Quitte à
remplacer P et Q par rP et rQ respectivement, il suffit donc de montrer que si P et Q sont primitifs, il en est de même de
PQ. Supposons au contraire qu’il existe π P A premier tel que π | cpPQq. Si on note P etQ les images dans pA{xπyqrXs
de P et Q respectivement, cela implique que PQ � 0 dans pA{xπyqrXs. Mais comme π est premier, l’anneau A{xπy est
intègre : il en est de même de l’anneau pA{xπyqrXs. On a donc P � 0 ou Q � 0, et donc π | cpP q ou π | cpQq, ce qui
contredit cpP q � 1 et cpQq � 1 : absurde.

Proposition 5.22. Soit P P ArXs de degré ¥ 1.
(1) Si P est irréductible dans ArXs, alors il est irréductible dans KrXs.
(2) Si P est primitif et irréductible dans KrXs, alors il est irréductible dans ArXs.
Démonstration. (1) Observons que cpP q � 1, parce que P est irréductible de degré ¥ 1 dans ArXs. Supposons P
réductible dans KrXs : on peut écrire P � P1P2 avec P1, P2 P KrXs de degrés ¥ 1. Il existe a1, a2 P Azt0u tels que
a1P1, a2P2 P ArXs. On a alors a1a2 � cpa1a2P q � cpa1P1q cpa2P2q d’après le lemme 5.21, vu que cpP q � 1. Si on
écrit a1P1 � cpa1P1q rP1 et a2P2 � cpa2P2q rP2 avec rP1, rP2 P ArXs primitifs, on a donc

a1a2P � cpa1P1q cpa2P2q rP1
rP2

soit P � rP1
rP2 en divisant par a1a2 (l’anneau A est intègre). Comme P est irréductible dans ArXs, on a rP1 P A� ourP2 P A�, ce qui contredit degpP1q,degpP2q ¥ 1.

(2) Supposons P � P1P2 avec P1, P2 P ArXs. Comme P est irréductible dansKrXs, on peut supposer, quitte à échanger
P1 et P2, que P1 est constant, i.e. P1 � cpP1q. D’après le lemme 5.21, on a 1 � cpP q � cpP1q cpP2q, donc P1 P A�, et
P est irréductible dans ArXs.
Exemples 5.23. (1) Un polynôme non constant et irréductible dans ZrXs est irréductible dans QrXs.
(2) Le polynôme 2X � 2 est irréductible dans QrXs, mais réductible dans ZrXs.
Remarque. Dans l’énoncé qui précède, il est important de supposer A factoriel. Par exemple, soit A � Z

�?�5
� � C.�

On a P pXq :� 2X2 � 2X � 3 P ArXs. Si K � FracpAq, on a P pXq � 2
�
X � 1�?�5

2

��
X � 1�?�5

2

�
dans KrXs.

Cependant, il est irréductible dans ArXs (exercice).

Exercice 5.24. � Soient P,Q P KrXs des polynômes unitaires tels que PQ P ArXs. Montrer que P,Q P ArXs.
Théorème 5.25. (1) Les éléments irréductibles de ArXs sont les éléments irréductibles de A et les polynômes primitifs
non constants qui sont irréductibles dans KrXs.
(2) L’anneau ArXs est factoriel.

Démonstration. (1) Si π P A est irréductible, alors ArXs{xπy � pA{πAqrXs est intègre, de sorte que le polynôme
constant π est premier donc irréductible dans ArXs. La proposition 5.22 (2) montre que les polynômes primitifs non
constants qui sont irréductibles dans KrXs sont irréductibles dans ArXs. Réciproquement, soit P un élément irréductible
dans ArXs. Si degpP q � 0, on a P P A, et P est a fortiori irréductible dans A. Si degpP q ¥ 1, on a P � cpP q rP
avec rP P ArXs primitif : comme P est irréductible dans ArXs, on a cpP q P A�, donc P est primitif. Par ailleurs, la
proposition 5.22 (1) montre que P est irréductible dans KrXs.
(2)  Si π P A est irréductible, on a vu ci-dessus que π est premier dans ArXs. Si P P ArXs est non constant, primitif
et irréductible dans KrXs, et si Q,R P ArXs sont tels que P | QR dans ArXs, on a a fortiori P | QR dans KrXs,
donc P | Q ou P | R dans KrXs, disons P | Q. Il existe donc S P KrXs tel que Q � PS. Soit a P Azt0u tel que
aS P ArXs : on peut écrire aS � cpaSqrS avec rS P ArXs primitif, donc aQ � cpaSqP rS. En prenant les contenus, on a
a cpQq � cpaSq (parce que P rS est primitif), ce qui montre que a | cpaSq : si cpaSq � ab, on a Q � bP rS, ce qui montre
que P | Q dans ArXs. Cela prouve que P est premier dans ArXs.
 D’après (1), ce qui précède montre que les éléments irréductibles de ArXs sont tous premiers. Pour prouver que ArXs
est factoriel il suffit donc de montrer que tout élément P P ArXszt0u admet une factorisation en produit d’éléments
irréductibles (cf proposition 5.9). D’après le lemme 5.21 (2), on peut écrire P � cpP q rP avec rP P ArXs primitif.
Comme A est factoriel, on peut factoriser cpP q en produit d’éléments irréductibles dans A (donc dans ArXs) : il suffit de
montrer rP admet une factorisation. On peut donc se restreindre au cas où P est primitif. Si P P A, on a alors P � 1 :
on peut supposer degpP q ¥ 1. Comme l’anneau KrXs est factoriel (parce que principal, cf proposition 5.16), on peut
écrire P � P1P2 � � �Pr avec P1, . . . , Pr irréductibles dans KrXs. Pour tout k P t1, . . . , ru, choisissons ak P Azt0u
tel que akPk P ArXs : le polynôme rPk :� cpakPkq�1pakPkq P ArXs est primitif. Étant irréductible dans KrXs, il
est irréductible dans ArXs (proposition 5.22 (2)). Par ailleurs, on a a1 � � � arP � cpa1P1q � � � cparPrq rP1 � � � rPr donc
a1 � � � ar � cpa1P1q � � � cparPrq en prenant le contenu, et donc P � rP1 � � � rPr, ce qui achève la preuve.

Remarque. Réciproquement, il est facile de voir que si ArXs est factoriel, il en est de même de A.
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Corollaire 5.26. L’anneau ArX1, . . . , Xns est factoriel.

Exemple 5.27. Les anneaux ZrX1, . . . , Xns et KrX1, . . . , Xns (où K est un corps) sont factoriels.

Exercices 5.28. ��� (1) Montrer que les idéaux premiers de ZrXs sont de trois sortes :
(a) t0u ;
(b) xP y avecP P ZrXs irréductible ;
(c) xp, F y avec p premier dans Z etF P ZrXs dont le réduction modulo p est irréductible dans FprXs.

(2) Soient A un anneau factoriel, n P N¡0 et tXi,ju1¤i,j¤n des indéterminées. Posons R � ArXi,j s1¤i,j¤n (l’anneau de polynômes en n2 indéterminées). On dispose de la matrice « générique ») M :�

pXi,jq1¤i,j¤n P MnpRq, et du polynômeDn :� detpMq P R. Montrer queDn est irréductible dansR [indication : procéder par récurrence surn et en développantDn par rapport à la première colonne].
(3) SoitA un anneau factoriel. Montrer queA est principal si et seulement si ses éléments irréductibles engendrent des idéaux maximaux.
(4) Montrer que CrX, Y, Z, T s{xXY � ZT y est intègre, et qu’il n’est pas factoriel.

6 Modules de type fini sur les anneaux principaux
On suppose désormais A principal. Par définition, A est intègre : on note K son corps des fractions. Rappelons que A

est factoriel : on dispose du pgcd et du ppcm. En outre, comme les idéaux de A sont engendrés par un élément, ils sont de
type fini, i.e. A est noethérien.

Dans ce qui suit, quand on écrit une matrice, les coefficients vides correspondent à des zéros. Si n P N¡0 et
a1, . . . , an P A, on pose

diagpa1, . . . , anq �
�
a1

. . .
an



P MnpAq.

Définition 6.1. Si n P N¡0 on pose GLnpAq � tM P MnpAq ; detpMq P A�u. D’après les formules de Cramer, c’est
le groupe des éléments inversibles de MnpAq (prendre garde que lorsque A n’est pas un corps, la condition detpAq � 0
est insuffisante). On pose SLnpAq � tM P MnpAq ; detpMq � 1u. C’est un sous-groupe de GLnpAq (c’est le noyau du
morphisme déterminant).

Proposition 6.2. Si n P N¥2 et a1, . . . , an P A engendrent l’idéal unité, il existe une matrice dans SLnpAq dont la
première ligne est pa1, . . . , anq.
Démonstration. Posons X � pa1, . . . , anq : il faut montrer qu’il existe M P SLnpAq telle que XM�1 � p1, 0, . . . , 0q.
On procède par récurrence sur n ¥ 2.
Cas n � 2. Comme xa1, a2y � A, il existe u, v P A tels que va1 � ua2 � 1. La matrice M � p a1 a2

u v q répond alors à la
question.
Cas n ¡ 2. Posons d � pgcdpa2, . . . , anq et soient b2, . . . , bn P A tels que dbi � ai pour i P t2, . . . , nu. On a alors
xb2, . . . , bny � A : par hypothèse de récurence, il existe M 1

1 P SLn�1pAq telle que pb2, . . . , bnqM 1�1
1 � p1, 0, . . . , 0q.

Soit alors M1 �
�

1
M 1

1

	
. On a detpM1q � detpM 1

1q � 1 et XM�1
1 � pa1, d, 0, . . . , 0q. On utilise le cas n � 2 : comme

xa1, dy � A, il existe M 1
2 P SL2pAq avec pa1, dqM�1

2 � p1, 0q. Soit alors M2 �
�
M 1

2

In�2

	
où In�2 P SLn�2pAq

désigne la matrice identité. On a detpM2q � detpM 1
2q � 1 et XM�1

1 M�1
2 � p1, 0, . . . , 0q, i.e. XM�1 � p1, 0, . . . , 0q

avec M �M2M1 P SLnpAq.

Remarque. Cette preuve fournit une procédure effective pour construire la matrice si on sait traiter le cas n � 2, i.e.
trouver des relations de Bezout (par exemple lorsque A est un anneau euclidien).

Définition 6.3. Si n,m P N¡0, on fait agir SLnpAq � SLmpAq sur le A-module Mn�mpAq par

pP,Qq �M � PMQ�1.

Deux matrices M1,M2 P Mn�mpAq sont dites équivalentes si elles sont dans la même orbite pour cette action. On écrit
alors M1 � M2 (cela définit une relation d’équivalence). Remarquons qu’on peut aussi faire agir GLnpAq � GLmpAq de
la même façon.

Remarque. Lorsque n � m, on prendra garde à ne pas confondre cette notion avec celle, plus fine, de matrices sem-
blables : si M1,M2 P MnpAq, on dit que M1 et M2 sont semblables s’il existe P P GLnpAq tel que M2 � PM1P

�1.

Définition 6.4. Un matrice réduite est une matrice de la forme� α1
. . .

αr



P Mn�mpAq

avec r P t0, . . . ,mintm,nuu et α1, . . . , αr P Azt0u tels que xαi�1y � xαiy (i.e. αi | αi�1) pour tout i P t1, . . . r � 1u.
Notation. (1) Fixons une famille ppλqλPΛ de représentants des éléments irréductibles de A. Tout élément a P Azt0u
admet une décomposition unique en facteurs irréductibles :

a � u
¹
λPΛ

pnλλ
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où u P A� et pnλqλPΛ est une famille d’entiers presque tous nuls (i.e. tous nuls sauf un nombre fini). On pose alors

`paq �
¸
λPΛ

nλ P N

qu’on appelle longueur de a. C’est le nombre de facteurs irréductibles de a (par exemple, on a `paq � 0 ô a P A� et
`paq � 1 si et seulement si A est irréductible). Si M � pmi,jq 1¤i¤n

1¤j¤m
P Mn�mpAqzt0u, on pose

`pMq � min
 
`pmi,jq ; 1 ¤ i ¤ n, 1 ¤ j ¤ m, mi,j � 0

(
.

(2) Si σ P Sn, on pose Pσ �
�
δσpiq,j

�
1¤i,j¤n P MnpAq (où δi,j est le symbole de Kronecker). On a detpPσq � εpσq (où

εpσq désigne la signature de σ), donc Pσ P GLnpAq. Posons rPσ � diag
�
1, . . . , 1, εpσq�Pσ P SLnpAq.

Si M P Mn�mpAq, la matrice PσM est l’élément de Mn�mpAq dont la i-ième ligne est la σpiq-ième ligne de M . De
même, si γ P Sm est une permutation, la matrice MPγ est déduite de M en permutant les colonnes suivant γ. En
multipliant M par rPσ à gauche (resp. par rPγ à droite), on permute les lignes suivant σ (resp. les colonnes suivant γ) et on
multiplie la dernière ligne (resp. colonne) par εpσq (resp. εpγq).
Théorème 6.5. Tout matrice M P Mn�mpAq est équivalente à une matrice réduite.

Démonstration. On peut supposer M � 0. On procède par récurrence sur d � mintm,nu.
Supposons d � 1. Quitte à transposer, on peut supposer n � 1, de sorte que M est un vecteur ligne. Si m � 1, il n’y a
rien à faire : supposons m ¥ 2. Notons α1 le pgcd des coefficients de M : on a M � α1X où X est un vecteur ligne
dont les composantes engendrent l’idéal unité. D’après la proposition 6.2, il existe une matrice Q P SLnpAq telle que la
première ligne de Q soit égale à X . On a alors X � p1, 0, . . . , 0qQ et donc MQ�1 � pα1, 0, . . . , 0q.
Supposons désormais d ¡ 1. Rappelons que M � 0. Soit δ � min

 
`pM 1q ; M 1 � M

( P N. Quitte à remplacer M par
une matrice équivalente convenable, on peut supposer que `pMq � δ. Il existe i0 P t1, . . . , nu et j0 P t1, . . . ,mu tels
que `pmi0,j0q � δ. Notons τ1,i0 P Sn (resp. τ1,j0 P Sm) la transposition de t1, . . . , nu (resp. t1, . . . ,mu) échangeant 1

et i0 (resp. j0), et posons M 1 � rPτ1,i0
M rP�1

τ1,j0
P Mn�mpAq (où rPτ1,i0

P SLnpAq et rPτ1,j0
P SLmpAq sont les matrices

de permutation modifiées, cf définition 6.1 (2)). On a M 1 �M et m1
1,1 � mi0,j0 : quitte à remplacer M par M 1, on peut

supposer que `pm1,1q � δ. Posons α1 :� m1,1.
 Commençons par montrer que α1 divise les coefficients de la première ligne et de la première colonne. Quitte à trans-
poser, il suffit de traiter le cas de la première colonne. Raisonnons par l’absurde : supposons qu’il existe i P t2, . . . , nu
tel que α1 - mi,1. Quitte à permuter la deuxième et la i-ème ligne, on peut supposer i � 2. Soit rα1 � pgcdpα1,m2,1q.
Comme rα1 divise strictement α1, on a `prα1q   δ. Par ailleurs, il existe a, b P A tels que rα1 � am1,1 � bm2,1. Posons
alors

P �
�� a b

�m2,1{rα1 m1,1{rα1

1
. . .

1

�
On a detpP q � 1 et le coefficient d’indice p1, 1q de M 1 � PM est rα1. On a M 1 � M et `pM 1q ¤ `prα1q   δ, ce qui
contredit la définition de δ.
 Quitte à multiplier M à gauche par la matrice� 1

�m2,1{α1 1
...

. . .
�mn,1{α1 1

�
P SLnpAq

et à droite par la matrice �
1 �m1,2{α1 ��� �m1,m{α1

1
. . .

1

�
P SLmpAq

on peut supposer que mi,1 � 0 pour P t2, . . . , nu et m1,j � 0 pour j P t2, . . . ,mu. En effet, cela donne une matrice
équivalente, et de même longueur (puisqu’on a pas changé le coefficient d’indice p1, 1q).
 La matrice M est alors de la forme

� α1

M1

�
avec M1 P Mpn�1q�pm�1qpAq. Par hypothèse de récurrence, il existe

donc P1 P SLn�1pAq, Q1 P SLm�1pAq, r P N, et des éléments α2, . . . , αr P Azt0u tels que αi | αi�1 pour tout
i P t2, . . . , r � 1u et

P�1
1 M1Q1 �

� α2
. . .

αr



Quitte à multiplier M par

�
1
P�1

1

	
P SLnpAq à gauche et par

�
1
Q1

� P SLmpAq à droite, on peut supposer que

M �
� α1

. . .
αr
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Reste à voir que α1 | α2, et on aura fini. Supposons le contraire. Soit α11 � pgcdpα1, α2q. Comme α1 - α2, on a
`pα11q   `pα1q � δ. Il existe a, b P A tels que aα1 � bα2 � α11. L’égalité p 1

a 1 q p α1
α2
q p 1

b 1 q �
�
α1

α11 α2

	
montre qu’il

existe M 1 � pmi,jq 1¤i¤n
1¤j¤m

P Mn�mpAq équivalente à M et telle que m1
2,1 � α11. On a alors `pM 1q ¤ `pα11q   δ, ce qui

contredit la définition de δ. On a fini.

Remarques. (1) Dans le cas où A est euclidien, il est possible de rendre cet énoncé constructif, à l’aide d’opérations
élémentaires.
(2) Dans le cas où A est un corps, on retrouve le fait bien connu que les orbites pour la relation d’équivalence sont

caractérisées par le rang : toute matrice M est équivalente à
�

1 . . .
1



(où le nombre de 1 est rgpMq).

Exercice 6.6. �� Soient n, d P N¡0. Montrer que le morphisme de réduction SLdpZq Ñ SLdpZ {nZq est surjectif.

Théorème 6.7. (THÉORÈME DE LA BASE ADAPTÉE). Soit M un sous-A-module d’un A-module L libre de rang n fini.
Alors M est libre, et il existe une base pe1, . . . , enq de L, un entier r ¤ n et α1, . . . , αr P Azt0u tels que#

xαi�1y � xαiy (i.e. αi | αi�1) pour tout i P t1, . . . r � 1u
pα1e1, . . . , αrerq soit une base de M.

Démonstration. Comme A est principal, il est noethérien. Comme L est libre de rang fini, le A-module L est noethérien
(proposition 2.18) : son sous-A-module M est donc lui aussi de type fini. Choisissons x1, . . . , xm P M une famille
génératrice. On dispose donc d’une application A-linéaire

f : Am Ñ L

pa1, . . . , amq ÞÑ
m°
j�1

ajxj

dont l’image n’est autre que M . Après le choix d’une base B de L, cette application est donnée par une matrice n �m
(dont la j-ième colonne consiste en les coordonnées de xj dans la base B). D’après le théorème 6.5, cette dernière est
équivalente à une matrice réduite : quitte à effectuer un changement de base de Am et de L, elle s’écrit� α1

. . .
αr



avec r P t0, . . . ,mintm,nuu et α1, . . . , αr P Azt0u tels que xαi�1y � xαiy pour tout i P t1, . . . , r � 1u. Si on note
pe1, . . . , enq la nouvelle base de L, l’image de f est donc le sous-A-module libre de base pα1e1, . . . , αrerq.

Remarque. Le résultat qui précède est faux lorsqueA n’est pas principal. Par exemple Z {2Z est un sous-Z {4Z-module
non libre de Z {4Z. De même, le sous-Z�Z-module Z�t0u de Z�Z n’est pas libre.

Rappelons que A est factoriel (cf proposition 5.16).

Lemme 6.8. Soient a P Azt0u et p P A premier. SiM � A{xay et k P N, on a pkM{pk�1M �
#
A{xpy si k   vppaq
t0u sinon

.

Démonstration. Soit i P N. Si i ¤ vppaq, on a xay � piy, d’où piM � xpiy{xay. Si i ¡ vppaq, on a bien entendu
piM � pvppaqM . Par ailleurs, on a pgcdppi, aq � pvppaq : il existe u, v P A tels que pvppaq � upi � va. Modulo xay,
on en déduit que la classe de pvppaq appartient à piM � M , d’où pvppaqM � piM , et donc en fait piM � pvppaqM .
Finalement, on a 8 pkM{pk�1M � xpky{xpk�1y � A{xpy si k   vppaq, et pkM{pk�1M � t0u si k ¥ vppaq.

Théorème 6.9. (THÉORÈME DES FACTEURS INVARIANTS). Soit M un A-module de type fini. Alors il existe des entiers
d, r P N et a1, . . . , ad P Az

�t0u YA�
�

tels que#
xai�1y � xaiy pour tout i P t1, . . . d� 1u
M � pA{xa1yq � � � � � pA{xadyq �Ar

En outre, les entiers d, r et les idéaux xa1y � � � � � xady sont uniques. L’entier r s’appelle le rang de M et si r � 0, les
éléments pa1, . . . , adq « les » facteurs invariants de M .

8. Autre prenve : écrivons a � pvppaqb avec pgcdpp, bq � 1. D’après le théorème des restes chinois, on aM � pA{xpvppaqyq�pA{xbyq : comme
la multiplication par p induit un automorphisme de A{xby, on peut remplacer M par A{xpvppaqy, auquel cas c’est évident.
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Démonstration.  Commençons par montrer l’existence. Comme M est de type fini, choisissons une famile génératrice
m1, . . . ,mn : on dispose d’une application surjective

f : An ÑM

pλ1, . . . , λnq ÞÑ
n°
i�1

λimi.

Comme le A-module An est libre, il admet une base pe1, . . . , enq telle que Kerpfq �
sÀ
i�1

xαiyei avec s P t1, . . . , nu et

α1, . . . , αs P Azt0u tels que xαi�1y � xαiy pour tout i P t1, . . . s � 1u (théorème de la base adaptée). En passant au
quotient, f induit un isomorphisme A-linéaire

M � An{Kerpfq �
� sà
i�1

pA{xαiyqei
	
`
� nà
i�s�1

Aei

	
Soit t � max

 
i P t1, . . . , su ; αi P A�

(
(on a t � 0 si α1 R A�). Posons d � s � t, r � n � s et ai � αt�i pour

i P t1, . . . , du. On a a1, . . . , ad P Az
�t0u YA�

�
et xai�1y � xaiy pour tout i P t0, . . . d� 1u. En outre, comme

A{xαiy �
#

0 si i ¤ t

A{xai�ty si t   i ¤ s

on a bien M � pA{xa1yq � � � � � pA{xadyq �Ar.
 Montrons maintenant l’unicité. On a déjà Mtors � pA{xa1yq � � � � � pA{xadyq et donc M{Mtors � Ar. L’entier r ne

dépend donc que deM (proposition 2.13). Il suffit donc de traiter le cas oùM est de torsion. On aM �
dÀ
i�1

pA{xaiyq avec

xa1y � xa2y � � � � � xady dans Azt0u. Notons P l’ensemble des éléments irréductibles de A. Si p P P , l’idéal xpy est
premier non nul donc maximal (cf lemme 5.15) : le A-module M{pM est un A{xpy-espace vectoriel de dimension finie
dppMq (on a donc dppMq � #ti P t1, . . . , du ; p | aiu). On en déduit déjà que d � dpMq :� max

pPP
dppMq ne dépend que

de M .
Pour tout n P N, on a dpppnM{pn�1Mq � #ti P t1, . . . , du ; vppaiq ¥ n � 1u (cf lemme 6.8). Il en résulte que pour
tout n P N¡0, l’entier

#ti P t1, . . . , du ; vppaiq � nu � dpppn�1M{pnMq � dpppnM{pn�1Mq

ne dépend que de M et de p. Comme on a vppa1q ¤ vppa2q ¤ � � � ¤ vppadq, cela implique que pour tout p P P et tout
i P t1, . . . , du, l’entier vppaiq ne dépend que de M et de p. Cela signifie que les idéaux xaiy ne dépendent que de M .

Corollaire 6.10. Un A-module de type fini sans torsion est libre.

Corollaire 6.11. Les idéaux xα1y � � � � � xαry des théorèmes 6.5 et 6.7 sont uniques.

Démonstration. Si M �
rÀ
i�1

xαiyei �
nÀ
i�1

Aei � L, on a L{M �
rÀ
i�1

pA{xαiyqei � An�r. Soit s le nombre d’indices

i P t1, . . . , ru tels que xαiy � A (i.e. αi P A�). On a L{M � pA{xαs�1yq�� � ��pA{xαryq�An�r. D’après le théorème
6.9, les entiers r � s et n � r et donc s ne dépendent que de L et M (il en est donc de même de r et de s), ainsi que les
idéaux xαs�1y � � � � � xαry, ce qui implique l’unicité pour le théorème 6.7. Cela implique l’unicité dans le théorème
6.5. On a fini.

Remarque. Comme on l’a vu au cours de la preuve du théorème 6.9, si M est un A-module de type fini, alors M{Mtors

est libre de rang fini. Il existe donc un isomorphisme M �Mtors ` L avec L un A-module libre de rang fini (isomorphe
à M{Mtors). Bien entendu, un tel module libre L n’a rien d’unique : on peut parler de la « partie de torsion » de M (c’est�
Mtors), mais cela n’a pas de sens de parler de la « partie libre » de M (sauf si M est déjà libre, auquel cas cela n’a aucun
intérêt).
Exercice 6.12. �� SoitA un anneau factoriel tel que toutA-module de type fini sans torsion soit libre. Montrer queA est principal (utiliser le critère fourni par l’exercice 5.28 (3)).

Exercice 6.13. ��� SoientA un anneau commutatif unitaire etX un ensemble. On noteAX leA-module des fonctions deX dansA etApXq son sous-module des fonctions à support fini.

(1) Définir une application bilinéaire naturelleϕ : AX � ApXq Ñ A.

(2) Montrer queϕ induit un isomorphisme deA-modulesAX �
Ñ HomA-linpA

pXq, Aq.

(3) Montrer queϕ induit une injection ι : ApXq ãÑ HomA-linpA
X,Aq.

On suppose désormais queA � Z etX � N. On poseE � HomZ -linpZ
N,Zq et

ψ : E Ñ Z
N

f ÞÑ pfpεnqqnPN

(où εn � pδn,mqmPN est len-ième vecteur de la base canonique de ZpNq ).

(4) En considérant les images parψ de suites de la forme p2nanqnPN et p3nbnqnPN , montrer que tout élément f P E qui s’annule sur ZpNq est identiquement nul.

(5) En regardant les images des suites de la forme p2in qnPN , montrer que Impψq � ZpNq .
(6) En déduire que ι est un isomorphisme de Z-modules.
(7) Conclure que ZN n’est pas un Z-module libre.
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6.14 Application aux groupes abéliens de type fini
Rappelons qu’un Z-module n’est rien d’autre qu’un groupe abélien.

Théorème 6.15. Soit G un groupe abélien de type fini. Il existe r, s P N et n1, . . . , ns P N¡1 uniques tels que

G �
� sà
k�1

Z {nk Z
	
` Zr

et nk | nk�1 pour k P t1, . . . , s� 1u.
Démonstration. Comme Z est un anneau principal, cela résulte du théorème des facteurs invariants (cf théorème 6.9), en
observant que si I � Z est un idéal non nul, il existe n P N¡0 unique tel que I � xny.

Si G est un groupe abélien fini, alors il est de type fini, et G{Gtors est fini et libre sur Z, donc réduit à t0u, i.e.
G � Gtors. On en déduit une classification complète des groupes abéliens finis.

Corollaire 6.16. Si G est un groupe abélien fini, il existe s P N et n1, . . . , ns P N¡1 uniques tels que

G �
sà

k�1

Z {nk Z

et nk | nk�1 pour k P t1, . . . , s� 1u. En particulier, tout groupe abélien fini est produit de groupes cycliques.

Remarque. En fait, on peut démontrer ce théorème directement sans passer par la théorie des modules.

Exemple 6.17. D’après le théorème des restes chinois, on a

pZ {6Zq ` pZ {10Zq � pZ {2Zq ` pZ {3Zq ` pZ {10Zq � pZ {2Zq ` pZ {30Zq
ce qui montre que les facteurs invariants de pZ {6Zq ` pZ {10Zq sont p2, 30q.

Soit p un nombre premier. Rappelons qu’un p-groupe est un groupe d’ordre une puissance de p. Par ailleurs, si
m P N¡0, une partition de m est une suite décroissante m1 ¥ m2 ¥ � � � ¥ ms d’entiers naturels non nuls telle
que m1 � � � � � ms � m. À une telle partition est associée un diagramme de Young, i.e. une collection finie de cases,
ou cellules, organisée en lignes justifiées à gauche, et telle que les longueurs des lignes décroissent au sens large. Par
exemple, le diagramme de Young associé à la partition p4, 3, 1q de l’entier 8 est .

Corollaire 6.18. Soit G est un p-groupe abélien : écrivons #G � pm. Il existe une unique partition pm1, . . . ,msq de m
telle que

G �
sà

k�1

Z {pmk Z .

Cela montre que les classes d’isomorphisme de groupes abéliens d’ordre pm sont en bijection avec les partitions de
l’entier m, soit encore avec les diagrammes de Young correspondants

Exemple 6.19. Il y a 3 classes d’isomorphisme de groupes abéliens d’ordre p3 :

partition diagramme de Young groupe
(3) Z {p3 Z

(2,1) pZ {p2 Zq ` pZ {pZq
(1,1,1) pZ {pZq3

6.20 Application à la réduction des endomorphismes
Soient K un corps commutatif, V un K-espace vectoriel. Rappelons que EndKpV q est une K-algèbre (la multiplica-

tion étant donnée par la composition des endomorphismes). Elle est non commutative si dimKpV q ¡ 1. Si f P EndKpV q
et P P KrXs, on dispose donc de P pfq P EndKpV q. Cela fournit un morphisme d’anneaux

αf : KrXs Ñ EndKpV q
P ÞÑ P pfq,

et munit donc V d’une structure de KrXs-module : on note Vf le KrXs-module ainsi obtenu. Réciproquement, si M
est un KrXs-module, alors M est en particulier un K-espace vectoriel, et l’action de X sur M est donnée par un endo-
morphisme fM . On a bien sûr fM � f si M � Vf . Ainsi pV, fq ÞÑ Vf est une bijection de « l’ensemble » des couples
constitués d’un K-espace vectoriel V et d’un endomorphisme f de V sur « l’ensemble » des KrXs-modules.

Proposition 6.21. Le K-espace vectoriel V est de dimension finie si et seulement si Vf est de type fini et de torsion.
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Démonstration.  Supposons V de dimension finie sur K. Le KrXs-module Vf est a fortiori de type fini. Par ailleurs, si

v P V , la famille
�
fnpvq�

nPN est liée : il existe N P N¡0 et pλ0, . . . , λN q P KN�1zt0u tels que
N°
n�0

λnf
npV q, de sorte

que si P �
N°
n�0

λnX
n, on a P pfqpvq � 0 : le KrXs-module V est de torsion.

 Réciproquement, soit v1, . . . , vd une famille génératrice du KrXs-module V . Pour tout i P t1, . . . , du, il existe Pi P
KrXszt0u tel que Pipfqpviq � 0. On a donc un morphisme K-linéaire surjectif

dÀ
i�1

pKrXs{xPiyq Ñ V , d’où

dimKpV q ¤ dimK

�
dÀ
i�1

pKrXs{xPiyq


�

d°
i�1

degpPiq   8.

Remarque. On peut aussi invoquer le théorème 6.9 (c’est un peu plus rapide).

Exemple 6.22. Soit V � KpNq. Soit penqnPN la base de V définie par en � pδm,nqmPN, et f P EndKpV q défini par
fpenq � en�1. Alors Vf est le KrXs-module libre de rang 1 engendré par e0.

Définition 6.23. Supposons V de dimension finie d sur K et soit f P EndKpV q.
(1) L’endomorphisme f est dit cyclique s’il existe v P V tel que V est engendré par la famille

�
fnpvq�

nPN. Cela signifie
que le KrXs-module Vf est mongène (engendré par un élément).
(2) On note χf pXq � det

�
X IdV �f

�
le polynôme caractéristique de f . C’est un polynôme de degré d à coefficients

dans K.
(3) Comme dimK

�
EndKpV q

� � d2, l’homorphisme αf : KrXs Ñ EndKpV q n’est pas injectif : il existe un unique
polynôme unitaire µf P KrXs tel que Kerpαf q � xµf y. On l’appelle le polynôme minimal de f .

Proposition 6.24. Soit f P EndKpV q cyclique. Alors il existe v P V tel que la famille
�
v, fpvq, . . . , fd�1pvq� soit une

K-base de V , où d � dimKpV q. Dans ce cas, on a µf � χf et Vf � KrXs{xµf y.
Démonstration. Soient v P V tel que

�
fnpvq�

nPN engendre le K-espace vectoriel V , et

αf,v : KrXs Ñ V

P ÞÑ P pfqpvq.
C’est une application K-linéaire surjective, et Kerpαf,vq � xPvy avec Pv P KrXs unitaire (parce que V est de dimension
finie sur K). En passant au quotient, on en déduit un isomorphisme de KrXs-modules KrXs{xPvy �ÑVf . En particulier,

on a degpPvq � d � dimKpV q. Écrivons Pv � Xd �
d°

n�1
λnX

d�n : on a d � dimKpV q et
�
v, fpvq, . . . , fd�1pvq� est

une K-base de V .
Si k P N, on a Pvpfqpfkpvqq � fkpPvpfqpvqq � 0 : par K-linéarité on a Pvpfq � 0 et donc µf | Pv . Réciproquement,
comme µf pfq � 0, on a µf P Kerpαvq donc Pv | µf . Les polynômes Pv et µf étant unitaires, on a µf � Pv .
La matrice de f dans la base

�
v, fpvq, . . . , fd�1pvq� est donnée par

Cpλ1, . . . , λdq �

����
0 ��� ��� 0 λd

1
. . .

... λd�1

0
. . .

. . .
...

...
...
. . . 1 0 λ2

0 ��� 0 1 λ1

���
(une matrice de cette forme s’appelle une matrice compagnon). On a

det
�
X In�Cpλ1, . . . , λdq

� �
��������
X ��� ��� 0 �λd
�1

. . .
... �λd�1

0
. . .

. . .
...

...
...
. . . �1 X �λ2

0 ��� 0 �1 X�λ1

�������� � X

��������
X ��� ��� 0 �λd�1

�1
. . .

... �λd�2

0
. . .

. . .
...

...
...
. . . �1 X �λ2

0 ��� 0 �1 X�λ1

��������� p�1qdλd

������
�1 X 0

0
. . .

. . .
...
. . . �1 X

0 ��� 0 �1

������looooooomooooooon
�p�1qd�1

� X det
�
X In�Cpλ1, . . . , λd�1q

�� λd � � � � � Xd �
ḑ

n�1

λnX
d�n � Pv

et donc χf � Pv � µf .

Exemple 6.25. Si f est cyclique et µf � Xd, alors f est nilpotent, d’indice de nilpotence d (i.e. fd � 0 mais fd�1 � 0).
Dans une base convenable, la matrice de f est de la forme

Jd :� Cp0, . . . , 0q �

���
0 ��� ��� ��� 0

1
. . .

...

0
. . .

. . .
...

...
. . .

. . .
. . .

...
0 ��� 0 1 0

��
On l’appelle bloc de Jordan de taille d.
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Théorème 6.26. (DÉCOMPOSITION DE FROBENIUS). Soient V un K-espace vectoriel et f P EndKpV q. Alors il existe
r P N¡0 et V1, . . . , Vr des sous-K-espaces vectoriels de V stables par f et tels que

(1) V �
rÀ
i�1

Vi ;

(2) fi :� f|Vi est cyclique ;
(3) P1 | P2 | � � � | Pr où Pi est le polynôme minimal de fi.

En outre, l’entier r et les polynômes P1, . . . , Pr sont uniques.

Démonstration. Le KrXs-module Vf est de type fini de torsion : on peut lui appliquer le théorème des facteurs invariants
(théorème 6.9). Il existe r P N¡0 et P1, . . . , Pr P KrXs unitaires uniques tels que

Vf �
�
KrXs{xP1yq ` � � � ` �

KrXs{xPry
�
.

En termes de K-espaces vectoriels, cela correspond à une décomposition V �
rÀ
i�1

Vi en somme directe de sous-espaces

stables par f , telle que si fi � f|Vi , on ait Vfi � Vi � KrXs{xPiy pour tout i P t1, . . . , ru. L’endomorphisme fi est alors
cyclique, et µfi � Pi � χfi en vertu de la proposition 6.24.

Remarque. (1) Il n’est pas très difficile (mais un peu long) de démontrer ce résultat directement.
(2) En termes matriciels, le théorème précédent se traduit ainsi : si A P MdpKq, il existe r P N¡0, C1, . . . , Cr des
matrices compagnons telles que χC1

| � � � | χCr et P P GLdpKq tels que

P�1AP �
��C1 0 ��� 0

0 C2

. . .
...

...
. . .

. . . 0
0 ��� 0 Cr

�
Définition 6.27. (1) Les polynômes P1, . . . , Pr du théorème 6.26 s’appellent les invariants de similitude de f .
(2) Soient V1, V2 deux K-espaces vectoriels de dimension finie, f1 P EndKpV1q et f2 P EndKpV2q. On dit que pV1, f1q
et pV2, f2q sont semblables lorsqu’il existe un isomorphisme ϕ : V1

�ÑV2 tel que f2 � ϕ � f1 � ϕ�1. Bien sûr, traduit en
termes matriciels, on retrouve la notion habituelle de similitude.

Remarque. pV1, f1q et pV2, f2q sont semblables si et seulement si les KrXs-modules V1,f1
et V2,f2

sont isomorphes
(si ϕ : V1 Ñ V2 est une application K-linéaire, l’application ϕ : V1,f1 Ñ V2,f2 est KrXs-linéaire si et seulement si
X � ϕpvq � ϕpX � vq pour tout v P V1, ce qui équivaut à f2 � ϕ � ϕ � f1).

Proposition 6.28. Soient V un K-espace vectoriel de dimension finie et f P EndKpV q. Notons P1, . . . , Pr ses invariants
de similitude.

(1) L’endomorphisme f est cyclique si et seulement si r � 1. On a alors µf � χf � P1.

(2) On a χf �
r±
i�1

Pi (en particulier, dimKpV q �
r°
i�1

degpPiq).
(3) On a µf � Pr.

Démonstration. (1) Si f est cyclique, on a r � 1 par unicité de r, et donc µf � χf � P1 en vertu de la proposition 6.24.
La réciproque est évidente.

(2) Avec les notations du théorème 6.26, on a χf �
r±
i�1

χfi vu que V �
rÀ
i�1

Vi. Mais fi est cyclique : on a χfi � µfi � Pi,

et on a bien χf �
r±
i�1

Pi.

(3) Si P P KrXs, on a P pfq � 0 ô p@i P t1, . . . , ruq P pfiq � 0 (car V �
rÀ
i�1

Vi). Cela implique donc que

µf � ppcm
1¤i¤r

pµfiq � ppcm
1¤i¤r

pPiq � Pr vu que P1 | P2 | � � � | Pr.

Corollaire 6.29. (THÉORÈME DE CAYLEY-HAMILTON). On a µf | χf , i.e. χf pfq � 0.

Proposition 6.30. Soient V1, V2 deux K-espaces vectoriels de dimension finie, f1 P EndKpV1q et f2 P EndKpV2q,
P1, . . . , Pr et Q1, . . . , Qs leurs invariants de similitude respectifs. Alors pV1, f1q et pV2, f2q sont semblables si et seule-
ment si r � s et Pi � Qi pour i P t1, . . . , ru.

Démonstration. On a V1,f1 �
rÀ
i�1

KrXs{xPiy et V2,f2 �
sÀ
j�1

KrXs{xQjy. Les couples pV1, f1q et pV2, f2q sont sem-

blables si et seulement si les KrXs-modules ϕ : V1,f1
et V2,f1

sont isomorphes : cela équivaut au fait que les KrXs-
modules de type fini

rÀ
i�1

KrXs{xPiy et
sÀ
j�1

KrXs{xQjy sont isomorphes. Par unicité dans le théorème 6.9, cela équivaut

à r � s et Pi � Qi pour tout i P t1, . . . , ru.
Exercice 6.31. Soient L{K une extension de corps et M P MdpKq. Montrer que les invariants de similitude de M sont
égaux à ses invariants de similitude vue comme élément de MdpLq. En déduire que si M1,M2 P MdpKq sont semblables
dans MdpLq, alors elles sont semblables dans MdpKq.
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Corollaire 6.32. (DÉCOMPOSITION DE JORDAN). Soit N P MdpKq une matrice nilpotente. Alors il existe une unique
suite d’entiers d1 ¤ d2 ¤ � � � ¤ dr et P P GLdpKq tels que

P�1NP �
�� Jd1

0 ��� 0

0 Jd2

. . .
...

...
. . .

. . . 0
0 ��� 0 Jdr

�
(où Jd désigne le bloc de Jordan de taille d).

Démonstration. Si N est nilpotente, son polynôme minimal est une puissance de X : il en est de même de ses invariants
de similitude. Avec les notations du théorème 6.26, on a donc d1 ¤ d2 ¤ � � � ¤ dr tels que Pi � Xdi . Il suffit alors
d’appliquer le théorème 6.26.

Remarque. Avec les notations du corollaire 6.32, on a d1�� � ��dr � d, ce qui montre que dr ¥ � � � ¥ d1 est une partition
de l’entier d. Ce qui précède montre qu’il y a une bijection entre l’ensemble des classes de similitude d’endomorphismes
nilpotents en dimention d et l’ensemble des partitions de d, soit encore l’ensemble des tableaux de Young correspondants
(cf corollaire 6.18).

Définition 6.33. Soient V un K-espace vectoriel et f P EndKpV q. On dispose du dual V _ � HomKpV,Kq de V (le
K-espace vectoriel des formes linéaires sur V ). L’endomorphisme f induit un endomorphisme

f_ : V _ Ñ V _

η ÞÑ η � f

appelé transposée de f .

Proposition 6.34. Soient V un K-espace vectoriel de dimension finie, f P EndKpV q et B � pe1, . . . , edq une base de
V . Notons M la matrice de f dans la base B et B� � pe�1 , . . . , e�d q la base duale 9 de B. La matrice de f_ dans B� est
la transposée de M .

Démonstration. Écrivons M � pai,jq1¤i,j¤d P MdpKq. Si j P t1, . . . , du, on a f_pe�j q � e�j � f : si i P t1, . . . , du, on a

f_pe�j qpeiq � e�j pfpeiqq � e�j
� d°
k�1

ak,iek

	
� aj,i

ce qui montre que f_pe�j q �
d°
i�1

aj,ie
�
i . Cela signifie précisément que la matrice de f_ dans la base B� est tM .

Corollaire 6.35. Supposons V de dimension finie. Alors pV, fq et pV _, f_q sont semblables.

Démonstration. D’après le théorème 6.9, on a V �
rÀ
i�1

Vi avec fi :� f|Vi cyclique. Comme V _ �
rÀ
i�1

V _
i , il suffit donc

de traiter le cas où f est cyclique. Soit alors v P V tel que B � �
v, fpvq, . . . , fd�1pvq� soit une K-base de V . Écrivons

χf � µf � Xd �
d°
k�1

λkX
d�k, de sorte que fdpvq �

d°
k�1

λkf
d�kpvq. La matrice de f dans la base B est la matrice

compagnon Cpλ1, . . . , λdq : d’après la proposition 6.34, cette de f_ dans la base duale B� est

tCpλ1, . . . , λdq �
�� 0 1 0 ��� 0...

. . .
. . .

. . .
......

. . .
. . . 0

0 ��� ��� 0 1
λd ��� ��� λ2 λ1

�
Comme les polynômes caractéristiques (resp. minimaux) d’une matrice et de sa transposée sont les mêmes, on a en
particulier χf_ � χf � µf � µf_ et donc f_ est cyclique (cf proposition 6.28), de même invariants de similitude que
f : les endomorphismes f et f_ sont donc semblables d’après la proposition 6.30.

Remarque. Bien sûr, cela implique que pour tout A P MdpKq, les matrices A et tA sont semblables. Notons que lorsque
K est algébriquement clos, cela peut se démontrer directement en utilisant la décomposition de Dunford. Pour traiter le
cas général, on peut alors invoquer le résultat de « descente » classique suivant : si L{K est une extension de corps et si
A1, A2 P MdpKq sont semblables dans MdpLq, alors elles sont déjà semblables dans MdpKq (cf exercice 6.31).

Exercice 6.36. Soient K un corps. Montrer que si A,B P M3pKq ont même polynôme minimal et même polynôme
caractéristique, alors elles sont semblables. Montrer parr un exemple que cette implication est fausse dans M4pKq.

9. Caractérisée par e�i pejq � δi,j pour i, j P t1, . . . , du.
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7 Compléments

7.1 Le lemme de Nakayama

Définition 7.2. Soit A un anneau. Le radical radpAq de A est l’intersection des idéaux maximaux de A (c’est donc un
idéal de A).

Exercice 7.3. Soit a P N¡0. Calculer radpxayq � Z en termes des diviseurs premiers de a.

Lemme 7.4. 1� radpAq � A�.

Démonstration. Soient x P radpAq et a � 1� x : pour tout idéal maximal m � A, on a a R m, et donc xay � m : d’après
le théorème de Krull, on a xay � A, i.e. a P A�.

Théorème 7.5. (LEMME DE NAKAYAMA 10). Soient A un anneau, I � A un ideal et M un A-module de type fini. Si
IM �M , il existe a P 1� I tel que aM � t0u. En particulier, si I � radpAq, on a M � t0u.

Démonstration.  Soit tx1, . . . , xru une famille génératrice duA-module de type finiM . Si i P t1, . . . , ru, on a xi P IM :

il existe λi,1, . . . , λi,r P I tels que xi �
r°
j�1

λi,jxj , i.e.
r°
j�1

pδi,j�λi,jqxj � 0. Posons N � pδi,j�λi,jq1¤i,j¤r P MrpAq
et a � detpNq : on a a P 1 � I . Écrivons tcompNq � pµi,jq1¤i,j¤r P MrpAq : comme aIr � tcompNqN , on a

δi,ja �
r°

k�1

µi,kpδk,j � λk,jq pour tout i, j P t1, . . . , ru. En multipliant par xj et en sommant sur j P t1, . . . , ru, on en

déduit que axi �
r°

k�1

µi,k
r°
j�1

pδk,j�λk,jqxj � 0. Comme c’est vrai pour tout i P t1, . . . , ru, cela montre que aM � t0u.
 Si I � radpAq, on a a P 1� I � 1� radpAq � A� (cf lemme 7.4) : l’égalité aM � t0u implique M � t0u.

Remarque. (1) Une reformulation de la deuxième partie du théorème est pA{ radpAqq bAM � t0u ñM � t0u.
(2) On s’en doute, l’énoncé tombe en défaut sans l’hypothèse de finitude sur M . Par exemple, soit p un nombre premier
et A � Zppq la localisation de Z en l’idéal premier xpy : c’est un anneau dont l’unique idéal maximal est xpy et de corps
résiduel Fp. Soit M � Q {Z : c’est un A-module non nul, et FpbAM � t0u.

Exercices 7.6. (1) SoientA un anneau, etM unA-module de type fini tel que mM �M pour tout idéal maximal m � A.
Montrer que M � t0u.
(2) Soient A un anneau et I � A un idéal tel que I2 � I . Montrer que I est engendré par un élément e tel que e2 � e.

Définition 7.7. Un anneau est dit local s’il n’a qu’un seul idéal maximal.

Corollaire 7.8. Soient A un anneau local, de corps résiduel k, et soient M un A-module de type fini, N un A-module.
(1) Si N est de type fini sur A et M bA N � t0u, alors M � t0u ou N � t0u.
(2) Soit f : N Ñ M une application A-linéaire telle que Idk bf : k bA N Ñ k bA M soit surjective. Alors f est
surjective.

Démonstration. (1) On a t0u � k bA bM bA N � M bA k bA N � pM bA kq bk pk bA Nq. Comme on a
dimk

�pM bA kq bk pk bA Nq
� � dimkpk bAMq dimkpk bA Nq, on a dimkpk bAMq � 0 ou dimkpk bA Nq � 0.

Comme M et N sont de type fini, le lemme de Nakayama implique que M � t0u ou N � t0u.
(2) Par exactitude à droite du produit tensoriel, on a k bA Cokerpfq � t0u : comme Cokerpfq est de type fini (étant un
quotient de M qui est de type fini), le lemme de Nakayama implique que Cokerpfq � t0u, i.e. que f est surjectif.

Corollaire 7.9. Soit A un anneau, M un A-module de type fini et f P EndApMq. Si f est surjectif, alors f est injectif.

Démonstration. Considérons M comme un ArXs-module (l’action de X étant donnée par f ) : comme il est de type fini
comme un A-module, il est a fortiori de type fini comme un ArXs-module. Comme f est surjectif, on a XM � M :
par le lemme de Nakayama, il existe P P ArXs tel que P P 1 � XArXs et PM � 0, i.e. P pfq � 0 sur M . Écrivons
P pXq � 1�XQpXq avec Q P ArXs : on a IdM � f �Qpfq, donc f est un automorphisme, d’inverse Qpfq.

7.10 Extensions entières

Dans tout ce qui suit,A est un anneau etB uneA-algèbre (i.e. un anneauB muni d’un morphisme d’anneauxAÑ B).

Définition 7.11. (1) Un élément b P B est dit entier sur A s’il existe P P ArXs unitaire tel que P pbq � 0. L’égalité
P pbq � 0 s’appelle alors une relation de dépendance intégrale.
(2) On dit que B est entière sur A si tous ses éléments sont entiers sur A.

10. 中山
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Exemples 7.12. (1) L’élément
?

2 P C (resp. α � 1�?5
2 P C) est entier sur Z, une relation de dépendance intégrale étant

donnée par p?2q2 � 2 � 0 (resp. α2 � α� 1 � 0).
(2) On verra plus tard que

?
2

2 P C n’est pas entier sur Z.
(3) Si A et B sont des corps, alors b P B est entier sur A si et seulement si b est algébrique sur A, et B est entière (resp.
finie) sur A si et seulement si elle est algébrique (resp. de degré fini).

Proposition 7.13. Soit b P B. Les conditions suivantes sont équivalentes :
piq b est entier sur A ;
piiq la A-algèbre Arbs est finie 11 ;
piiiq il existe un sous-A-module B1 � B de type fini, contenant un élément non diviseur de zéro et stable par la

multiplication par b (i.e. tel que bB1 � B1).

Démonstration. piq ñ piiq Soient P P ArXs unitaire tel que P pbq � 0. Si degpP q � n, le A-module Arbs est engendré
par t1, b, . . . , bn�1u (division euclidienne), donc de type fini.
piiq ñ piiiq On prend B1 � Arbs (il contient 1 qui n’est pas diviseur de zéro).
piiiq ñ piq Soit pβ1, . . . , βnq une famille génératrice du A-module B1. Pour tout i P t1, . . . , nu, on a bβi P B1 : il existe

M � pai,jq1¤i,j¤n P MnpAq telle que bβi �
n°
j�1

ai,jβj . Posons X � pβiq1¤i¤n P Mn�1pBq : on a MX � bX , i.e.

pbIn �MqX � 0. (�)

Posons P pXq � detpXIn�Mq. C’est un polynôme unitaire de degré n, à coefficients dansA. En multipliant l’égalité (�)
par la transposée de la comatrice de bIn �M , il vient P pbqX � 0 : on a P pbqB1 � 0, et donc P pbq � 0 (car B1 contient
un élément non diviseur de zéro). Comme le polynôme P pXq P ArXs est unitaire, l’élément b est entier sur A.

Lemme 7.14. Soient b1, . . . , bn P B tels que bi soit entier surArb1, . . . , bi�1s pour tout i P t1, . . . , nu. Alors laA-algèbre
Arb1, . . . , bns est finie.

Démonstration. On procède par récurrence sur n, le cas n � 1 résultant de la proposition 7.13. Supposons n ¡ 1 et
posons A1 � Arb1, . . . , bn�1s � B. Par hypothèse de récurrence, la A-algèbre A1 est finie, et comme bn est entier sur A1,
la A1-algèbre A1rbns est finie. Il en résulte que la A-algèbre Arb1, . . . , bns � A1rbns est finie.

Corollaire 7.15. Soient b, b1 P B entiers sur A. Alors b� b1 et bb1 sont entiers sur A.

Démonstration. D’après le lemme 7.14, l’extension A � Arb, b1s est finie donc entière : comme b� b1, bb1 P Arb, b1s, ils
sont entiers sur A.

Proposition 7.16. La A-algèbre B est finie si et seulement si elle est entière et de type fini.

Démonstration. Si B est finie sur A, elle est entière en vertu de la proposition 7.13 (c’est piiiq ñ piq avec B1 � B). Par
ailleurs, si tb1, . . . , bnu est une partie génératrice du A-module B, le morphisme de A-algèbres ArX1, . . . , Xns Ñ B qui
envoie Xi sur bi est surjectif, de sorte que B est de type fini sur A.
Réciproquement, supposons B entière et de type fini sur A. On peut écrire B � Arb1, . . . , bns, et comme b1, . . . , bn sont
entiers sur A, le A-module B est de type fini d’après le lemme 7.14.

Proposition 7.17. Si B est une A-algèbre entière et C une B-algèbre entière, alors C est une A-algèbre entière.

Démonstration. Soient c P C et P pcq � 0, avec P pXq � Xn � b1X
n�1 � � � � � bn P BrXs, une relation de dé-

pendance intégrale. Comme B est entière sur A, les éléments b1, . . . , bn sont entiers sur A : d’après le lemme 7.14,
B1 � Arb1, . . . , bns est finie sur A. Comme B1rcs est finie sur B, elle est finie sur A, ce qui implique que c est entier sur
A (proposition 7.13, en notant que 1 P B1rcs).
Exercice 7.18. � � � Soient A un anneau noethérien, B une A-algèbre de type fini et G un groupe fini qui agit par
automorphismes de A-algèbre sur B. Montrer que la sous-algèbre des points fixes BG est de type fini sur A.

Remarque. Si B est une A-algèbre et b P B est inversible et entier sur A, l’inverse b�1 P B n’est pas entier sur A en
général.

Définition 7.19. (1) D’après le corollaire 7.15, l’ensemble des éléments deB qui sont entiers surA est une sous-A-algèbre
de B. On l’appelle la clôture intégrale de A dans B.
(2) Supposons A intègre et notons K son corps des fractions. La clôture intégrale de A est la clôture intégrale de A dans
K. On dit que A est intégralement clos s’il est égal à sa clôture intégrale, c’est-à-dire lorsque les seuls éléments de K
entiers sur A sont les éléments de A.

Proposition 7.20. Tout anneau factoriel est intégralement clos. En particulier, tout anneau principal est intégralement
clos.

11. Ie. de type fini vue comme A-module.
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Démonstration. Soient A un anneau factoriel, K son corps des fractions et x P K entier sur A. Écrivons x � a{b avec
a P A et b P Azt0u premiers entre eux. Soit xn � α1x

n�1 � � � � � αn � 0 une relation de dépendance intégrale (avec
α1, . . . , αn P A). En la multipliant par bn, on a an � α1a

n�1b� � � � � αnbn � 0, de sorte que b divise an. Comme a et b
sont premiers entre eux, cela implique b P A�, et donc x � ab�1 P A.

Exemple 7.21. Soient K un corps, t une indéterminée et A � Krt2, t3s � B � Krts. Alors A et B ont même corps
des fractions Kptq. Comme B est factoriel (car principal), il est intégralement clos d’après la proposition 7.20. L’élément
t est entier sur A, mais t R A, de sorte que A n’est pas intégralement clos (et donc non factoriel d’après la proposition
7.20).

Proposition 7.22. Soient A un anneau intègre, K son corps des fractions et L{K une extension algébrique de corps.
Notons B la clôture intégrale de A dans L. Alors pour tout x P L, il existe a P Azt0u tel que ax P B. En particulier, on
a 12 L � FracpBq et B est intégralement clos.

Démonstration. Soient x P L et Xd � α1X
d�1 � � � � � αd P KrXs son polynôme minimal. Il existe a P Azt0u tel que

aαi P A pour tout i P t1, . . . , du. Le polynôme minimal de ax est alors Xd � aα1X
d�1 � � � � � adαn P ArXs, donc

ax P B. Cela implique que FracpBq � L. Si x P L est entier sur B, alors il est entier sur A (proposition 7.17), de sorte
que x P B, et B est intégralement clos.

Proposition 7.23. Sous les hypothèses de la proposition 7.22, soit S � A une partie multiplicative. Alors la clôture
intégrale de S�1A � K dans L est S�1B (« la clôture intégrale commute aux localisations »).

Démonstration. Soient b P B et bn � a1b
n�1 � � � � � an � 0 une relation de dépendance intégrale sur A. Si s P S et

x � b
s P S�1B, on a xn � a1

s x
n�1 � � � � � an

sn � 0, ce qui montre que x est entier sur S�1A. Réciproquement, soient
x P L entier sur S�1A et xn � α1x

n�1 � � � � � αn � 0 une relation de dépendance intégrale sur S�1A. Il existe s P S
tel que ai :� sαi P A pour tout i P t1, . . . , nu (on prend pour s un dénominateur commun aux αi). Posons b � sx P L :
on a bn � a1b

n�1 � sa2b
n�2 � � � � � sn�2an�1b� sn�1an � 0, ce qui montre que b est entier sur A. On a donc b P B,

et x P S�1B.

Définition 7.24. Un corps de nombres est une extension finie de Q (généralement, on la voit comme un sous-corps de C).
Si K est un corps de nombres, l’anneau des entiers de K est la clôture intégrale de Z dans K. On la note OK . D’après la
proposition précédente, c’est un anneau intégralement clos et K � pZ zt0uq�1OK .

Proposition 7.25. Soient A un anneau intègre et intégralement clos, K � FracpAq et L{K une extension algébrique. Un
élément de L est entier sur A si et seulement si son polynôme minimal est à coefficients dans A.

Démonstration. Soient x P L et P P KrXs son polynôme minimal. Si P P ArXs, l’égalité P pxq � 0 est une relation
de dépendance intégrale, et x est entier sur A. Réciproquement, supposons x P L entier sur A. Fixons L une clôture
algébrique de L, et soient x1, . . . , xn P L les racines de P dans L (i.e. les conjugués de x, comptés avec multiplicités). Si
i P t1, . . . , nu, il existe un K-isomorphisme de corps f : Kpxq Ñ Kpxiq qui envoie x sur xi (théorème de prolongement
des isomorphismes). Si Qpxq � 0 est une relation de dépendance intégrale (avec Q P ArXs), on a Qpxiq � Qpfpxqq �
fpQpxqq � 0, si bien que xi est entier sur A pour tout i P t1, . . . , nu. D’après le corollaire 7.15, il en est donc de
même des coefficients de P (qui sont, au signe près, des polynômes symétriques en x1, . . . , xn). Comme ces coefficients
appartiennent à K et A est intégralement clos dans K par hypothèse, on a P P ArXs.

Exemple 7.26.
?

2
2 n’est pas entier sur Z (son polynôme minimal sur Q est X2 � 1

2 R ZrXs).

Proposition 7.27. Soient d P Z zt0, 1u sans facteur carré et K � Qp?dq. Alors

OK �
#
Z
�

1�?d
2

�
si d � 1 mod 4Z

Zr?ds si d � 1 mod 4Z

Démonstration. Soit x � λ � µ
?
d P K avec λ, µ P Q. Les conjugués de x sont x et y � λ � µ

?
d : son polynôme

minimal est P pXq � X2 � 2λX � λ2 � dµ2. Comme Z est factoriel, il est intégralement clos : d’après la proposition
7.25, x est entier sur Z si et seulement si 2λ P Z et λ2�dµ2 P Z. On a en particulier p2λq2�dp2µq2 P 4Z. Cela implique
déjà dp2µq2 P Z, et donc 2µ P Z (parce que d est dans facteur carré). Si 2µ R 2Z, alors 2µ a une image inversible dans
Z {4Z, et d est un carré modulo 4. Ce n’est possible que si d � 0, 1 mod 4Z. On n’a pas d P 4Z (parce que d est sans
facteur carré). Il en résulte que si d � 1 mod 4Z, on a 2µ P 2Z, i.e. µ P Z, et donc λ2 P Z i.e. λ P Z, ce qui implique
que OK � Zr?ds dans ce cas. L’inclusion réciproque est évidente.
Supposons désormais que d � 1 mod 4Z, et posons α � 1�?d

2 . On a α2 � 1�d�2
?
d

4 � d�1
4 �α, de sorte que α P OK ,

donc Zrαs � OK . On a x � λ � µ � 2µα. Si x P OK , on a vu que 2µ P Z, donc λ � µ � x � 2µα P OK . Comme
λ � µ P Q et Z est intégralement clos, cela implique λ � µ P Z, et x � λ � µ � 2µα P Z�Zα � OK : on a
OK � Zrαs.

12. Comme le montre la preuve, on a en fait L � pAzt0uq�1B.
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Exercices 7.28. (1) Trouver un contre-exemple à l’énoncé du théorème 7.25 lorsque A n’est pas supposé intégralement
clos.
(2) Soient A un anneau factoriel dans lequel 2 est inversible, α P A sans facteur carré (i.e. non divisible par le carré d’un
élément premier) et B � Ar?αs. Montrons que B est intégralement clos.

Proposition 7.29. Soient A Ñ B un morphisme injectif avec B intègre 13 et entier sur A. Alors A est un corps si et
seulement si B est un corps.

Démonstration. Supposons que A soit un corps, et soit b P Bzt0u. Comme B est entière sur A, on a une relation de
dépendance intégrale bn� a1b

n�1� � � �� an � 0, avec a1, . . . , an P A. Comme B est supposé intègre, on peut supposer
an � 0 (sinon on divise l’égalité par b). On a alors bc � 1 avec c � �a�1

n pbn�1 � a1b
n�2 � � � � � an�1q P B, donc b est

inversible dans B, et B est un corps.
Réciproquement, supposons que B soit un corps. Si a P Azt0u, alors a a une image non nulle donc inversible dans
B : on note a�1 P B son inverse. Comme B est entière sur A, on dispose d’une relation de dépendance intégrale
pa�1qn � α1pa�1qn�1 � � � � � αn � 0 avec α1, . . . , αn P A : on a a�1 � �α1 � α2a� � � � � αna

n�1 P A, et A est un
corps.

Proposition 7.30. Soit B une A-algèbre entière. Si M � B est un idéal maximal, alors MX A est un idéal maximal de
A. Réciproquement, si m � A est un idéal maximal, il existe un idéal premier M � B tel que m �MXA, et les tels M
sont maximaux dans B.

Démonstration.  Supposons M � B maximal, et posons m �MXA. On dispose du morphisme injectifA{mÑ B{M.
La A{m-algèbre B{M est entière parce que B l’est sur A (si b P B et P pbq � 0 est une relation de dépendance intégrale,
avec P P ArXs, on a P pbq � 0 où P P pA{mqrXs et b P B{M désignent la réduction de P modulo mArXs et la réduction
de b modulo M respectivement). Comme B{M est un corps, il en est de même de A{m en vertu de la proposition 7.29, et
m est maximal dans A.
 Soit m � A maximal. Commençons par montrer que mB � B. Supposons au contraire que mB � B, i.e. 1 P mB : on
peut écrire

1 �
ŗ

i�1

αibi (�)

avec α1, . . . , αn P m et b1, . . . , bn P B. Comme B est entière sur A, il en est de même de B1 � Arb1, . . . , bns. Comme
B1 est de type fini sur A, la A-algèbre B1 est en fait finie (cf proposition 7.16) : on peut écrire B1 � Aβ1�� � ��Aβn. Par
ailleurs, l’égalité (�) implique que mB1 � B1. Le Lemme de Nakayama (cf théorème 7.5) implique qu’il existe a P 1�m
tel que aB1 � 0. Comme 1 P B1, cela implique que a � 0, i.e. que 1 P m, ce qui est absurde : on a nécessairement
mB � B.
Comme l’idéal mB � B est propre, il existe M � B maximal tel que mB � M (théorème de Krull). On a bien sûr
m �MXA, et donc m �MXA vu que m est maximal dans A.
 Si P � B est premier et tel que m � P X A, on dispose du morphisme injectif A{m Ñ B{P. Il fait de B{P une
A{m-algèbre entière vu que B l’est sur A, et B{P est intègre : comme A{m est un corps, il en est de même de B{P
d’après la proposition 7.29, si bien que P est en fait maximal dans B.

13. Ce qui implique que A est intègre.
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