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A rendre la semaine du 04 Avril.

Exercice 1. Soit P(X) € Q[X]\Q.
1. Soit D(X) := pged(P(X), P'(X)).
a) Montrer que si deg D > 1 alors il existe a € C tel que P(a) = D(«a) = 0.
En déduire que « est une racine multiple de P.

b) Montrer que D(X) = 1 si et seulement si P(X) n’a que des racines
simples.

2. Montrer que si P(X) est irréductible sur Q[X] alors P(X) n’a pas de racines
complexes multiples.

3. Montrer que la réciproque de la question précédente est fausse.

Exercice 2. Soient a,b € C, a # 0 et P(X) := X* + 4aX + b.
1. Montrer que si z € C est une racine multiple de P(X) alors 2% = —a.
2. Montrer que P(X) a une racine multiple « si et seulement si b% = 27a*.

3. Calculer l'ordre de multiplicité de la racine o de P(X).

Exercice 3. Soit E un C-espace vectoriel. Soient F,G et H trois sous-espaces de
E.

1. Montrer que F'U G est un sous-espace vectoriel de K <—= FF C G ou G C F.

2. Montrer que
GCF=Fn(G+H)=G+(FNH)

Exercice 4. 1. Factoriser le polynome X°®+1 en produit des facteurs irréductibles
dans R[X], puis dans C[X].

2. Décomposer la fraction rationnelle en éléments simples a coefficients

X641
dans R, puis dans C.

Exercice 5. Soit P(X) := X™ — 2011, olt n est un entier > 1.

1. Trouver toutes les racines de P, et factoriser P dans C[X] (Indication : on
pourra commencer par chercher les racines du polynéme X" — 1).

2. Montrer que l'on a I’égalité suivante

1 . " ar
P(X) Z X — 2z,
=1

oua € C, et z1,..., 2, sont les racines de P.
2k
3. Montrer que a; = , pour tout k=1,...,n.
= 5011n P ’



