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Applications linéaires

Exercice 1. Les applications suivantes sont-elles linéaires ?
1. f:R? =R, f(x,y) := 3z + 5y.
2. f:R* > R? f(z,y) := (v —y,x + 2y).
3. f:C([0,1],R) = R, f(g) :=g(1/2).

Exercice 2. Soient F, G des sous-espaces de R™.

f: FxG—-R"
(z,y) —z+y

1. Montrer que f est linéaire.

2. Déterminer Im(f) et ker(f).

Exercice 3. Soient E, F' et GG des espaces vectorielset f: F — F, g: F — G des
applications linéaires.

1. Montrer que g o f est linéaire.

2. Montrer que
ker(go f) = ' (ker(g) N Im(f)) = " (ker(g))

Exercice 4. Soient E, F et GG trois espaces vectoriels et f: E — F, g: F — G
deux applications linéaires. Montrer que :

go f=0<«= Im(f) C ker(g)

Exercice 5. Soit E un espace vectoriel et ¢ : £ — F une application linéaire.
Montrer que

ker(¢) NIm(¢) = {0} = (= ¢ ker(¢p) = Vn € N, ¢"(x) #0)

Exercice 6. Soient E un espace vectoriel, ' un sous-espace de F et f : F — E une
application linéaire.

1. Montrer que f|r est une application linéaire. Enoncer le théoréme du rang
pour fl.

2. Montrer que F' C f(F) = f(F) =F.
3. Montrer que si f est injective f(F) C F = f(F)=F.



Exercice 7. Soit ¢ : R® — R? la fonction définie par
(1, 9, x3) 1= (201 + 29 — 4x3; 321 + bwg — T3, 4oy — by — 623)
1. Montrer que ¢ est linéaire.
2. Déterminer une base et donner la dimension de ker(¢).

3. Montrer que les vecteurs f; := (1;5; —=5) et fo := (0,1, —2) forment une base
de Im(¢).

4. Montrer que R?® = Im(¢) & ker(¢).
5. Donner la matrice de ¢ dans la base canonique de R3.

6. Donner la matrice de ¢? dans la base canonique de R3.

Exercice 8. Soit ¢ : R3[X| — R3[X] 'application définie par
¢(P(X)) = P(X +1) - P(X)
1. Montrer que ¢ est linéaire.

2. Donner la matrice de ¢ dans la base canonique.

3. Déterminer ker(¢) et Im(¢).

4. Montrer B := {1, X, X();*l), X(Xflﬁ)(X*Z)} est une R-base de R3[X].

5. Donner la matrice de ¢ dans la base B.

Exercice 9. Soient E, I’ des espaces vectoriels et ¢ : F — [F une application
linéaire. Soit G C F un sous-espace vectoriel de F'.

1. Montrer que ¢~ !(G) est un sous-espace de E. En déduire que ker(¢) est un
espace vectoriel.

2. Montrer que
dim ¢ (G) < dimker(¢) + dim G

et qu’on a égalité si et seulement si G C Im(¢).

Exercice 10. Soient E, F' et G trois espaces vectorielset f: F — F, g: FF — G
deux applications linéaires. Montrer que :

rg(go f) < min{rg(f),rg(g)}



