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Applications linéaires

Exercice 1. Les applications suivantes sont-elles linéaires ?

1. f : R2 → R, f(x, y) := 3x+ 5y.

2. f : R2 → R2, f(x, y) := (x− y, x+ 2y).

3. f : C◦([0, 1],R)→ R, f(g) := g(1/2).

Exercice 2. Soient F,G des sous-espaces de Rn.

f : F ×G→ Rn

(x, y) 7→ x+ y

1. Montrer que f est linéaire.

2. Déterminer Im(f) et ker(f).

Exercice 3. Soient E,F et G des espaces vectoriels et f : E → F , g : F → G des
applications linéaires.

1. Montrer que g ◦ f est linéaire.

2. Montrer que

ker(g ◦ f) = f−1(ker(g) ∩ Im(f)) = f−1(ker(g))

Exercice 4. Soient E,F et G trois espaces vectoriels et f : E → F , g : F → G
deux applications linéaires. Montrer que :

g ◦ f = 0⇐⇒ Im(f) ⊆ ker(g)

Exercice 5. Soit E un espace vectoriel et φ : E → E une application linéaire.
Montrer que

ker(φ) ∩ Im(φ) = {0} =⇒ (x /∈ ker(φ)⇒ ∀n ∈ N, φn(x) 6= 0)

Exercice 6. Soient E un espace vectoriel, F un sous-espace de E et f : E → E une
application linéaire.

1. Montrer que f |F est une application linéaire. Énoncer le théorème du rang
pour f |F .

2. Montrer que F ⊆ f(F )⇒ f(F ) = F .

3. Montrer que si f est injective f(F ) ⊆ F ⇒ f(F ) = F .
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Exercice 7. Soit φ : R3 → R3 la fonction définie par

φ(x1, x2, x3) := (2x1 + x2 − 4x3; 3x1 + 5x2 − 7x3; 4x1 − 5x2 − 6x3)

1. Montrer que φ est linéaire.

2. Déterminer une base et donner la dimension de ker(φ).

3. Montrer que les vecteurs f1 := (1; 5;−5) et f2 := (0, 1,−2) forment une base
de Im(φ).

4. Montrer que R3 = Im(φ)⊕ ker(φ).

5. Donner la matrice de φ dans la base canonique de R3.

6. Donner la matrice de φ2 dans la base canonique de R3.

Exercice 8. Soit φ : R3[X]→ R3[X] l’application définie par

φ(P (X)) := P (X + 1)− P (X)

1. Montrer que φ est linéaire.

2. Donner la matrice de φ dans la base canonique.

3. Déterminer ker(φ) et Im(φ).

4. Montrer B := {1, X, X(X−1)
2

, X(X−1)(X−2)
6

} est une R-base de R3[X].

5. Donner la matrice de φ dans la base B.

Exercice 9. Soient E,F des espaces vectoriels et φ : E → F une application
linéaire. Soit G ⊆ F un sous-espace vectoriel de F .

1. Montrer que φ−1(G) est un sous-espace de E. En déduire que ker(φ) est un
espace vectoriel.

2. Montrer que
dimφ−1(G) ≤ dim ker(φ) + dimG

et qu’on a égalité si et seulement si G ⊆ Im(φ).

Exercice 10. Soient E,F et G trois espaces vectoriels et f : E → F , g : F → G
deux applications linéaires. Montrer que :

rg(g ◦ f) ≤ min{rg(f), rg(g)}
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