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PGCD de polynémes
On notera K=Q ou K=R ou K= C.
Exercice 1. Déterminer pged(P(X), Q(X)) dans chacun de ces cas :
L PX)=X"4+X3-2X+1et Q(X):=X3+X+1.
2. P(X) =X -2X"+ X2 - X -2et Q(X) = X3 - X2 - X —2.
3. P(X):= X°45X* 4+ 9X3+7X? 45X +3 et Q(X) := X*+2X34+2X2+ X +1.

Exercice 2. Soient P(X),Q(X) € K[X].
1. Rappeler pourquoi il existe A(X), B(X) € K[X] tels que
A(X)P(X) + B(X)Q(X) = pged(P(X), Q(X))
Qu’en est-il de la réciproque 7

2. Montrer qu’on peut choisir A(X) de telle sorte que deg A(X) < deg Q(X).

Exercice 3. 1. Trouver A(X), B(X) € R[X] tels que
AX)XP4+ D) +BX)(X*+ X +1)=1

2. Déterminer si on peut trouver A(X), B(X) € R[X] tels que
AX)X(X?P+1)+BX)(X*+X)=1

Exercice 4. Soient P(X),Q(X) € K[X] et
P(X)=a]]p" QX)=bv]]r"
iel iel
les décompositions en produits de facteurs irréductibles de P(X) et Q(X).
1. Montrer que P(X) divise Q(X) si et seulement si n; < m;,Vi € I.

2. Montrer que _

icl

Exercice 5. Soit n un entier positif.
1. Déterminer pged(X™ — 1, (X — 1)™).
2. Trouver A(X), B(X) € R[X] tels que A(X)(X?*—1)+B(X)(X—1)} = (X-1).



Exercice 6. Soient P(X),Q(X) € K[X].

1. Si P(X) et Q(X) sont irréductibles, montrer qu’ils sont soit premiers entre
eux, soit associés.

2. Montrer que P(X) et Q(X) sont premiers entre eux si et seulement si ils n’ont
pas de facteurs communs dans leurs décompositions en produits de facteurs
premiers.

Exercice 7. Soient P(X), Q(X) € K[X] des polynémes premiers entre eux et n,m
deux entiers non nuls.

1. Montrer que P(X)™ et Q(X)™ sont premiers entre eux.
2. Montrer que P(X) + Q(X) et P(X)Q(X) sont premiers entre eux.

3. Etudier les réciproques.

Exercice 8. Soit n € N — {0}.
1. Déterminer pged(X™, (1 — X)™).
2. Montrer qu’il existe un unique couple (P(X), Q(X)) € K[X]? vérifiant
(1-X)"P(X)+ X"Q(X) =1
avec deg P(X) < n et degQ(X) < n.
3. Montrer que P(1 — X) = Q(X) et que Q(1 — X) = P(X).

Exercice 9. Soit P(X) = (X? - X + 1)+ 1.
1. Montrer que i est racine de P(X).

2. En déduire une factorisation de P(X) en produit de polynomes irréductibles
sur C puis sur R.



