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Liste d’exercices 4
Révisions
On notera K=Q ou K =R ou K = C.

Exercice 1. Soient P(X) := > " ;a; X’/ € C[X] tel que P(0) = 1, P(1) = 0 et
2ikm
W = entl,

1. Pour 0 < j < n calculer ), _, wi.
2. Montrer que >} _, P(wy) =n+ L.

3. En déduire que

1
sup|P(z)| > 1+ —
j2l=1 n

Exercice 2. Déterminer les triplets (a,b,c) € R? tels que X? + ¢X — 1 divise
X3 +aX +0b.

Exercice 3. Soit n € N — {0}.
1. Déterminer pged(X™, (1 — X)™).
2. Montrer qu’il existe un unique couple (P(X), Q(X)) € K[X]? vérifiant
(1-X)"P(X)+ X"Q(X) =1
avec deg P(X) < n et deg Q(X) < n.
3. Montrer que P(1 — X) = Q(X) et que Q(1 — X) = P(X).

Exercice 4. Montrer que X? — 2 est irréductible sur Q. Ecrire sa décomposition en
facteurs irréductibles dans C[X]| puis dans R[X].

Exercice 5. Soit P(X) :=ag+ -+ a, X" € K[X] et & € K. Montrer que
opk(a) = (... ((apr + ap_1)r + ap_2)r + -+ a1)x + ag

Combien faut-il d’opérations pour calculer ainsi g px () 7 Combien faut-il d’opérations
pour calculer de maniere naive ppg(a) 7
Montrer qu’on obtient aussi un algorithme de factorisation de P(X) par X — x si

P(z) = 0.



Exercice 6. Soit P(X) := (X? - X +1)?+ 1.
1. Montrer que i est racine de P(X).

2. En déduire une factorisation de P(X) en produit de polynomes irréductibles
sur C puis sur R.

Exercice 7. Soit P(X) € R[X] tel que Vz € R, P(z) > 0. Montrer qu’il existe
U(X),V(X) € R[X] tels que P(X) =U(X)*+ V(X)2

Exercice 8. Soient n € Net P(X) := (X —ay)" ... (X — )" € C[X]. Calculer
pged(P(X), P'(X)).

7

Exercice 9. Pour quelles valeurs de a € C le polynome (X +1)" — X7 — a admet-il

une racine réelle multiple ?

Exercice 10. Déterminer la multiplicité de j pour X® +2X6 + 3X* 4 2X2 4 1.



