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Multiplicité des racines
On notera K=Q ou K =R ou K = C.
Exercice 1. Soit P(X) :=ap+ -+ a, X" € K[X] et @ € K. Montrer que
Pla)=(...((apx + ap_1)x + ap_2)x + -+ a)x + ap
1. Combien faut-il d’opérations pour calculer ainsi P(«) ? Combien faut-il d’opérations

pour calculer de maniére naive P(«) 7

2. Montrer qu’on obtient aussi un algorithme de factorisation de P(X) par X —z
si P(x) = 0.

Exercice 2. Soit n € N — {0}, montrer que nX"™ — (n +2)X"™' + (n +2)X — n
admet une racine multiple. Trouver les racines de 3X°® — 5X* +5X — 3.

Exercice 3. Déterminer la multiplicité de i et —i dans X* + 2X? + 1 de deux
manieres différentes.

Exercice 4. Soit P(X) € C[X] et a une racine de P(X). Rappeler pourquoi il
existe T'(X) € C[X] tel que P(X) = (X — o)T(X). Montrer que P'(«) = T(«)

Exercice 5. 1. Factoriser en produits d’irréductibles sur C puis sur R et Q les
polynomes X6 + 1 et X8 + X4 + 1.

2. Donner une condition nécessaire et suffisante sur (p,q) € R x R pour que
X8 4+ X4 4+ 1 divise X?* + pX'? 4 ¢.

Exercice 6. Soit P(X) := (X% - X + 1)+ 1.

1. Montrer que i est racine de P(X).

2. En déduire une factorisation de P(X) en produit de polynomes irréductibles
sur C puis sur R.



Exercice 7. Soient n € Nn > 2, a#be Cet AX) = (X —a)*+ (X —b)*,
B(X) := (X —a)*(X — b)* Soit R(X) le reste de la division euclidienne de A(X)
par B(X).

1. Montrer qu’il existe S(X) € C[X] avec deg S < 1 tel que

R(X) — (a— )™ = (X — a)(X — B)S(X)

2. Montrer que S(X) = 2n(b— a)?" 2.

Exercice 8. Soit P(X) € Q[X].

1. Montrer que pged(P(X), P'(X)) = 1 si et seulement si P(X) n’a que des
racines simples.

2. Montrer que si P(X) est irréductible sur Q[X] alors P(X) n’a pas de racines
complexes multiples.



