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Liste d’exercices 10

Corps finis.

Exercice 1. Décrire un corps a 8 éléments. Décrire un anneau a 8 éléments qui
n’est pas un corps. Existe-t-il un corps a 6 éléments ? Déterminer Fg NIFy; dans F3.

Exercice 2. Soit P(X) € F,[X] irréductible et o € F, une racine de P(X). Montrer
que toute racine § € F, de P(X) est dans [F,[a].

Exercice 3. Montrer que J,5, Fyn est une cloture algébrique de F,,.

Exercice 4. Soit p un nombre premier et K un corps de caractéristique p. Soit
b e K, onpose Q(X):= XP — X — b et L une extension de décomposition de Q(X)
sur K.

1 Montrer que le morphisme de Frobenius en caractéristique p est un morphisme de
I'extension L/F,.

2 Soit o une racine de Q(X) dans L. Montrer que Q(X) = [[;cs (X — a—d). En
déduire que L = K(a).

3 Soit P(X) = X% —a; X!+ -+ (=1)ay € L[X] un facteur unitaire de Q(X).
Montrer que a; — da € F,, puis que af — a; = db.

4 Montrer que Q(X) est irréductible sur K si et seulement si il est sans racine dans
K.

5 Montrer que X'™? — X — 7 est irréductible dans Q[X].

Exercice 5. Montrer que Z[X]/(3,X? + X + 2) et F5[X]/(X? + 2X + 2) sont des
corps. Sont-ils isomorphes 7

Exercice 6. Soit p un nombre premier, ¢ = p" avec r > 1. On note G = Aut(F,).
1 Montrez que F, = F,(¢) ot < ¢ >=F}.
2 On note Frob, : F, — I, le morphisme de Frobenius en caractéristique p.

a) Montrez que Frob, est un isomorphisme et que G est un groupe pour la
loi de composition.

b) Montrez que Froby = Id et que pour tout d < r on a de # (. En déduire
que l'ordre de Frob, dans G est r.
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c) Quel est le degré de P(X) := Irr(¢,Fp, X) 7 Montrez que Frob, |z, = Idg,,
en déduire que pour 1 <4 <7 — 1, P( Frob(¢)) = 0. Montrez enfin que
card{(, ..., Frob;7'({)} = r.

d) En déduire que P(X) = (X — ¢)(X— Frob,(()) ... (X— Frob/~*(())
3 Soit 0 € G.

a) Montrez que olr, = Idp,.

b) Montrez qu’il existe i avec 0 < i < 7 — 1 tel que o(¢) = Frob}(¢). En
déduire que o = Froby,.

c¢) Conclure que G ~ Z/rZ.



