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Irréductibilité des Polynomes

Soit A un anneau commutatif (unitaire).

Exercice 1. Soit P(X) := X3 — X 4+ 2 € Q[X] et I I'idéal de Q[X] engendré par
P(X).

1 Montrer que 'anneau Q[X]/I est un corps.
2 Soit = I'image de X dans Q[X]/I. Calculer I'inverse de .

3 Montrer que 1 + x + 22 est non nul et calculer son inverse.

Exercice 2. 1 Montrer qu’il existe des polynomes irréductibles dans Q[X] de degré
arbitraire.

2 Soit p un nombre premier. Montrer que XP~1 4+ XP~24 ... 4+ X 41 est irréductible
sur Q[X].

Exercice 3. Soient A un anneau factoriel et P(X) € A[X] un polynéme primitif
non constant. Soit 7 € A un élément irréductible. Supposons que le coefficient
dominant de P(X) ne soit pas divisible par 7 et que P(X) mod 7 soit irréductible
sur anneau quotient A/(m). Montrer que P(X) est irréductible dans I'anneau A[X].

Exercice 4. 1 Déterminer la liste des polynomes irréductibles sur Fy de degré 2
puis de degré 3.

2 Montrer que le polynome X+ X + 1 est irréductible sur Fy[X].

3 En déduire que X* — X + 1 € Q[X] est irréductible.

Exercice 5. Les polynomes suivants sont-ils irréductibles ?

1 X*+1 dans Q[X].

2 X3 —5X%+1 dans Q[X].

3 X°+5X + 10 dans Q[X].

4 Y% X(X —1)(X —2) dans R[X,Y].

5 X?Y3 + X2Y24+V3 —2XY?+Y?+ X — 1 dans C[X,Y] et dans Fy[X,Y].
6 Y+ Y04+ 7v*+ XV3+3X?Y2—5Y + X2+ X + 1 dans Q[X, Y].



Exercice 6. Soient a, as,...,a, € Z,a; # a;, F(X) = (X —a1)(X —ag) ... (X —ay,).
Alors 1+ F(X)? est irréductible sur Z[X] et sur Q[X].

1 Soit 1+ F? = PQ une factorisation dans Q[X] avec P et @) unitaires. Montrer
que P,Q € Z[X] et que les fonctions polynomiales correspondantes sont de
signe constant sur R.

2 Montrer qu'il existe € € {£1} tel que pour 1 <i < n on ait P(a;) = Q(a;) = €.
3 Supposons P —e # 0 et Q —e # 0. Montrer que F =P —e=( — €.

4 Conclure.

Exercice 7. Montrer que 'anneau R[X,Y]/(X? + Y2 + 1) est integre.

Exercice 8. Soit N > 2 un entier, on va montrer qu’il existe une infinité de nombres
premiers appartenant & 1 + NN. Soit ®5(X) le N-ieme polynome cyclotomique.

1 Montrer que XV — 1 = &y (X)P(X) avec P(X) € Z[X] et que X — 1 divise
P(X) dans Z[X] pour tout d|N et d # N.

2 Montrer qu'il existe A > N tel que pour tout z > A, |®y(z)| > 2.

3 Soient (px)r>o la suite strictement croissante des nombres premiers, k tel que
pr > A, c:=p;...p et g premier tel que ¢|®Px(c). Montrer que ¢ > pg.

4 Soient p : Z — 7Z/qZ la surjection canonique et 7 : Z[X] — Z/qZ[X] la surjection
quelle induit. Montrer que p(c)N = 1 que 7(P)(p(c)) # 0 et que p(c)? # 1
pour tout d|N, d # N. En déduire que 'ordre de p(c) dans (Z/qZ)* est N et
donc que N|g — 1. Conclure.



