Groupes et fonctions

G= groupe et f : G — C fonction sur G

E —
. . . @ G=79"f:G— C :f=(f)kego Suite.
L3: Introduction au traitement du signal o N> 2entier, G= Z/NZ={0.1,....N—1} : j+ k signifie

j + k (mod N).

f:G—C :f=(f(0),f(1),...,f(N—=1)) € CNou f = (fi)kez
N-périodique fx.n = fx.

N, M > 1 entiers G = (Z/MZ) x (Z/NZ), f : G — C : matrice
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Philippe.Jaming@gmail.com M x N ou suite f; x M-périodique en j et N-périodique en k.
REEp://wwir.math.u-bordeauxl . fr/pjaming/ @ G=RY, f : G — C fonction de d variables.
Cours 3: convolution et Fourier © G=T=R/Z=0,1) avec x + y signifiant x + y (mod1).

Alternative G = {€™, x € [0, 1]} avec la multiplication
eZI'ﬂ'XeZhry — eZhr(x+y)_
f : G — C= fonction 1-périodique f(x + 1) = f(x).
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Groupes, fonctions, espaces LP Groupes, fonctions, espaces LP

Espaces L', 12, L

f:G=C f:G—=C
° G=121 :/Gf(X)dXz > f (si ca converge). @ [®(G)={f:G—C :|f|l, :=sUpycg|f(x)] < +o0}.
e » e o L'(G)={f:G—C :|fl := [5|f(x)|dx < +00}.
1 4= 1 foxh= 2 : A - 24x)'/2
= . = - = — @ L5(G)=<f:G—=C :|f|,:= f(x)|=dx <+
G Z/Nz./ef(x)dx ngfk i k:Zko fi (G) { 1]l = (Jg If(x)[? dx) 00}

e G=RY :/f(x)dx:/ f(X1,...,Xq)dxq - -dxg (f,g):/Gf(X)@dx.
G RY

1 at1 @ Co(G) c L=(G) fonctions continues (G = R, T9) qui tendent vers
e G=T :/Gf(x)dx=/0 f(t)dt:/ f(t)dt 0 & linfini (G = Z9 RY).
a
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(9 GGl GoE

@ [P(G) est un espace vectoriel. fxg(x) = / f(y)g(x — y)dx.
@ ||.[|,, est une norme. G )
Q LP(G), ||-Il, est complet
© Inclusions : Q fcl .
€ L'(G) et g € L>°(G) (ou vice versa), f x g € L>(G) avec

o G=17/NZ, L'(Z/NZ) = [2(Z/NZ) = L=(Z/NZ) Hf*gll( )< il HQH( ) (@

o G=17,L'(Z) c L3(Z) c L~(Z) P VIe=s

o G=T, L(T) C L%(T) C L(T) Q f,g € L%(G), f+g € Co(G) avec ||f x gl < [Ifll2ll9ll2-

O CISIEEBCHE e J Q f,.geL'(G), f+ge L'(G)avec |fxgl; < [fllllgl;-

Q 7 < L'(G) et g € L2(G) (ou vice versa), f x g € L?(G) avec
I+ gll2 < lIfll41lgll2-
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Convolution Convolution

Propriétés - 2

Q frg=gxfet(\M+uf)xg=Axg+ufxg

Q Régularisation. pour G = T% ou R9 : si f € CX(G) avec
dfeL™(G)j=0,..., kalors f + g € CK(G) avec

Sif:Z — C (resp. g) est a support {0, ..., M} (resp. {0, ..., N})ie.
f=(fo,...,fu) etg=(9,---,gm), on peut leur associer des
N

(f x g) = (&F) x g. Y
© Approximation par une fonction réguliére. G = R?, f € L'(RY) polynémes Pr(z) = > fz¥, Py(z) = _ gkz"alors
f>0, [paf(x)dx =1. k=0 k=0

Pour § > 0, f5(x) = 6~9f(x/J).
g€ LP(RY), p=1o0u2ou Cy(R?) (p = cc),alors f; + g — g quand
6 — 0 dans LP(G).

© G =T, méme chose avec f; t.q. fn<|x|<1/2 f(x) dx — 0 pour tout 7.

Pt.g(2) = Pt(2)Pg(2).
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Un charactére de G est une fonction continue
7:G=>T={z€eC |z =1}tq. y(x +y) = v(X)(y)-
G I'ensemble des charactéres de G.

0 G=2,G={(#)jcz : £€[0,1)} =T.

® G=2/Nz, G={(e#™/NY, o n1: k=0,....N—1} =Z/NZ.
@ G=RY G={t— & ;. ¢RI} =R

@ G=T,G={t— ¥ . jez} =7

Transformée de Fourier

fe L1(G), T := FIf] € Co(&) défini par F[f(y) = / F7 () dx.
Explicitement : ¢
1 .
o G=T, k7, Ffl(k) = / F(t)e 2™ dt — c(f) coefficient de
0

Fourier.

=z

—1
o G=17/NZ, k € Z/NZ, F[fl(k) := Fn[fl(k) = 1N fp e
i

Il
o

transformée de Fourier discréte

@ G=1,t€e[0,1), Ff(t) = > _ f(k)e~2™ transformée de Fourier
KEZ
a temps discret.

@ G=RY ¢ cRY, FIA(¢) = / f(x)e=2mx8 dx.
Rd
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Transformée de Fourier inverse

fe L'(G),si F[f] € L'(G) alors f € Cy(G) et

f(x) = ca /G Fox) dy

avec cg = 1 sauf cz/nz = N.
Explicitement :

@ G=T, teT,f(t) =Y yez ck(F) 2™ série de Fourier.

N—1
@ G=17/NZ, k € Z/NZ, f(j) = Z?jeZim’k/N
0

J=

1/\ .
@ G=7,keZ,fy :/ f(t)e?™ .
0

® G=RY x e RY, f(x) = / FIA(€)eF ™9 de.
Rd
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Z?jeZhrjk/N _ e,2i7rjk/Nl Z fe~2imil/N
j=0 j=0 N =0

2inf(k—/N _ £
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I
fell(G)
Q ac G raf(t) = {(t — @), Flrafl(7) = V(A FIf(7) = v(—a) FIf](7)

N—1
1 -
Fnlmefl(k) = N E : f,-,ge’z’”/k/’\’
j=0

N—1
1 . )
_ N § 6_/672177(1 +Ok/N _ fN[f](k)672IW[k/N
J/=0

Q ¢ € G, MA(1) = E(OF().FIMA(v) = FIA(y - €)

N—1
1 . .
fN[MZf](k) — o 2 : fjeZmﬂ/Ne—Zm/k/N
j=0

N—1
1 oimi(k—
=N 2 e I = Al (k — ).
j=0
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Q@ G=RY5>0 () =09 (t/8) FIf](€) = F(5¢).
Q@ G=T%¢eczZ%uRet ¢ cRY,

FloA(§) = 2ixE F](E)

1 .
Dans T : F[of](k) :/ Of(t)e 2kt gt
0
P o _
- [f(t)aefzwkt]o_/ f(t)oe 2k gt
0

1
=2irk | f(t)e 2K dt.
i /0 (He
Q@ G=2%¢cTouR? et c RY, OF[f](¢) = F[-2irtf(1)](€).

Parseval

~[|2 PS
1122 = c|f i O3 /G|f(x)\2dx - cG/alf(§)|2d§ avec ¢ = 1
sauf si G=Z/NZ ol cz/nz = N

N—1
— i e’Z’”jk/N% Z f,e—2imil/N
0 k=0 1=0
1 1

g—2imi(k=)/N
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Fourier et convolution

FIf +6)(v) = FIA(FlO)()-
Flf+0)(0) = & SN0 £+ g(k)e2inkt/N
f()g(k _j)e—2i7rk(2/N

j=0,..,N—1 k=0,....N—1
1 1\ p—2i (K +)t/N
>y aK)e
j=0,...,N—1 kK'=—j,....N=1—j
- L,

_ N\ a—2imjt/N —2ink’¢/N
=N X e tING 3T gk)e

j=0,...,N—1 kK'=—j,...N=1—j
= Fnlfl(6) Fnlg](£).
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Passage d'un Fourier a un autre

P polynéme trigonométrique de degré M si

M

P(t)y= > cke®™

k=—M

1 .
ck = ck(P) = /0 P(t)e~2K dt.

Soitfj:P(4>,j:0,...,2M+1 (uk=—M,...,M)et

f = (f)j=0,..2M+1
Alors

6P = Fanpea[11(K) = {f2M+1 [f](k) pourk =0,.... M

Fomst[flCM +14+k) pourk =p,...,—1
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