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Groupes, fonctions, espaces Lp

Groupes et fonctions
G= groupe et f : G→ C fonction sur G

G = Zd , f : G→ C : f = (fk )k∈Zd suite.
N ≥ 2 entier, G = Z/NZ = {0,1, . . . ,N − 1} : j + k signifie
j + k (mod N).
f : G→ C : f =

(
f (0), f (1), . . . , f (N − 1)

)
∈ CNou f = (fk )k∈Z

N-périodique fk+N = fk .
N,M ≥ 1 entiers G = (Z/MZ)× (Z/NZ), f : G→ C : matrice
M × N ou suite fj,k M-périodique en j et N-périodique en k .
G = Rd , f : G→ C fonction de d variables.
G = T = R/Z = [0,1) avec x + y signifiant x + y (mod1).
Alternative G = {e2iπx , x ∈ [0,1]} avec la multiplication
e2iπxe2iπy = e2iπ(x+y).
f : G→ C= fonction 1-périodique f (x + 1) = f (x).
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Groupes, fonctions, espaces Lp

Intégration sur G

f : G→ C

G = Zd :
∫

G
f (x)dx =

∑
k∈Zd

fk (si ça converge).

G = Z/NZ :
∫

G
f (x)dx =

1
N

N−1∑
k=0

fk =
1
N

k0+N−1∑
k=k0

fk

G = Rd :
∫

G
f (x)dx =

∫
Rd

f (x1, . . . , xd)dx1 · · · dxd

G = T :
∫

G
f (x)dx =

∫ 1

0
f (t)dt =

∫ a+1

a
f (t)dt
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Groupes, fonctions, espaces Lp

Espaces L1,L2,L∞

f : G→ C
L∞(G) = {f : G→ C : ‖f‖∞ := supx∈G |f (x)| < +∞}.
L1(G) =

{
f : G→ C : ‖f‖1 :=

∫
G |f (x)|dx < +∞

}
.

L2(G) =
{

f : G→ C : ‖f‖2 :=
(∫

G |f (x)|
2 dx

)1/2
< +∞

}
〈f ,g〉 =

∫
G

f (x)g(x)dx .

C0(G) ⊂ L∞(G) fonctions continues (G = Rd ,Td ) qui tendent vers
0 à l’infini (G = Z d ,Rd ).
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Groupes, fonctions, espaces Lp

Propriétés
1 Lp(G) est un espace vectoriel.
2 ‖.‖p est une norme.
3 Lp(G), ‖.‖p est complet
4 Inclusions :

G = Z/NZ, L1(Z/NZ) = L2(Z/NZ) = L∞(Z/NZ)
G = Z, L1(Z) ⊂ L2(Z) ⊂ L∞(Z)
G = T, L∞(T) ⊂ L2(T) ⊂ L(T)
G = R pas d’inclusion

Philippe Jaming (IMB) L3: Introduction au traitement du signal
Cours 3: convolution et Fourier 5 /

16

Convolution

Convolution
f ,g : G→ C,f ∗ g : G→ C

f ∗ g(x) =
∫

G
f (y)g(x − y)dx .

Propriétés
1 f ∈ L1(G) et g ∈ L∞(G) (ou vice versa), f ∗ g ∈ L∞(G) avec
‖f ∗ g‖∞ ≤ ‖f‖1‖g‖∞.

2 f ,g ∈ L2(G), f ∗ g ∈ C0(G) avec ‖f ∗ g‖∞ ≤ ‖f‖2‖g‖2.
3 f ,g ∈ L1(G), f ∗ g ∈ L1(G) avec ‖f ∗ g‖1 ≤ ‖f‖1‖g‖1.
4 f ∈ L1(G) et g ∈ L2(G) (ou vice versa), f ∗ g ∈ L2(G) avec
‖f ∗ g‖2 ≤ ‖f‖1‖g‖2.
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Convolution

Propriétés - 2

1 f ∗ g = g ∗ f et (λf + µf̃ ) ∗ g = λf ∗ g + µf̃ ∗ g
2 Régularisation. pour G = Td ou Rd : si f ∈ Ck (G) avec
∂ j f ∈ L∞(G) j = 0, . . . , kalors f ∗ g ∈ Ck (G) avec
∂ j(f ∗ g) = (∂ j f ) ∗ g.

3 Approximation par une fonction régulière. G = Rd , f ∈ L1(Rd)
f ≥ 0,

∫
Rd f (x)dx = 1.

Pour δ > 0, fδ(x) = δ−d f (x/δ).
g ∈ Lp(Rd), p = 1 ou 2 ou C0(Rd) (p =∞),alors fδ ∗ g → g quand
δ → 0 dans Lp(G).

4 G = T, même chose avec fδ t.q.
∫
η<|x |<1/2 f (x)dx → 0 pour tout η.
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Convolution

Exercice
Si f : Z→ C (resp. g) est à support {0, . . . ,M} (resp. {0, . . . ,N})i.e.
f = (f0, . . . , fM) et g = (g0, . . . ,gm), on peut leur associer des

polynômes Pf (z) =
M∑

k=0

fkzk , Pg(z) =
N∑

k=0

gkzkalors

Pf∗g(z) = Pf (z)Pg(z).
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Fourier

Charactère
Un charactère de G est une fonction continue
γ : G→ T = {z ∈ C : |z| = 1} t.q. γ(x + y) = γ(x)γ(y).
Ĝ l’ensemble des charactères de G.

G = Z, Ĝ = {(e2iπjξ)j∈Z : ξ ∈ [0,1)} = T.

G = Z/NZ, Ĝ = {(e2iπjk/N)j=0,...,N−1 : k = 0, . . . ,N − 1} = Z/NZ.

G = Rd , Ĝ = {t → e2iπ〈ξ,t〉 : ξ ∈ Rd} = Rd .
G = T, Ĝ = {t → e2iπjt : j ∈ Z} = Z.
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Fourier

Transformée de Fourier

f ∈ L1(G), f̂ := F [f ] ∈ C0(Ĝ) défini par F [f ](γ) =
∫

G
f (x)γ(x)dx .

Explicitement :

G = T, k ∈ Z, F [f ](k) =
∫ 1

0
f (t)e−2iπkt dt = ck (f ) coefficient de

Fourier.

G = Z/NZ, k ∈ Z/NZ, F [f ](k) := FN [f ](k) =
1
N

N−1∑
j=0

fke−2iπjk/N

transformée de Fourier discrète
G = Z, t ∈ [0,1), F [f ](t) =

∑
k∈Z

f (k)e−2iπkt transformée de Fourier

à temps discret.

G = Rd , ξ ∈ Rd , F [f ](ξ) =
∫

Rd
f (x)e−2iπ〈x ,ξ〉 dx .
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Fourier

Transformée de Fourier inverse

f ∈ L1(G), si F [f ] ∈ L1(Ĝ) alors f ∈ C0(G) et

f (x) = cG

∫
Ĝ

f̂ (γ)γ(x)dγ

avec cG = 1 sauf cZ/NZ = N.
Explicitement :

G = T, t ∈ T, f (t) =
∑

k∈Z ck (f )e2iπkt série de Fourier.

G = Z/NZ, k ∈ Z/NZ, f (j) =
N−1∑
j=0

f̂je2iπjk/N

G = Z, k ∈ Z, fk =

∫ 1

0
f̂ (t)e2iπkt .

G = Rd , x ∈ Rd , f (x) =
∫

Rd
F [f ](ξ)e2iπ〈x ,ξ〉 dξ.

N−1∑
j=0

f̂je2iπjk/N =
N−1∑
j=0

e2iπjk/N 1
N

N−1∑
l=0

fle−2iπjl/N

=
N−1∑
l=0

1
N

fl
N−1∑
j=0

e2iπj(k−l)/N = fk
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Fourier

f ∈ L1(G)
1 a ∈ G, τaf (t) = f (t − a),F [τaf ](γ) = γ(a)F [f ](γ) = γ(−a)F [f ](γ)

FN [τ`f ](k) =
1
N

N−1∑
j=0

fj−`e−2iπjk/N

=
1
N

N−1∑
j ′=0

fj ′e−2iπ(j ′+`)k/N = FN [f ](k)e−2iπ`k/N

2 ξ ∈ Ĝ, Mξf (t) = ξ(t)f (t),F [Mξf ](γ) = F [f ](γ − ξ)

FN [M`f ](k) =
1
N

N−1∑
j=0

fje2iπj`/Ne−2iπjk/N

=
1
N

N−1∑
j=0

fje−2iπj(k−`)/N = FN [f ](k − `).
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Fourier

1 G = Rd , δ > 0 fδ(t) = δ−d f (t/δ) F [fδ](ξ) = F(δξ).
2 G = Td ξ ∈ Zd ou Rd et ξ ∈ Rd ,

F [∂f ](ξ) = 2iπξF [f ](ξ)

Dans T : F [∂f ](k) =
∫ 1

0
∂f (t)e−2iπkt dt

=
[
f (t)∂e−2iπkt

]1

0
−
∫ 1

0
f (t)∂e−2iπkt dt

= 2iπk
∫ 1

0
f (t)e−2iπkt dt .

3 G = Zd ξ ∈ Td ou Rd et ξ ∈ Rd , ∂F [f ](ξ) = F [−2iπtf (t)](ξ).
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Fourier

Parseval

‖f‖2L2(G) = cG

∥∥∥f̂
∥∥∥2

L2(Ĝ)
c.a.d

∫
G
|f (x)|2 dx = cG

∫
Ĝ
|̂f (ξ)|2 dξ avec cG = 1

sauf si G = Z/NZ où cZ/NZ = N

1
N

N−1∑
j=0

|̂f (j)|2 =
1
N

N−1∑
j=0

f̂ (j )̂f (j)

=
1
N

N−1∑
j=0

1
N

N−1∑
k=0

fke−2iπjk/N 1
N

N−1∑
l=0

fle−2iπjl/N

=
1
N

N−1∑
l=0

1
N

N−1∑
k=0

fk fl
1
N

N−1∑
j=0

e−2iπj(k−l)/N

=
1
N

1
N

N−1∑
k=0

fk fk .
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Fourier

Fourier et convolution

F [f ∗ g](γ) = F [f ](γ)F [g](γ).

FN [f ∗ g](`) = 1
N
∑N−1

k=0 f ∗ g(k)e−2iπk`/N

=
1
N

∑
k=0,...,N−1

1
N

∑
j=0,...,N−1

f (j)g(k − j)e−2iπk`/N

=
1
N

∑
j=0,...,N−1

f (j)
1
N

∑
k=0,...,N−1

g(k − j)e−2iπk`/N

=
1
N

∑
j=0,...,N−1

f (j)
1
N

∑
k ′=−j,...,N−1−j

g(k ′)e−2iπ(k ′+j)`/N

=
1
N

∑
j=0,...,N−1

f (j)e−2iπj`/N 1
N

∑
k ′=−j,...,N−1−j

g(k ′)e−2iπk ′`/N

= FN [f ](`)FN [g](`).
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Passage d’un Fourier à un autre

P polynôme trigonométrique de degré M si

P(t) =
M∑

k=−M

cke2iπkt

ck = ck (P) =

∫ 1

0
P(t)e−2iπkt dt .

Soit fj = P
(

j
2M + 1

)
, j = 0, . . . ,2M + 1 (ou k = −M, . . . ,M) et

f = (fj)j=0,...,2M+1
Alors

ck (P) = F2M+1[f ](k) =

{
F2M+1[f ](k) pour k = 0, . . . ,M
F2M+1[f ](2M + 1 + k) pour k =M , . . . ,−1

.
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