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Avant propos

Ce cours a été réalisé a I’Université de Nouvelle Calédonie, Nouméa, en aotit 2005. Nous sou-
haiterions remercier le Professeur H. Bonnel pour son invitation, mais aussi les étudiants, motivés
et agréables.

Ce cours doit beaucoup aux notes que Pierre Charrier et Denise Aregba nous ont donnés. Ils sont
respectivement Professeur et Maitre de Conférence & I’Université Bordeaux I. Ce cours a beaucoup
emprunté aussi a divers ouvrages

— Algebre linéaire : les références [1], [2], [3] et [4]

— Interpolation et quadratures numériques : [5], [6], [7].

Faure de temps, nous n’avons pas pu traiter I’approximation d’équations différentielles ordinaires.
On peut trouver les informations nécessaires dans [5], [6].



Chapitre 1

Introduction

Le but du cours est de donner quelques éléments de base d’analyse numérique. Qu’est ce que
I’analyse numérique ? C’est la science, l’art aussi, qui permet, pour un probléme «continu» donné
de construire et analyser un algorithme, c’est & dire une méthode constructive, réalisable en temps
fini, qui fournit une solution approchée du probléme qu’on s’est donné. Il est donc nécessaire de
connaitre les propriétés de la méthode : cotit (nombre d’opérations nécessaires pour une machine
donnée), stabilité (sensibilité aux erreurs d’arrondis par exemple, mais aussi respect ou non respect
des bornes a priori du probléme continu), convergence (quelle est la qualité de ’approximation),
etc.

Ce document n’est pas exempt de coquilles, il y en a certainement beaucoup. Nous nous en
excusons par avance en espérant qu’elles ne perturberont pas trop le lecteur.

Exemple de la météorologie. Le physicien/mécanicien écrit les modéles permettant de décrire
les phénoménes physiques «intéressants» : force et direction du vent, humidité, nuages, intérac-
tion atmosphére-océan, role de la topographie, des zones vertes, etc). On écrit ainsi un systéme
d’équations aux dérivées partielles qui relie les différentes variables du modéle (température, pres-
sion, vitesse, salinité, etc). Ces modéles n’ont en général pas de solution analytique calculable en
pratique.

Le mathématicien s’occupe de I’analyse des équations (probléme bien posé, existence, unicité,
comportement des solutions, etc) et de I’analyse numérique du probléme (définition d’un algorithme,
analyse de cet algorithme (existence de solution, stabilité, ... ), implémentation en machine, expo-
litation des résultats (visualisation, ...).

Il s’agit d’un art dans le sens ou il est trés rare que les modéles et les algorithmes, en raison
de leur complexité, soient complétement analysable de maniére rigoureuse. On est donc conduit
& raisonner par analogie, utiliser une certaine intuition des algorithmes et des modéles afin d’étre
capable de donner suffisament d’éléments permettant de conduire & un jugement raisonné de la
méthode.

Un exemple trés simple. Considérons le modéle suivant qui consiste & trouver une fonction
t — y(t) telle que

y = te[0,7)

y(0) = 1.

I <



On sait que la solution est y(t) = e’. Plutét que de raisonner sur [0,7] tout entier (un continuum
de nombres réels), on va considérer un ensemble discret d’instants, 0 =t <t; < ... <t <...<
ty =T ou t, = nAt et At = % Ainsi, plutot que de considérer la fonction y (un continuum de
valeurs), on va considérer un nombre fini de leurs valeurs, ou plutdt une approximation de ceux—ci,
a savoir y, ~ y(t,), n=20,..., N.

L’algorithme est

Ynt1 = Yn + Aty, ( = (1 + At)%b) .

Le but de ’analyse numeérique est donc d’analyser cet algorithme (quelle est sa pertinence, comment
approche—t’on la solution, quelle est la qualité de ’approximation, quel est le cofit, est—ce stable,
ect).

Il ne fait pas croire que c’est simple. On peut trés facilement construire des algorithmes insensés,
méme en travaillant dur. Méme si ’algorithme est parfait sur le papier, on peut avoir de graves
problémes une fois qu’on I’a implémenté en machine. Un exemple est donné par la choses suivante.

On sait bien que 1 = (10" 4+ 1) — 10", quelque soit n € N. On veut le vérifier & Iaide du
programme suivant

program test
implicit none
!
! but montrer le role des erreurs d’arrondi sur un exemple tres simple
!
real temp, x, ¥y
integer i
temp=1
do i=1,35
temp=10*temp
x=temp+1
y=temp
print*, "n= ",i,x-y
enddo
end program test

Si on le compile avec le compilateur g77, on trouve

B
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n= 10 O.
n= 11 O.
n= 12 O.
n= 13 O.
n= 14 O.
n= 15 O.
n= 16 O.

Si on le compile avec le compilateur ifort d'INTEL, on a le méme résultat. Si maintenant on le
compile avec 'option - r8, on obtient

n= 1 1.00000000000000
n= 2 1.00000000000000
n= 3 1.00000000000000
n= 4 1.00000000000000
n= 5 1.00000000000000
n= 6 1.00000000000000
n= 7 1.00000000000000
n= 8 1.00000000000000
n= 9 1.00000000000000
n= 10 1.00000000000000
n= 11 1.00000000000000
n= 12 1.00000000000000
n= 13 1.00000000000000
n= 14 1.00000000000000
n= 15 1.00000000000000
n= 16 0.000000000000000E+000
n= 17 0.000000000000000E+000
n= 18 0.000000000000000E+000
n= 19 0.000000000000000E+000
n= 20 0.000000000000000E+000
n= 21 0.000000000000000E+000
n= 22 0.000000000000000E+000
n= 23 0.000000000000000E+000

On voit donc que si n est assez grand, le calcul numérique est faux. On voit aussi que cela dépend
de la précision demandée (simple, double précision). Par exemple, le méme programme compilé avec
Poption -r16 (quadruple précision) donne le résultat déroutant

n= 1 1.00000000000000000000000000000000
n= 2 1.00000000000000000000000000000000
n= 3 1.00000000000000000000000000000000
n= 4 1.00000000000000000000000000000000
n= 5 1.00000000000000000000000000000000
n= 6 1.00000000000000000000000000000000
n= 7 1.00000000000000000000000000000000
n= 8 1.00000000000000000000000000000000
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20
21
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23
24
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.00000000000000000000000000000000
.00000000000000000000000000000000
.00000000000000000000000000000000
.00000000000000000000000000000000
.00000000000000000000000000000000
.00000000000000000000000000000000
.00000000000000000000000000000000
.00000000000000000000000000000000
.00000000000000000000000000000000
.00000000000000000000000000000000
.00000000000000000000000000000000
.00000000000000000000000000000000
.00000000000000000000000000000000
.00000000000000000000000000000000
.00000000000000000000000000000000
.00000000000000000000000000000000

256 0.500000000000000000000000000000000
26 0.500000000000000000000000000000000
27 0.500000000000000000000000000000000
28 0.500000000000000000000000000000000

29
30
31
32
33
34

N

.00000000000000000000000000000000
.00000000000000000000000000000000
.00000000000000000000000000000000
.00000000000000000000000000000000
.00000000000000000000000000000000
.00000000000000000000000000000000

35 0.000000000000000000000000000000000E+0000

On a la affaire & un exemple typique d’erreur d’arrondi :
valeur maximale du plus grand réel (cf déclarations du programme) représentable dans le mode
choisi (simple, double, quadruple précision).

Si maintenant on considére le programme

program test
implicit none

si n est trop grand, 10™ dépasse la

! but montrer le role des erreurs d’arrondi sur un exemple tr\‘es simple

integer temp, x, y

integer i
temp=1
do i=1,35
temp=10*temp
x=temp+1
y=temp

print*, "n= ",i,x-y



enddo
end program test

(une seule ligne de difference), on obtient en simple précision

n= 1 1
n= 2 1
n= 3 1
n= 4 1
n= 5 1
n= 6 1
n= 7 1
n= 8 1
n= 9 1
n= 10 1
n= 11 1
n= 12 1
n= 13 1
n= 14 1
n= 15 1
n= 16 1
n= 17 1
n= 18 1
n= 19 1
n= 20 1
n= 21 1
n= 22 1
n= 23 1
n= 24 1
n= 25 1
n= 26 1
n= 27 1
n= 28 1
n= 29 1
n= 30 1
n= 31 1
n= 32 1
n= 33 1
n= 34 1
n= 35 1

Mais il ne faut pas croire que le résultat est juste pour autant : si on imprime la valeur de temp, on
a (quatriéme colonne)

n= 1 1 10
n= 2 1 100
n= 3 1 1000
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10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
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10000
100000
1000000
10000000
100000000
1000000000
1410065408
1215752192
-727379968
1316134912
276447232
-1530494976
1874919424
1569325056
-1486618624
-1981284352
1661992960
-559939584
-1304428544
-159383552
-1593835520
1241513984
-469762048
-402653184
268435456
-1610612736
1073741824
-2147483648
0

0
0
0

en simple précision, avec ’option -i8, on a
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10

100

1000

10000
100000
1000000
10000000
100000000
1000000000
10000000000
100000000000
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1000000000000
10000000000000
100000000000000
1000000000000000
10000000000000000
100000000000000000
1000000000000000000
-8446744073709551616
7766279631452241920
3875820019684212736
1864712049423024128
200376420520689664
2003764205206896640
1590897978359414784
-2537764290115403776
-6930898827444486144
4477988020393345024
7886392056514347008
5076944270305263616
-4570789518076018688
-8814407033341083648
4089650035136921600
4003012203950112768
3136633892082024448
-5527149226598858752
68739955140067328
687399551400673280
6873995514006732800
-5047021154770878464
4870020673419870208
-6640025486929952768
7386721425538678784
80237960548581376
802379605485813760
8023796054858137600
6450984253743169536
9169610316303040512
-537617205517352960
-5376172055173529600
1578511669393358848
-2661627379775963136
-8169529724050079744
-7908320945662590976
-5296233161787703296
2377900603251621888



n= 57 1 5332261958806667264
n= 58 1 -2017612633061982208
n= 59 1 -1729382256910270464
n= 60 1 1152921504606846976
n= 61 1 -6917529027641081856
n= 62 1 4611686018427387904
n= 63 1 -9223372036854775808
n= 64 1 0
n= 65 1 0
n= 66 1 0
n= 67 1 0
n= 68 1 0
n= 69 1 0

Tout ce qu’on fait est de reculer les échéances.
Cet exemple illuster le probléme de 'overflow. En TD, on verra des exemples d’underflow.

11



Chapitre 2

Rappels et compléments d’algébre
linéaire

Dans ce chapitre, on donne quelques rappels d’algébre linéaire (espaces vectoriel, matrices,
normes) et quelques compléments (conditionnement).

2.1 Algébre linéaire de base

Dans tout le cours, K désigne un corps commutatif qui sera R ou C, et dans la pratique sera
toujours R.

Définition 2.1.1 (Espace vectoriel sur K). Un ensemble E muni d’une loi interne + et d’une
loi externe . est un espace vectoriel sur K si

1. quelques soient x,y € E, x +y € E : loi interne,

2. + est associatif et commutatif,

8. + admet un élément neutre noté 0 : quelque soit x € R, x + 0 = .

4

. Tout élément admet un opposé pour la loi + : quelque soit x € F, il existe y € E tel que
x4y = 0. On note 'opposé par —z,

v

. Quels que soient r,y € R, \,u € K, on a
(a) A+ p).z=X.24+pun.vy,
(b)) Nz+y)=X.z4+pu.vy,
(¢c) A (p-x)=(p) . x

On a la notion de sous—espace vectoriel.

Définition 2.1.2 (Famille génératrice—Famille libre). On dit que F' = {z1,...,z,}
— est une famille génératrice de E si le sous—espace engendré par F' est égal a E.
— est une famille libre si toute combinaison linéaire nulle formée d’éléments de F est nécessai-
rement a cefficients nuls

Z agl =0 implique g = 0 quelque soit § € G.
EeGCF

12



Ensuite,
Définition 2.1.3 (Base). On dit que B est une base de E si c’est une famille génératrice libre.

Remarquons que toutes les sommes sont finies.
On dit qu’un espace vectoriel est de dimension finie s’il admet une famille génératrice finie. On
a le résultat suivant

Théoréme 2.1.1. Soit E un espace vectoriel différent de {0}. Il admet une base. SiE est de di-
mension finie, toute base admet le méme cardinal qu’on appelle la dimension de F.

On définit ensuite la somme de deux sous—espaces vectoriels F' et G de ' comme étant I’espace
engendré par F'UG. On dit que F' et G sont en somme directe si F'+G = E et FNG = {0}. Il est
alors clair que dimF = dimF + dim G. Enfin, on montre que tout sous—espace F' de E admet un
supplémentaire H.

Exemple 2.1.4. L’espace RN admet pour base la base canonique. Il est donc de dimension N. Un
supplémentaire de RP x {0}V =P est par exemple {0} x RN -7,

2.2 Applications linéaires.

Définition 2.2.1. Soit f : E — F une application entre deuz espaces vectoriels. On dit que c’est
une application linéaire si quelques soit x, y € E et \ € K, f(z+y) = f(z)+ f(y) et f(Ax) = Af(x).

Exemple 2.2.2. Des exemples sont Uapplication identité, les applications p et s définies sur R? par
p(xay) = et 8(1‘,y) = (y,w)

On munit les applications linéaires de 1’addition et du produit par un scalaire ce qui fait de
L(E, F) un espace vectoriel de dimension dimFE x dimF'. Une bijection entre deux espaces vectoriels
est un isomorphisme. Enfin, on a la composition des applications qui est stable.

On définit le noyau et I'image d’une application linéaire f : £ — G

Kerf ={x € E, f(x) =0}

et
Imff ={y € F, il existe x € E,y = f(x)}.

Clairement un endomorphisme est injectif si Kerf = {0}, il est surjectif si Imff = F. C’est un
isomorphisme s’il est injectif et surjectif.

Si B ={e1,...,e,} est une base de E, Im f est engendré par {f(e1),..., f(e,)}. Enfin, on a le
théoréme du rang :

Théoréme 2.2.1. Si f : E — F est une application linéaire et si E/ est de dimension finie, on a

dim E = dim Ker f+ dim Im f.

13



2.3 Matrices

Une facon de les définir est de le faire en utilisant la notion d’application linéaire. Soit f : £ — F
une application linéaire, B = {e1,...,e,} une base de E et Bp = {f1,..., fp} une base de F'. On
sait que

P
fleg) = aiyfi
=1
On définit la matrice de f relativement aux bases Br et B par le tableau

a11 Q12 ... Qip
M(f, Bg, Br) =
Gp1  Ap2 ... Gpn

La premiére colonne donne les composantes de f(eq), etc. Si

T

,ona

m=1 =1
et donc matriciellememnt

n
E a117]

ail a2 ... Qip T =1
n

apl apg apn In
E AT
=1

En transposant les opérations 4+ et . des opérateurs linéaires, on définit une structure d’espace
vectoriel. Enfin, le produit est défini comme la transposition matricielle de la composition des
applications : soient f : E — F et g : FF — G deux endomorphismes. go f : F — G et donc (en
utilisant des bases)

M(g o f, BE, BG) = M(g, BF, BE)M(f, BE, Bg)

Posons M(f, Bg, Br) = (aij)i<n,i<m €t M (g, Bg, Br) = (bij)1<i<p,1<j<m En faisant les calculs,
onasi M(go f,Bg,Bg) = (¢ij)i<i<n,1<j<p avec

p
Cij = E biaij.
1=1

Pour voir cela, il suffit d’évaluer g o f sur les éléments de la base Bg.
On montre que le produit est associatif (car la composition l’est).

14



Remarque 2.3.1. En faisant ce calcul, on n'utilise que la structure algebrique de K, et en fait une
partie de celle—ci : on n’emploie que la structure d’algébre de K. Ainsi, si les éléments d’une matrice
sont des matrices (matrice par bloc), les calculs précédents s’adaptent immédiatement. Par exemple,
considérons les matrices blocs

A A12> (Bu B2 313)
A= t B = )
<A21 Ao ¢ Boy Bzs Bag

Dans A, les matrices A1 et Aio d’une part et Asy et Ao d’autre part, ont le méme nombre de
lignes. De méme, les matrices A1y et As1 d’une part et A1o et Aso d’autre part ont le méme nombre
de colonnes. Le produit de A et B est donné par

c— (Aan + A12By1 AnBia+ A12By AnBiz+ A12323>
A91B11 + A9 Ba1 A21Bio + A2 Bos A1 Bis + AxaBas )

La encore, le produit est associatif.

Exercice 2.3.1. On définit E;j la matrice (n,n) dont tous les coefficients sont nuls sauf celui qui
est a la croisée de la i°ligne et de la j ®colonne. Celui-la vaut 1. Montrer que E;jEy = 05, Ey ot 0y,
est le symbole de Kronecker '

Enfin, on définit la matrice identité Id,,, la matrice associée & ’endomorphisme Id de E, c’est
& dire le tableau dont toutes les entrées sont nulles sauf les entrées situées sur la diagonale et qui
valent 1.

Si A € M,(K), A est inversible s’il existe B € M,(K) telle que AB = Id,. Si on se donne
une base de E, A est associée & ’endomorphisme f et B, son inverse, est associé & f~'. On note
B = A~!. On sait que A est inversible si et seulement si son déterminant est nul.

2.4 Valeurs propres

Soit A € K et A € M,(K) une matrice n x n. Considérons la matrice A — \ Id,,. Deux cas
peuvent se produire : ou bien A — A Id,, est inversible, ou bien elle ne ’est pas. Ceci est le cas si

det(A — X Id,) = 0.

Dans ce cas, (en identifiant endomorphisme et matrice une fois pour toute), il existe z € K" non
nul dans le noyau de A\ Id,, i.e.

Az = d\x.

On dit que A est une valeur propre de A. On a les résultats suivants

Définition 2.4.1. On dit que A € M, (K) est diagonalisable dans K s’il existe une matrice inversible
P € M, (K) et une matrice diagonale D = diag (\;) telle que

A=P'DP

On dit aussi que A est semblable ¢ une matrice diagonale.

léjk =1sij =k et 0 sinon.

15



On définit les matrices de Jordan par

A1 0 0
0 1

Je(A) = |
0 1

On a le

Théoréme 2.4.1 (Forme de Jordan). Soit A € M,(C). A est semblable & une matrice diagonale
bloc de la forme

A 0 O
0 Ay O

D=1{ . .
0 A

ou les matrices A; sont soit de la forme Ay = A\, Id,, ou est un bloc de Jordan Jy,,(N\;) avec \; € C.

On définit le rayon spectral de A, noté p(A) comme étant le max des valeurs propres (éventuel-
lement complexes) de A.

2.5 Normes

Ici encore K =R ou C.
Définition 2.5.1. Soit E un espace vectoriel sur K. Une norme est une application |||| : E — R*
telle que

1. quelques soient x et y € E, ||z +y|| < ||z]| + ||y,

2. quelques soient x € E et A € K, ||Az|| = || ||=||,

3. ||z|| =0 si et seulement si x = 0.

Exemple 2.5.2. On a les exemples suivants pour E = K" et x = (z1,...,Ty).
= zlloo = max; [a;]

n 1/p
— pour p > 1, ||z||, = (Z\xﬂp)

j=1
sont des normes.
On a de plus linégalité de Holder—Minkowski : si q est défini par 1/p+1/q =1,

n
> Lzl < llellp llyllg.
j=1

On regarde plus en détail le cas p = q = 2, pour lequel cette inégalité est celle de Cauchy—Schwarz.
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Cas des espaces euclidiens. Soit E un espace vectoriel sur R. On le munit d’une forme bilinéaire
symétrique définie positive < ., . > : E X E — R, c’est a dire d’'une forme vérifiant
forme bilinéaire Pour x fixé, F — R,y —< x,y > est linéaire. De méme, y —< x,y > est
linéaire quelque soit © € F.
forme symétrique Quelques soient z,y € F, < z,y. =, ¥y, x.,
forme positive Quelque soit = € E, ,x,z. > 0,
forme définie . Soit x € E tel que quelque soit y € E, ,x,y. = 0 alors £ = 0. Remarquons qu’il
suffit de vérifier ici que si < x,x >= 0 alors z = 0.
Si on considére £ = R™ muni de sa base canonique (qui est orthonormée pour le produit scalaire
canonique), si A € M, (R), en identifiant A et 'endomorphisme dont A est la matrice, on définit la
transposition (notée A* ou ‘A ou encore AT) par

quelques soient =,y € E, < Az, y >=,z, ATy > .
Du point de vue matriciel, la matrice AT est définie par
AT = (bij)1<i j<navec bij = aji.

On peut bien str définir la transposée d’une matrice (n,m) avec n # m.
Une matrice est symétrique si elle est égale & sa transposée. Dans ce cas, on sait qu’elle est
diagonalisable & valeurs propres réelles, et on a ’exercice suivant

Exercice 2.5.1. Soit A € M,(R). Il existe une matrice diagonale D a coefficients réels et deux
matrices unitaires’ U et V telles que

A=U"DV.
A partir de 14, on peut définir une notion de norme induite sur M, (R). On a la

Définition 2.5.3. Soit A € M, (R). On définit
Ax
= sup 2L sup (e ).
x#0 Hl'H [|lz||=1

Montrons pour commencer que si on est en dimension finie, alor ce nombre (||A||) est fini. Soit

x = (z1,...,%,), on note encore par {ey,...,e,} la base canonique de K. On a alors = = g i€

et donc

[Az]| <D lail |Aell < C Yol = C Jlally

ou C' = max; || Ae;||. Etant en dimension finie, toutes les normes sont équivalentes. 11 existe C7 > 0
et Cy > 0 tels que
Cillzfls < 2| < Colfz]2,

donc

C
lAzl] < 7l

d’otul le résultat.

2R est unitaire si RRT = Id.
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Remarque 2.5.4. On a les résultats suivants
— || 1dn]| = 1,
— Quelque soit la norme || . ||, on a p(A) < ||A]l.

Exercice 2.5.2. Déterminer les normes induites pour les normes L', L™, L?.
On a aussi I'inégalité suivante : quelques soient A, B € M, (K),
IABI[ < [A[| [|B]] (2.1)

On peut aussi montrer que si || . || est une norme sur M, (K) qui vérifie I'inégalité (2.1), alors il
existe une norme sur K" telle quelque soit z € K", ||Az|| < ||A|| ||z||.* Ceci montre que la norme
de Shur définie par ||A|| = tr(AAT) qui n’est pas une norme matricielle (car ||Id|| = n) vérifie
néanmoins ||Az|| < ||4]| ||x|| pour une norme définie sur K" bien choisie.

En employant la forme de Jordan des matrices on peut montrer le résultat suivant

Théoréme 2.5.3. Soit A € M, (K). La suite { A" },en converge vers la matrice nulle si et seulement

si p(A) < 1.
dont on déduit le corrolaire
n
Corollaire 2.5.5. La suite ZAZ et convergente si et seulement si p(A) < 1. Si elle converge, elle

=0
onverge vers ( Id — A)™1.

On a alors 'exercice

Exercice 2.5.4. Si A € M, (K), quelque soit la norme induite,
A) = lim ||A¥|M*.
p(4) = lim |47

2.6 Conditionnement d’un systéme linéaire

Si A € M,,(K), on peut rarement résoudre ezactement le probléme Az = b. Ici on ne parle pas de
la résolution effective du probléme, ceci sera abordé au chapitre suivant, mais du fait qu’en pratique
la matrice A et/ou le vecteur b sont connus imparfaitement (erreur de mesure, erreurs de calculs,
d’arrondis, etc). Quelle est U'influence de cela sur la solution z, supposant qu’on a une méthode
parfaite de résolution.

On va regarder le probléme ou au lieu de résoudre Ax = b, on résoud

(A+6A)y = b+ b.

On commence par un exemple. On prend

10 7 8 7 32
7 5 6 b 23
A= 8§ 6 10 9 b= 33
7 5 9 10 31

3 Indication. si € K", on considére la matrice [z] dont les vecteurs colonnes sont = et 0 n — 1 fois. On pose alors

llz[| = [l[][]-
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La solution est

1
|1
=
1
Si on perturbe les données par
10 7 81 7.2 32.01
7.08 504 6 5 22.99
A+od= 8 599 989 9 b= 33.01
6.99 499 9 9098 30.99
La solution est alors
1.82
| —1.36
| 035
—0.21
La matrice d A est
0 0 0.1 0.2
0.08 0.04 0 0
04 = 0 —-0.02 -0.11 0
—-0.01 —-0.01 0 —0.02
0.82
—1.36 : . . R
et y—x = 0.35 On voit que de petites causes peuvent avoir de grands effets. .. De méme on
—-0.21
voit que ’équation
(A+5A)z=1b
produit
—81
L 137
S| -34
22
soit
—82
R 136
| -35
21

On voit donc que sans perturber le second membre, les résultats sont pires.
Comment quantifier de phénoméne ? On a les résultats suivants

Théoréme 2.6.1. Soit A une matrice inversible. Soient x et x + dx les solutions de
Az =10 Az + 0x) = b+ db.

Alors
|[6|]

||

[|b]]

1ol

< [lAlF AT
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Démonstration. On a Adxz = b soit dz = A~15b, d’onr
|6z < [JAH] []80]].

De méme, puisque Ax = b, on a

|16l < [|A[[ []=[]
done [10x]] _ [19b] _ |160]]
<||lA~t < 14]| 1A~
< A < Al A e

Théoréme 2.6.2. Soit A une matrice inversible, x et x + dx les solutions de
Az = b, (A4 5A)(x + dx) = 0.

Alors
[0A]|

A A 1 ’
< [A[[ [[A=] Al

Démonstration. Puisque
b= (A+0A)(x+ dx) = Az,

on a

Adzx + 6A(z +d0z) =0

soit dx = —A716A(z + 6x) et donc ||6x|| < [|A7Y]] ||64]] || + dz|| d’ott le résultat.

On définit alors le conditionnement d’une matrice par

Définition 2.6.1. On appelle conditionnement d’une matrice inversible A € M, (R) le nombre

cond A = ||A|| ||A7Y).

On pose cond ,(A) = [|A]|, [|[A7L]],-
On alors

Proposition 2.6.2. Soit A € M,(R). On a les propriétés suivantes
— cond (@A) = cond (A) quelque soit o # 0,
- cond A>1.

HKmin
de AAT.

— cond 2(A) =1 si et seulement si A = aQ) ou @ est unitaire,

cond 9(A) = B 0% fimaz (T€SP. tmin) est la plus grande (resp. plus petite) valeur propre

— Si on change de norme, il existe des constantes K1 et Ko positives telles que

Ky cond || |A < cond || 1A < Ky cond ) A.
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Les démonstrations sont simples et laissées en exercice. La derniére propriété montre que si
le conditionnement dans une norme est mauvais, on n’a que trés peu de chance de ’améliorer en
changeant de norme. Il faut recourir 4 d’autres méthodes pour améliorer le conditionnement d’une
matrice, par exemple pré—multiplier A par une «bonne» matrice P dite de préconditionnement
afin que cond (PA) soit sensiblement plus petit que cond (A). La recherche de telles matrices de
préconditionnement ne peut se faire qu’au cas par cas et est de toute maniére trés difficile. Deux
choix classiques sont P = la matrice diagonale formée des termes diagonaux de A, ousi A =Id— B
avec ||B|| < 1, la matrice P = Id + P qui est le premier terme du dévelopement en série de

A~l = (Id - B)~..

Remarque 2.6.3. Il n’y a aucun lien entre le conditionnement d’une matrice et son déterminant.
Considérons l’exemple suivant

1 2 0
0 1
On adet A =1. L’inverse de A est
1 -2 4 (=2)n!
Al = ) ) .
0 1

Onal||Alloo = |AT|1 =3 et A oo = [|A7 1 =1+2+4+... + 2V 1 =2V 1. Ainsi,
cond 1A =32 —1).
En TD, on regardera les matrices suivantes
— Matrice de Hilbert. H = (hjj)1<i j<n avec
1

itj—1
— Soit A une matrice diagonale d’ordre 100. On suppose Aj; = 1 et A; = 1/10 dés que i > 1.

On a det A = 107 mais cond 3(A) = 10.

On finit sur le résultat suivant qui relie le comportement de I'inverse d’une matrice au voisinage
d’une matrice donnée au conditionnement de cette derniére

ij =

Théoréme 2.6.3. Soient A et A+ 6A deux matrices inversibles. Alors

(A +54)1 — 47| A4
< _
TA+saT = 4]

Démonstration. Puisque (A4 JA)"1 (A4 JA) = Id,
(A4+6A) Y Id+5A Ay =A"1

Donc

(A+0A) 7 — AT =(A+5A) —(A+6A) " (Id+5A A7)
=(A+5A)! ( Id — Id - 6A A‘1>
= —(A464)716A A1
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d’ou

1(A+84)7 = ATH < [[(A+6A) 7Y [[6A]] [[ A7)

ce qui achéve la preuve.
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Chapitre 3

Résolution de systémes linéaires

3.1 DMotivation

On veut connaitre la répartition de chaleur dans une barre [0, 1] chauffée aux deux bouts. Si o
désigne la conductivité thermique du matériau, on sait que la température 7' vérifie

0 oT
oz (U@x> = f(x)

dans le matériau (ici f désigne la source éventuelle de chaleur), et on a les deux conditions aux
limites 7'(0) = a, T'(1) = b. Si la conductivité thermique o dépend de = (par exemple si la barre
n’est pas homogene), il est trés difficile voire impossible de résoudre analytiquement le probléme.
Bien siir, il existe une formule analytique

T(z) = /Ox (/Osf(t)dt>d5—l—0x+0’

ou C et C’ sont deux constantes qu'on détermine en évaluant 7(0) = a et T'(1) = b, mais il est trés
rare qu’on puisse evaluer explicitement l'intégrale double. Dans ce cas, il faut recourir & une formule
de quadrature, donc une approximation. Qui plus est, la méthode employée ici (calcul successif de
primitive) ne fonctionne qu’en une dimension d’espace.

Supposons pour simplifier que ¢ soit constant. Pour évaluer numériquement la solution, on va
approcher la dérivée seconde. Dans ce cas, on se donne un maillage x; = iAz, Az = 1/N et
i =0,...N. En employant des développements de Taylor on voit que

T Tip1 — 2T + Ty

0x2 Ax? + (’)(Am4).

On va décider d’approcher 'opérateur d’ordre deux par la différence divisée, et on est conduit au
probléme

b—2T) +T2 = Az%f;
T —2T5+13 = A$2f2

Tn_2 —2TN_1+a=Ax?fy
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On est donc conduit & résoudre le systéme Ax = b avec

2 -1 ... 0
A—_ |t | (3.1)
0 12
Az?fi —b
et:U:(Tl TN) et b= A:U:2f2
szfN—a

On va donc s’intéresser au probléme suivant. Soit A € M,,(K) une matrice carré d’ordre n et
b € K™. On cherche a déterminer x € K" tel que

Ax =b.
On sait qu’'une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe une unique solution est det A # 0.
On note a; le i®vecteur colonne de A. Si x = (x1,...,2,), la solution est donnée par la formule
de Cramer .
_det(a1,a2,...,a4...)
Y det(ar, .-, an)
ol fll =b.

Evaluons le nombre d’opérations nécessaires au calcul dans le cas d’une matrice pleine (i.e. aucun
ou trés peu de coefficients a;; sont nul, ce qui n’est pas le cas de I’exemple plus haut). Néanmoins,
méme dans le cas d’une matrice creuse, les formules de Cramer sont généralement peu efficaces en
terme de précision.

On a donc n + 1 déterminants & évaluer. Dans le cas du déterminant de A (par exemple), on a

det A = Z (—1)8(0)010(1) <+ Opo(n)-
0ES
Ici, S,, désigne ’ensemble de toutes les bijections de {1,...,n}, s(o) est la signature de o. Le calcul
de det A nécessite donc n! additions et nn! multipplications. En négligeant les additions (dont leur
coup n’est cependant pas négligeable ...), on a donc n(n + 1)! opérations a effectuer.
Si on a un ordinateur qui effectiue 10° opérations par seconde (un ordinateur puissant), pour
résoudre un systéme 50 x 50, il faudrait de 'ordre de

50 x 51!
109

secondes soit
50 x 51!

~ 2.45 10°" années ...
109 x 3600 x 24 x 365 5 10°" années

C’est donc sans espoir.

Dans la suite de ce chapitre, on va étudier deux grandes classes de méthodes : les méthodes
directes ou on cherche & déterminer la solution du probléme avec un cott de calcul de Pordre n*
ot A la matrice est (n,n) et k est un entier de 'ordre 2 ou 3; et les méthodes itératives ol on se
contente de construire une suite de vecteurs x,, qui converge vers la solution du probléme. En effet,
dans bien des cas, il n’est pas utile de connaitre exactement la solution, mais seulement une (trés)
bonne approximation.
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3.2 La méthodes de Gauss et quelques variantes

3.2.1 Introduction

La résolution de Az = b est trés simple dans plusieurs cas :

— si A est diagonale,

— si A est unitaire : si AAT = Id alors A~1 = AT,

— si A est triangulaire supérieure ou inférieure.
Remarquons cependant que ce n’est pas parce que la résolution est simple conceptualement que
c’est efficace. Un bon contre exemple est le calcul des coefficents d’un polynéme trigonométrique
de degré donné fixé. Ce probléme se résoud en écrivant un systéme linéaire dont la matrice est
propostionnelle & une matrice unitaire. Ceci conduit & un algorithme de cotit @(n?). Dans bien des
cas, on peut construire des algorithmes en O(logn) stable, ce qui est bien meilleurs.

Définition 3.2.1. On dit que A = (aij)1<i j<n e€st
— triangulaire supérieure si a;; = 0 quand 1 < j,
— triangulaire inférieure si a;; = 0 quand i > j.

Par exemple,

1 2 3

0 4 5

0 0 6
est triangulaire supérieure et

1 00

2 30

4 5 6

est triangulaire inférieure.
La remarque essentielle est que quand L est triangulaire inférieure ou supérieure, le systéme
Lx = b est trés simple a résoudre si L est inversible. Ecrivons le

liizcr + lisxzs + ... 4+ lipxy, = b1
looxs + ... + logpzy, = by

. . . (3.2)
linn = by

Ce systéme est inversible si et seulement si [;; # 0 quelque soit i. On résoud (3.2) par «remontée».
On a donc
bn
Ty = —,
" lnn

1
Tpn-1 =7 bp—1 = ln—1nTn-1 |,
lnflnfl

etc. Ces formules sont explicites puisqu’on travaille de proche en proche.

puis

La méthode de Gauss consiste (du point de vue matriciel) a transformer A en la multipliant
& droite ou & gauche par une matrice «bien choisie» explicite afin de se ramener a un systéme
triangulaire.
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On commence par un exemple. Considérons le systéme

2¢c + 4y — 4z + t = 0
3r + 6y + =z — 2t = -7
- + y + 22 + 3t = 4
z + y — 4z + t = 2
qui correspond &
2 4 —4 1 0
3 6 1 =2 -7
A= -1 1 2 3 b= 4
1 1 -4 1 2

On additionne la 2°ligne & —3/2 de la premieére, puis la 3°a4 —1/2 de la premiére, et la 4°a4 —1/2 de
la seconde et on a

2 + 4y — 4z + t = 0
C ét = -7
-y — 2z + % = 4
En permuttant la deuxiéme et la troisiéme ligne, on a
2 + 4y — 42 + t = 0
3y + ét = 4
Tz — §t = -7
-y — 2z + % = 4
Pour finir, on additionne & la 4°ligne & 3 fois la seconde pour avoir
2 4+ 4y — 42z + t = 0
3y + 0t = 4
Tx — It = T
ﬁt 4
3 3
On peut obtenir la matrice finale
2 4 —4 1
03 o0 7
00 7 -1
00 0 2
par multiplication & gauche de matrices triangulaires inférieures.
En effet
2 4 —4 1 1 000 2 4 -4 1
3 6 1 —2|[-2 100 oo 7 -1
Alv=1_11 2 3 o110 0705’41
1 1 -4 1)\-3 001 0 -1 -2 3
Ceci correspond a la premiére étape du calcul. En multipliant & gauche par la matrice de permutation
1 0 00
0010
=10 100
0 0 01
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on a

2 4 —4 1

foos 0 1)L

A2P2_007—g_‘43

0 -1 -2 3
Puis en effectuant

1000 2 4 —4 1
B o1oo| (03 0 Z]|_
Asla=4A21g o 1 0| T |0 0 7 ~Z =4s.

0301 00 0 2

On a donc AL1PLy = A3 qui est triangulaire supérieure.

3.2.2 Présentation de la méthode

On montre dans le cas général comment passe d’un systéme AX = b & un systéme triangulaire

Az = b avec a;; = 0 si ¢ > j. Il suffit ensuite de «remonter» z, = ab" etc.
nn

Etape 1 On pose ag;) =a;j et b; = bgl). Pour : = 2,...,n, on pose
(1)
1 a,;
my = =
2 all)l 1) (1
ag-):al(-j —mg)ag-) ji=2,....n

b — 3D _ (01

) 7

On obtient donc Az = b2 avec

aill a2 ... Q1n

2 2

4@ 0 aéQ) ... aén)
0 a%) e agn)

Etape £ On procéde par induction. Pour ¢ =k + 1,...,n on pose
(k)

(k) _ Qi
()
1) _ R (k) (R)
az(, =aqa,;’ —m,; 'a; ji=k+1,...,n

J )
1 k k), (k
B — pM) >bg?

7 7
qui conduit au systeme A*t)z = p(+1) ayec

all a2 e A1p

0 a%) e agi)

Ak : :
0 appm ai(ﬁrl al(c]f’z)
A
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La derniére étape est ’étape n — 1.
On finit le calcul en résolvant un systéme triangulaire comme effectué plus haut.
. 3 .
Le nombre d’opération est de I'ordre *5-, voir TD.

Remarque 3.2.2 (Calcul du déterminant). Ayant décomposé la matrice en un produit de ma-
trices élémentaires (matrices triangulaire inférieures de déterminant 1 et matrices de permutation
dont le déterminant est (—1)%(9)), on voit que le déterminant de A vaut

det(A) = (—1)°TI_ 0%

ou s est égal a la somme des signatures des permutations nécessaires au calcul.

3.2.3 Cas d’un pivot nul, pivot maximal
(k) _

Il se peut que a;;; = 0. C’est par exemple le cas de I'exemple numérique aprés la premiere étape.

Dans ce cas, il faut permuter les équations, i.e. chercher 7 > k tel que agllz) = 0 et permuter les lignes
i et k dans A®) et (),

Remarquons que puisque A est inversible, A%) est inversible. Son déterminant est
det A% = agll)ag) .. .a,i’:?_l det A’

ou A’ est le bloc restant de taille (n—k+1,n—k+1). Ceci montre que det A’ # 0 donc nécessairement
(k)

I'un des termes a;;.’ est non nul.

(k)

En fait, on a intérét & choisir le pivot a,;” le plus grand possible en module. Pour voir cela, on
considére I’exemple simple suivant

1
eExT —+ 132:5

T1+x0 =1
Si on choisit € comme pivot, on a
1
ExT —+ To = 5
1-1)=1-— i
€ 2¢e
et donc
1— 5 2 —1 1
Tro = = ~ —
1—-L1  2(e—-1) " 2
et

1
'€

Si € est trop petit, = est trés grand, et donc (voir introduction et TDs), on aura

1
xzzietxle.

L’ordinateur ne fait pas de simplifications astucieuses, il se contente de faire les calculs qu’on lui
demande.
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Ceci ne se produit pas si on permute les deux premiéres lignes :
T+ 10 =1

exry + x2:§

donne
T1+x0=1
1
+ l—-g)zea==—c¢
2
d’ou .
5 — 3
To =
1—¢
5—€
Tr = 1 _ 2
1—¢
Quand ¢ est trés petit, la premiére relation donnera numériquement xo = % et la seconde donnera
T = %, ce qui est le bon résultat. La différence essentielle entre les deux versions est que dans

un cas, il faut introduite 1/e qui est trés grand, peut—étre au—dela de I'infini machine, alors que la
seconde n’introduit que €. On a vu en TD des exemples ou z + ¢ = .

3.2.4 Propriétés supplémentaires.
Sur les matrices triangulaires inférieures et supérieures

On a le résultat suivant

Proposition 3.2.3. On a
1. le produit de deuz matrices triangulaires inférieures (resp. supérieures) est encore une matrice
triangulaire inférieure (resp. supérieure),
2. L’inverse d’une matrice triangulaire inférieure (resp. supérieure) est du méme type,

Démonstration. 1l suffit de faire la démonstration pour des matrices triangulaires supérieures. On
a les résultats pour les matrices triangulaires supérieures en passant & la transposition.

1. Soit L = (l;;);,; une matrice triangulaire inférieure inversible. Dans le paragraphe 3.2.1, on a
résolu un systéme linéaire général triangulaire inférieur. Les résultats donnent

/
Ty, = lppbn

avec I/, = 1/l,,, puis on reporte dans I’avant derniére équation et on voit que x,_1 dépend
linéairement de b,, et b,_1 seulement,

/
Tp—1 = ln_Ln_lbn—l + ln—l,nbn-

de proche en proche, on voit que
n
/!
zp =Y _lb;.
j=k
En réinterprétant cela de maniére matricielle, on voit que

L = (Ii)h1<ij<n

ol l;j =0si?>jet lgj est défini plus haut quand i < j : la matrice L™! est triangulaire
supérieure.
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2. Soient L et M deux matrices triangulaires supérieures. Leur produit est la matrice de coeffi-

n
Z lzkmkj
k=1

cient général

Supposons que ¢ > j. Alors,
n % n
D lwmeg = lalkg + > liklkj
k=1 k=1 k=i+1

n
=0+ Y llgj car i >k
k=i+1
=04+0cark>i>j

Remarque 3.2.4. L’inverse de la matrice

10 ... ... 0
L=|01 00 . mi, O
m,
est
1o ... ... 0
L71'=1]0 1 00 -mi, 0

On peut vérifier cela en exercice.

Exercice 3.2.1. Montrer que le nombre d’opération de la méthode de Gauss est de l’ordre 2n>/3.

3.2.5 Propriétés de la méthodes de Gauss
(k)

Proposition 3.2.5. Soit A une matrice réelle (n,n) symétrique. Si les pivots de Gauss ay, sont
non nuls, alors a chaque étape de la méthode de Gauss,

(k+1) _ a(kJrl)

Ay~ =4y

pouri=k+1,...netj=k+1,....netk=1,...,n—1.
(k+1)

En conséquence, on ne calculera les a, ;  quepour 7 < i ce qui divise par 2 le nombre d’opération

a chaque étape.
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Démonstration. On voit que c’est vrai a I’étape zéro : la matrice est symétrique. Supposons que ce
soit vrai jusqu’a ’étape k. On applique l'algorithme

k
(k1) _ (k) agk) (k)

\ =a.. — a .
ij i (k) ki
A
k ap) k
= a§.i) — ’(“lz) ag.k)récurence
Ok
_ (k+1)
_aji
O
La matrice
2 -1 0
_ 0
0 ... -1 2

a presque tous ses termes nuls. Plus précisément, si [i — j| > 1 alors a;; = 0. On définit la demi-
largeur de bande

Définition 3.2.6 (Demi-largeur de bande). Soit A = (a;;) une matrice. Le plus petit entier K
tel que si |i — j| > K alors a;; = 0 est appelé demi-largeur de bande.

Dans 'exemple précédent, K = 1.
On a alors la proposition suivante

Proposition 3.2.7. Si A € M, (R) est une matrice de demi-largeur de bande K < n — 2 et si les
(k)

pivots a,,’ sont tous mon nuls, alors a chaque étape de la méthode de Gauss, A®) est une matrice
de demi—largeur de bande inférieure ou égale a K.

L’intérét de ce résultat est le suivant. On dit qu’une matrice est creuse si une grande majorité
de ses coefficients sont nuls. Si le coefficient a;; de A est nul, il n’y a aucune raison que le coefficient

al(-Jl-) soit aussi nul. Par contre le résultat précédent dit que si |i — j| > K (donc a;; = 1), alors
(1)

a..
i
sait & ’avance que ce sont les seuls qui seront a priori non nuls dans les décompositions. Ceci permet

= 0. Ainsi, il suffit de réserver en mémoire tous les coefficients tels que |i — j| < K puisqu’on

de sauver beaucoup de mémoire dans de nombreux cas.

Démonstration. On procéde par récurence. Supposons que la demi-largeur de bande de A®*) soit
K.
Soit j >1+ Keti,j>k+1. Alors

LD

(k) (k) (k)
ij Qg

—m; ay,
(k)
ij
donc j > k+ K + 1. Ainsi a,(;;.) = 0.

Sij>i+Keti,j <k, les coefficients sont nuls par construction. Enfin, si j < i— K, on procéde

est nul car d’une part a;;” = 0 par hypothése de récurence et d’autre part j > i+ K et ¢ > k+1

par symétrie. O
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Remarque 3.2.8. La largeur de bande d’une matrice dépend fortement de la numérotation des
coordonnées du vecteur inconnu x = (z1,...,%,). Considérons par exemple la matrice (3.1) pour
n = 5 dont la demi largeur de bande est 1. Si on permute la seconde composante et la quatrieme
composante de x, c’est a dire qu’on multiplie & gauche par

1 000 0]
00010
P=|10010 0
0100 0
|00 00 1]

on trouve

La largeur de bande est devenue 2, c’est a dire le mazimum possible pour cette matrice. Ainsi la
numérotation qu’on choisi joue un role . ...

La recherche d’une numérotation «optimale» permettant de minimiser la largeur de bande d’une
matrice est un probléme important mais délicat qui dépasse de loin le contenu de ce cours.

Décomposition LU

Définition 3.2.9. Soit A = (a;j)1<i,j<n une matrice de M, (K). On appelle mineurs principauz de
A les déterminants des matrices

ai;p ... Qaig

a1 ... Qg
La proposition suivante donne une condition suffisante pour que les pivots soient non nuls

Proposition 3.2.10. Soit A une matrice dont les mineurs principauz sont non nuls. Alors

(k)

1. les pivots ay,; sont non nuls,

2. Il existe une matrice triangulaire inférieure L et une matrice triangulaire supérieure U telle
que

A=1LU.

Démonstration. On fait la démonstration par induction. On pose A1) = A,
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Etape 1 Le premier mineur principal est a;; qui est donc non nul par hypothése. On a a1; = agll).
On calcule A® On a
(2) (1) 1 (1)

a;;’ =a;;’ —m;'a;; pouri,j=2,...,n
oo (33)
aj; = ay;

A partir des formules (3.3), on voit qu’on peut écrire A®) = MW AD ayec

1 0 0
1
A fmg )1 0
—mq(ll) 0 1
On sait que
1 0 0
(1)
(M(l))—l _ m2 1 0
m'%l) 0 1

et A® = (MM)~14Q),
On introduit la notation suivante. Si [ > 1, on découpe une matrice A en 4 blocs tels que le bloc
supérieur gauche est de taille (/,1),

On découpe alors A (]\4(1))’1 et A® en 4 blocs tels que le bloc supérieur gauche est de taille
(I,1). Un calcul facile donne (avec des notations évidentes)

1 142
Az(,1)1 = (M(l))l,lllAg,%l
car le bloc supérieur droit de (M (1))1_’111 est nul, d’ou
det A}, = det (M) L det AT,

Cela montre que le mineur principal de A d’ordre [ est égal a celui de A’(a car det(M(l))flll =1.

On note encore «q, o, ..., les mineurs principax de
1 @
11 O
A®) — 0 (2)

Qo9

donc a3, # 0 car o? = agll)ag).
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(1)

Etape k. Hypothése de récurence : oy, = a5 . .agz) # 0 et les mineurs principaux de A sont ceux
de A®). De plus
A®) — pr® A
(k)

Le pivot a;,’ étant non nul, on a

gkt _ () (k) (k) -
=a;;" —m; " a pouri,j=k+1,....n
(2+1 (k) Y (3.4)
1y
et
1
0 1 * * *
0 % *
A+ — |00 1 . "
_ml(ﬁl 1 0 0 0 ap ... *
: : : *
' ' 00 0 x *
—mﬁf) 1
donc AKHD) = Ak AR = pr(k) - pr() A() et
1
1
MEN-T =
(M) 0 m®
0 1

Pour tout [ > 0, on découpe & nouveau en 4 blocs comme précédemment et avec la méme technique

(k)

qu’a Iétape 1, on voit que le mineur principal de AE+Y d’ordre [ est égal & celui de A; 7, donc &
celui de A. En procédant comme & I’étape 1, on obtient donc le point 2 de la proposition, avec

—1
L= <M("—1>M(">...M<1>> .

Un calcul montre que

1
mgl) 1 0
I — )
1
m mg) m%nfl) 1

Remarque 3.2.11. Dans ce cas, on voit que
det A =1I}_ 1a,(€k)

car il n’y a pas de permutation de lignes.
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On a de plus la

Proposition 3.2.12. Soit A € M, (R) une matrice inversible. Si tous les mineurs principauz sont
non nuls, il existe une unique décomposition LU de A avec l; = 1.

Démonstration. Existence : La démonstration du théoréme précedent fournit la réponse si on
montre que le produit de deux matrices triangulaires inférieures dont les éléments diagonaux valent
1 est encore une matrice triangulaire inférieure (déja vu) dont les éléments diagonaux valent 1. Pour
ce derneir point, il suffit de voir que

(ll-lj)1gz‘,j§n(l¢2j)1§i,jén = (lfj)lﬁi’jfn

3 :lll2

avec (quand les matrices son triangulaires), [ = [;;[7. ce qui prouve le résultat.

Unicité : Si on a deux décompositions
LUy = LyUs
et det A = det L; det U; # 0, donc les deux matrices sont inversibles,
Ly'Ly = DUyt

. La matrice Ly L1 est triangulaire inférieure et UsUy ! est triangulaire supérieure, donc elles sont
diagonales. Puisque l;; = 1, cela fait I'identité. O

Une fois que la décomposition est faite, la résolution de Ax = b se fait en résolvant d’abord
Ly = b puis Uz = Y par descente/remonté. Ceci permet de traiter facilement les problémes ou
plusieurs seconds membres successifs avec la méme matrice A apparaissent. Il faut alors calculer et

stocker L et U. Remarquons que le stockage de U nécessite w tandis que celui de L demande
n(n—1)

5— il est inutile de stocker les éléments diagonaux.

Nous admettrons le théoréme suivant

Théoréme 3.2.2 (Décomposition de Choleski). Une matrice A est symétrique définie positive
si et seulement si il existe une matrice triangulaire inférieure L telle que

A=1L1L".

Plutot que de faire cette démonstration, on va détailler I’algorithme de Choleski.

Algorithme pour obtenir la décomposition de Cholweski. Partant de A= LL”, on a
J
aij = lglip,  j<i
k=1

Premiére colonne .On aaj; = l%l > 0 donc on prend l1; = /a1 > 0.

a1
l1”

Pour i = 2, oy On a ;1 = lilln donc lil =

35



Colonnes suivantes. Supposons avoir calculé les colonnes 1,...,j5. On a

J
2 2 2 2
k=1

donc on prend

ce qui est bien défini grace au théoréme.
Pouri=75+1,...,n,
Qi = lilljl + ...+ lijljj

d’ou
1 =
lij = <az’j -3 likljk>
77 k=1
On remarque que det A = H?le]zj # 0 donc [;; # 0.
Exercice 3.2.3. Montrer que le nombre d’opération de la méthode de Choleski est de l’ordre n3/3.

Pour finir,

Proposition 3.2.13. Si A est une matrice symétrique de demi—largeur de bande K, alors L est
aussi de demi—largeur de bande K.

Démonstration. a;; =0sii > K +1 donc l;; = ‘;1111 aussi.
Supposons que l;; = 0 pour j/ = 1,...,j—1leti > j 4+ K. Pouri > j+ K (> j + K,

jJ=1,...,5-1),

1
l,‘j = r (0 - l,‘lljl — ... li,j—llj,j—1> =0
723
car lﬂ ... = li,jfl =0. O

Exercice 3.2.4. Montrer que la matrice définie par

0 ... -1 2
de taille (n,n) est symetrique définie positive, det A,, = n + 1 et regarder Choleski pour cette matrice.

3.3 Un apercu des méthodes itératives.

Une alternative aux méthodes directes de type Gauss ou Choleski est 'utilisation de méthodes
itératives. Ces méthodes sont utilisées en particulier quand on a un stockage creux qui n’est pas du
type bande. Elles ont aussi des version par blocs.
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3.3.1 Meéthodes de décomposition.

On veut résoudre Ax = b. On décompose A sous la forme A = M — N avec M inversible. On
pose

(k+1) — (k)
{ Mzx Nz\F) +p (3.5)

29 quelconque dans R"

Si M est facile & inverser (diagonale ou triangulaire), on a zF*1) tres facilement. Si z(¥) — z quand
k — +o00 alors z est solution de Ax = b.

Proposition 3.3.1. La méthode converge si et seulement si p(M~'N) < 1.
Démonstration. Si la méthode converge. On a alors

Maz*+D) = No(R) 1 p
Mzx=Nzx+b

En soustrayant les deux égalités, on a
Mz — 2) = N(z® — )
et donc

k
g ) g = MIN((2® —2))= ... = (M_1N> (xo — ).

Si la méthode converge, nécessairement z*+1) — 2 — 0. Le vecteur z( étant arbitraire, il faut donc
k

(MlN) — 0 ce qui ne peut se faire que si p(M~'N) < 1.

Réciproque. En effectuant un calcul du méme type, on a quelques soient p et ¢,
p—q
20 _ @) _ ( - N) (20 — z),

soit -
e® — 29| < \I(M‘1N> 11120 = o)1

N
Soit € > 0. Si p(M~'N) < 1 alors || <M_1N> || <e dés que N est assez grand. Donc si p — ¢ est

assex grand, ||z(?) — 2@ || < ¢||z(1) — ¢]|. ce qui montre que la suite est une suite de Cauchy : elle
est donc convergente. O

3.3.2 Meéthode de Jacobi

On effectue la décomposition suivante
A=D-M

ou D est la matrice diagonale formée des éléments diagonaux de A. S’ils sont tous non nuls, D est
inversible. La méthode de Jacobi est définie par

Dz = Ma®) 4 p (3.6)
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soit

k+1
allxg ) _ — a12$§ T alnx%n)
: (3.7)
k+1
amaett = ana® — aped — 4 a2l

Une condition suffisante de convergence de la méthode est que la matrice soit & diagonale stric-
tement dominante.

Définition 3.3.2. On dit que A = (a;;) est a diagonale dominante stricte si quelque soit i,
Jazil > > laij].
J#i
Proposition 3.3.3. Si A est a diagonale dominante stricte, alors p(D™1M) < 1 et la méthode de
Jacobi converge.

Démonstration. Pour montrer cela, il suffit de trouver une norme matricielle telle que ||D~1M|| < 1
car on sait que p(D~'M) < ||D~1M]|.
La norme adaptée est la norme L. On sait (voir TD) que

1Bl :m?x(zbm).
J

Ici, B=D"'M et

D' M| = max | 3 oyl ) g,
@ po |ag)
O

La méthode de Jacobi converge dans bien d’autre cas que nous n’étudierons pas. Voir par exemple
la section 7.1.7 ou [2, 1].

3.4 Meéthode de Gauss—Seidel

Ici, on définit la méthode par le découpage A = M — N avec

a1
M={: "~ 0
anl ... Qpn
En fait, elle consiste & modifier la méthode de jacobi en utilisant a la ligne 7 les acngrl), el xl(irl)
au lieu de xgk), el acgﬁ)l, soit
k1) 1 ’ k ,
.561 = —TH jz; alixj + ain

i—1
k1) _ 1| RO O
K Qi ;awx] Z Wit
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Cette méthode permet de ne stocker qu'un seul vecteur de taille n au lieu de deux vecteurs de taille
n pour Jacobi. Quand elle converge, elle converge plus vite que Jacobi. Par exemple, dans le cas de
matrices a diagonale dominante stricte, les deux méthodes convergent, mais Gauss—Seidel converge
beaucoup plus vite.

3.5 Meéthodes de descente

L’idée de base est la suivante. Pour simplifier, on suppose A symétrique définie positive. Consi-
dérons

1
J(x):§<Ax,ac>—<b,x>,

pour qui

J'(x)=Ax —b

et J” = A qui est définie positive : J est strictement convexe et admet donc un minimum global. 11
y a donc un vecteur Z tel que AZ = b.

Minimiser J revient a résoudre le systéme Az = b. On sait que V.J(x) est orthogonal a la ligne
de niveau J(y) = J(z) passant par x. Soit x fixé. Si xj, est connu, on cherche zy1 tel que

Th+1 — T = —GkJ’(:rk)
et tel que J(zx1) soit le plus petit possible : on doit minimiser par rapport au parameétre 6.
Notons py = J'(z)) = Axg — b et
Lo
J(@r41) = J(@r) = Ok < pr,pr > +50 < Ape, pr >= f(6r)

et
F1(0k) = 01, < App, i > —|Ipil?

Donc f atteint son minimum pour

1
< Apg,pr >
d’ol
pr=Axp —b
||| ? < > (3.8)
Tpy1 =X — ———— | Azp, — b
* < Apkapk >

définit la méthode itérative. On a le théoréme suivant

Théoréme 3.5.1. Soit A symétrique définie positive. La méthode (3.8) converge vers la solution de
Ax =b.
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Chapitre 4

Calcul de valeurs propres et de vecteurs
propres

Dans ce chapitre, on ne va qu’effleurer le sujet.

4.1 Introduction : pourquoi calculer des valeurs propres ?

La recherche de valeurs propres et de vecteurs propres est un probléme qui intervient naturel-
lement dans ’étude de la dynamique des structures. On connait par exemple I’histoire de ce pont
suspendu qui s’est écroulé au passage d’un régiment : le pas cadencé des soldats avait exité les
fréquences propres du systéme mécanique que constitue le pont.

Considérons par exemple le systéme

3

2k
k

N TN
O OO0 oo

Le systéme est constitué de trois corps rigides de masse 2m, 2m et m. Ils sont reliés & un mur et
entre eux par des ressorts de constante de raideur 2k, k et k.
Le mouvement du systéme est décrit par

2mal + 2kx + k(z1 —x2) =0
meg + k(g — 1) + k(xg —23) =0
mal + k(zs —x2) =0

ol r1, T3 et x3 désignent les positions des centres de gravité. On peut réecrire ce systéme comme

MX"+KX =0
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avec

T 2m 0 0 3 -1 0
X=1x], M=|0 2m 0], K=k|-1 2 -1
T3 0 0 m 0o -1 1

Si on cherche des solutions de la forme X (t) = sin(wt)X oil X est un vecteur indépendant du temps,
il faut que w et X veérifient
(K —w*M)X =0
ce qui est un probléme de valeurs propres pour la matrice K M1,
Il y a de trés nombreux exemple en mécanique et en physique ol le probléme se raméne & la
recherche de valeurs propres de systéme qui sont souvent de trés grande taille.

4.2 Conditionnement du probléme de valeurs propres

Comme pour la résolution de systémes linéaires, il est important de savoir si des petites variations
sur les données peuvent ou non entrainer d’importantes variations sur les résultats. L’esemple suivant
est assez saisissant.

Considérons la matrice d’ordre n

0 0 €
10 0
A=10 1 0
: 0
0 1 0

Son polynéme caractéristique est
P(\) = det(A — Md) = \" + (—1)".

Pour € = 0, toutes les valeurs propres sont nulles. Par contre si n = 40 et ¢ = 10740, les valeurs
propres ont toutes le méme module, 10~! ... Le probléme est mal conditionné.

Plus généralement, on a les résultats suivants concernant le conditionnement d’un probléme de
valeur propres.

Proposition 4.2.1. Soit A une matrice diagonalisable, P une matrice telle que P~'AP = D =
diag(\;), et || . || une norme matricielle telle que pour toute matrice diagonale, ||diag(d;)|| =
max; ‘dzl

Alors, pour toute matrice §A, l’ensemble des valeurs propres de A+ §A noté Sp(A+ JA) vérifie

Sp(A + 514) C U;D;

ol

D; = {z € C, |z — \| < cond(P) [|3A]}-

Démonstration. Soit A € Sp(A + 6A). Si A = \; pour un indice j, le résultat est évident, sinon
A # Aj quelque soit j. La matrice D — AId est donc inversible et on peut écrire

P Y (A+5A - XNId)P=D —\d+ P '5AP

(D — )Jd){]d — (D - )\Id)lPl(SAP}.
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La matrice A + dA — M\ d étant singuliere, la matrice Id — (D — A[d) "' P16 AP V’est aussi et donc
1< ||(D = \d)"*P715AP||

sinon, elle serait inversible (voir le corollaire 2.5.5). Comme

1

mini ’)\z — >\|7

(D = A1d)~!| =

il existe au moins un indice ig tel que

A= Xio| < IIPILIIPHI oA,

d’ott le résultat. O
Remarque 4.2.2. 1. L’hypothése ||diag(d;)|| = max; |d;| est vérifiée par les normes || .||1, || -||2
et || .|]oo-

2. Le conditionnement du probléeme est mesuré par cond (P). En particulier, les matrices diago-
nalisables par des matrices orthogonales (unitaires) dont le conditionnement L? est égal a 1,
comme les matrices symétriques ou les matrices normales, sont bien conditionnées.

En ce qui concernes les matrices symétriques, on a un résultat beaucoup plus précis.

Proposition 4.2.3. Soient A et B deux matrices symétriques de valeurs propres a; < ag < ... <
an et B1 < B < ... < By Soient y1 < 2 < ... <y, les valeurs propres de C'= A+ B. Alors on a
pour tout i, 1 <1 < n,

Br < v —a; < By

La démonstration repose sur le théoreme min—-max de Courant Fisher qui caractérise les valeurs
propres d’une matrice symétrique,

Théoréme 4.2.1 (Courant-Fisher). Soit A une matrice symétrique dont les valeurs propres sont
rangées dans lordre A\, < Ap—1 < ... < A1. Alors

< Ax,x >
AL = max min ———
V tel que dim V=kzcV-{0} < x,T >
et
. < Az, >
A = min max ————

W tel que dim W=n—k+1zeW-{0} < x,T >

On a changé 'ordre des valeurs propres pour facilité les notations de la démonstration suivante.

Démonstration. Montrons d’abord la premiére inégalité. Soit Vi I'espace de dimension k engendré

k

par les vecteurs propres orthonomés (uj,us,...,ux). Pour z € Vi — {0}, i.e z = Zaiui avec
i=1

k

S il £ 0, ona

i=1

n
> Aileil”
i=1

< Az, x>
<z,xr> kK

D el

i=1

>\
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En prenant £ = ug, on a
< Aw,xz >

= A\
<z, x>

donc

. < Az, x >
A= min ———,
zeVi—{0} <z, T >

Soit maintenant un sous espace vectoriel de dimension k et soit VkN I’espace vectoriel engendré
par {u,...,un} qui est de dimension N — k + 1. Comme dim V + dim VkN = N-+1> N, il existe
zeVn VkN qui s’écrit

N
xTr = E ;U4
i=k

vérifie
N
> il
< Az,x > _ ik <AL
<xz,xr> N
> loif?
i=k
Donc A
< Az, x> <

min
zeVi,—{0} < T, T >
pour V quelconque de dimension k. Ainsi, en combinant les deux résultats, on obtient la premiere
égalité.
Démontrons la second inégalité. Soit W de dimension N —k+1, WNVy # {0} puisque dim W+
dim Vz = N +1 > N. On prend z € W N V; donc comme précédemment,

< Azx,x > S < Axp,xp >

max = > Ak
zeWw—{0} <z,T> < Xk, Tp >
Puis, pour W = Vkl_l = {uk,...,un}, on a
< Axv,r >
max —————— = )\

ceW—{0} <z,x >
si bien qu’en combinant les deux résultats, on obtient la seconde égalité. O

Démonstration de la proposition 4.2.3. On applique le théoréme de Courant—Fischer au sous espace

engendré par wi,...,w; ol wi, ..., W, est une base orthonormale des vecteurs propres de A. On a
alors
<Cz,x > < Axz,x > < Bz,xz >
%< max — < max ——— max ———— < ; + Bn-

zelU;z#0 < T, T > zelU;z#0 < T, T > z€U;,z#40 < T, >
On obtient ainsi 'inégalité de droite. Si on prend D = —B et qu’on applique le méme résultat a
A = C+ D, on obtient

a; <%+ On.

Comme §,, = —f1, on obtient le résultat voulu. O
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En conclusion, le probléme du calcul des valeurs propres est plus facile & résoudre dans le cas
d’une matrice symétrique que dans le cas d’une matrice diagonalisable quelconque. Dans le cas d’une
matrice non diagonalisable, il peut étre trés instable comme le montre ’exemple plus haut.

4.3 Calcul de la plus grande valeur propre

Le probléme général de la détermination des valeurs propres d’une matrice diagonalisable ne
sera pas abordé ici. Un algorithme qui permet d’effectuer le calcul est ’algorithme de Givens—
Householder qui est décrit dans [1] entre autres. Ici, on ne s’intéressera qu’a la détermination de
la plus grande valeur propre d’une matrice diagonalisable au moyen de la méthode de la puissance
itérée.

Il s’agit de ’algorithme

¢o € R™ quelconque tel que ||g|| =1
k) = Agtk=1) k> 1
€T q =
(k) (4.1)
L ——

[l ™|

Pour démontrer la convergence de la méthode, il faut faire une hypothése essentielle
La valeur propre de plus grande module est unique (mais pas nécessairement simple).
Si ce n’est pas le cas, on peut encore prouver la convergence (qui est cependant plus lente).

Si on appelle «facteur de convergence d’une suite y*) de limite y» le nombre

b= lim ly* D —y]]

k—too [[y®) —yl| -
On a

Proposition 4.3.1. Soit A une matrice (n,n) diagonalisable dont la valeur propre de plus grand
module A\ est unique. Soit gy un vecteur de R™ qui n’est pas orthogonal aur sous—espace propre a
gauche associé a A1, alors la suite définie par (4.1) vérifie

At
Al
2. Timy oo [|4g®)]| = M),

k
1. ¢ =limg_, < ) q'®) est un vecteur propre de norme 1 associé a A1,

(k+1)
3. Si qj(-k) (1 < j <n) est la jcoordonnée de ¢*) supposée non nulle, limy,_, | o 2(7,9) = M\
De plus, le facteur de convergence de toute ces suites est ||A\pt1/A1] ot p est la multiplicité de la
valeur propre A1.

Rappelons que si v; est vecteur propre a gauche de A associé a la valeur propre \; si vaA = )\jv]T.
Si u; est vecteur propre (& droite) associé a la valeur propre \;, si A; # \;, alors vTu; = 0. De plus

J
si A est symétrique, les vecteurs propres & gauche et & droite coincident.

Démonstration. Supposons dans un premier temps que )\; est une valeur propre simple. A
étant diagonalisable, on note u1, ..., u, une base de valeur propres associés a A associé aux valeurs
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propres Ap, ..., Ap avec [A1| > |[A2] > ... > |A,|. Par hypotheése,

n
V=" au
i=1
et si on note v; les vecteurs propres & gauche de A vérifiant viTuZ- =1,o0na

o =vlg® £ 0.

Soit z(1) = A¢(® Zaz)\ u;, alors ¢! W /|zM]] = A¢9/]|Ag?)||. Montrons par récurence
i=1

que pour tout k, ¢*) = A*¢(0/||4¢(||. On vient de voir que le résultat est vrai pour k =

Supposons le vrai pour k, et montrons le pour £+ 1. On a

ey __Ag®
|| Ag™]|

(AN (14RO
‘A<\|Ak H)(HAk °>H>

B Ak+1q(0)
[[AGEDGO)]

Or, Ak Zal)\ u;. Comme «y # 0, on peut écrire
=1

Par hypothése |A;| < |A1| pour ¢ > 2 et donc

lim (\/\)F = i =2,...,n.
ki?_’loo( /1) 05 1 ) ,

Si ag # 0, alors e(®) tend vers 0 comme (Xg/A;)F.
Il en résulte que

14RO = ] PralFfas + €]
orl (| 4 ) ot g = 0<<A2/A1>’“).
On a donc

R aAf(ur +e®)
] [l (fJua]| + ex)

k
. A1 ap Uy
im (2L ) g® = %L
k—roo (w) T Jaal Tl
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d’ou le premier point.

De méme,
g = A0
4RO
_ ol AP Jlua]] + e
o] [Acl* [luall + €nsr
d’ott limy_, 4o |[Ag®)|| = |A1| d’0t le point 2.

(k+1)

Enfin, si (u1); # 0, si k est assez grand (u1); + e 7& 0,on a

(Aq(k))j B (Ak:—i-lq(()))j
(7 (AkqO);

q;
a1)\lf+1 ((Ul)j + e§-k+1)>

al)\’fH <(U1)j + eEk)>

(k)Y .
lim 7(14(‘7 >J =\
k—-4o00 (k)
q;

Pour chacune de ces suites, le facteur de convergence est Aa/A1 si ag # 0.

et

Cas général ot la valeur propre de plus grand module est unique mais de multiplicité
m. On a alors A1 = Ay = ... = \,;,. La démonstration se fait suivant le méme schéma. On a

(Zazw S o )

i=m+1
AF (u + e(k)> .

Par hypothése, au moins un des «;, i = 1, m, est non nul et Au = A\ju. On a alors e®) tend vers 0
comme (Ap11/A1)" si apy1 # 0. O

Remarque 4.3.2. Bien souvent, en calcul des structures par exemple, on a besoin de connaitre la
plus petite valeur propre. On applique cette méthode & A~' dont la plus grande valeur propre est

1/ min(A(A)).
4.4 Calcul de vecteurs propres : méthode de la puissance inverse

Elle permet de calculer rapidement une approximation d’un vecteur propre assocé a une valeur
propre dont on connait déja une bonne approximation. C’est une méthode itérative définie par

1) arbitraire,
(A — M d)uF+1) = )

oil \ est une approximation dune valeur propre de A.
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Proposition 4.4.1. Soit A une matrice diagonalisable et A une valeur propre quelconque de cette
matrice. On suppose que \ vérifie

AEXNet A=A <[ A—pu|  peSp(A) —{\}
Alors

A=XN)F u)
im _ =
k—+oo |\ — A [|u®)||

q

ol q est un vecteur propre associé a la valeur propre \.

Démonstration. Soit u;, 1 < i < m les valeurs propres de A qui sont différentes de A (multiplicité
comprise), et notons ¢; les vecteurs propres associés. On écrit

m
u® =G+ g,
=1

avec ¢ # 0 vecteur propre de A associé & A. On a alors

ou encore

Comme |A — A| < |A — p;], on a donc

A= NFu®) =G4 ¢4

avec limg_, 400 € = 0.
En continuant comme dans la proposition précédente, on obtient le résultat. O

Remarque 4.4.2. 1. A chaque itération, on a besoin de résoudre un systéme linéaire qui ne
differe que par son second membre.

2. La convergence est d’autant plus rapide que A — A est petit. Cependant, il ne faut pas que
A =X =0 car la matrice A — \Id est alors singuliére.

3. Cette méthode est utilisable pour accélérer une autre méthode, par eremple la méthode de
Givens—Householder, voir [1] par ezemple.
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Chapitre 5

Interpolation de fonctions.

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse & I’approximation de fonctions. Deux cas de figures se présentent :

1. On a un résultat de calcul ou d’expérience sous la forme d’un ensemble fini de points du
plan {(z;,v:;),? = 1,...,N}. On cherche la «meilleure fonction» f telle que y; = f(;) (ou
yi ~ f(x;)) i=1,...,N. C’est un probléme d’interpolation.

2. On a un probléme ou l'inconnue est une fonction. Pour la calculer, il faut chercher, a priori
sous une forme donnée, calculable en un nombre fini d’opération.

Les fonctions polynémiales (ou polynémiale par morceau) sont de bons outils pour aborder ce
probléme.

On note par C*(Ja, b[) I'’ensemble des fonctions k fois dérivables sur a, b[ telle que f est continue
sur [a,b]. On note

C*(Ja,b]) = NkC*(Ja, b))

I’ensemble des fonctions indéfiniment différentiables sur |a, b[.
On dit qu’une fonction est analytique sur |a, b] si quelque soit xy €]a, b[, il existe € > 0 tel que
quelque soit x €|z — €,z + €,

[e.@]
flx) = Zan(x —xzp)".
=0
Un tel développement n’est généralement pas global.

Si f est analytique sur ]a, b[, alors f € C*°(]Ja,b[). La réciproque est fausse. Un contre—exemple
est donné par

0 siz << 0
x) = .
f(@) { e~ /7 sinon.
Un polyndme est une série entiére n’ayant qu’un nombre fini de termes “il existe ag, ..., ay, tel

que

P(X)=> apX".
k=0
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Le degré de P est le plus petit entier n tel que ax = 0 si k¥ > n. La fonction polynémiale associée &
P, encore notée P, est 'application
n
T Z apzt.
k=0

On note par P, I’ensemble des polyndémes de degré < k. C’est un espace vectoriel sur R de dimension
n + 1 dont une base est {1, X,..., X"}

5.2 Fonctions et polynémes.

Revenons aux deux cas de figures évoqués dans l'introduction : f est connue seulement sur un
nombre fini de points, f est inconnue.
Dans ces deux cas, on va essayer d’utiliser des polynéme. On peut

1. Dans le premier cas, soit

(a) Interpoler f par un polynéme, c’est a dire trouver un polynéme p tel que
quel que soit i € {1,..., N}, D*X;) = Yi.

Nécessairement, le degré de p est > N — 1.

(b) Soit trouver un polynéme ¢ € Py tel que lerreur soit minimale, par exemple

N N
quel que soit g € Py, Z lys — q(z:)]? > Z lys — q(z) %
=1 =1
Ici, il n’y a pas de condition sur le degré k.

(c) ou encore chercher chercher une fonction de la régularité voulue (C! par exemple) et qui
est un polyndme sur chaque intervalle [z;, z;1+1] (splines, interpolation d’Hermite)

2. Dans le deuxiéme case (fonction inconnue), on peut soit
(a) chercher f sur un nombre finis de points puis appliquer les techniques ci—dessus,

(b) chercher f dans un espace vectoriel de dimension finie (construit généralement avec des
polynoémes) de la forme

N
f=Y " arey
k=1

ou {ey,...,ex} est une base de V. Alors

N
Vo €I, f(zx) :Zajej(x).
j=1

5.3 Interpolation de Lagrange

Soit f une fonction définie sur {z1,...,z,}, les points z; étant deux & deux distincts. Existe—t—il
p € Pp_1 tel que
p(x1) = f(21), ..., 0(zn) = flan)?
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Lemme 5.3.1. Soit N € N. Soient tg,...,tn des points deur & deux distincts de R et by, ..., by
des réels. Il existe un polynéme ¢ € Py tel que o(t;) =b;, i =1,..., N.

Démonstration. On checher ¢ de la forme

avec la contrainte
N
p(ty) =D aith = b;.
=0

On obtient un systéme linéaire dont la matrice est

1 1 td
U= s
1 tn tN
et le second membre est
bo
bl :
by

Le déterminant de cette matrice (dite de Vandermonde) est
det U = Iz (x; — xj).
Il est non nul, d’ou le résultat. O
Comment le calculer ? Une réponse (non satisfaisante) est donnée par les résultats suivants.

Définition 5.3.2. Le polynome ¢ € Pp,_1 tel que o(z;) = f(x;) pouri=1,...,m est le polynéme
d’interpolation de Lagrange de f auzx points x1,...,Tm,.

Proposition 5.3.3. Soit {; € Pp,—1 tel que lj(z;) = 8ij. {l1,..., b} est une base de R™~L, appelée
base de Lagrange auz points x1,...,ZTm. On a

et "
px) = flali(z).
=1

Démonstration. Le degré de ¢; est m — 1 donc ¢; € P,,,_1. On a Ei(xj) = 0;j.
C’est bien une base car d’une part dim P,y = m = card {/{1,...,%,,} et d’autre part c’est
une famille libre

Zai& =0— Vj, Z al&(l’]) =05 = 0.
=1 =1
O

Remarque 5.3.4. La définition du polynéme d’interpolation ne fait pas référence a un ordre quel-
conque des points x;. En particulier, on ne suppose pas que x1 < T3 < ... < Tpy.
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5.3.1 Forme de Newton, différences divisées

La formule utilisant les ¢; n’est pas toujours pratique, en particulier si on veut ajouter des points.
On obtient une formule plus utilisable en remarquant qu’une base de IP,,,_1 est aussi constitué de

{Lz—x,....(x—z1)...(x —2x;),....,(x —x1) ... (x —2zN)}

L’idée est donc d’écrire

pla) = aillj_ (x — x)) (5.1)
i=0

et d’evaluer successivement les coeflicients. Il s’agit, d’une certaine maniére, d’une triangulation du

systéme.
Définition 5.3.5. On note f[x1,...,x] le coefficient oy, du développement (5.1).

Le calcul se fait de proche en proche :

— degré 0 : flz1] = fa,

— degre 1:

f(@2) — f(21)

xr—Xx
Ty — T ( 1)7

p1(z) = f(21) +

donc flzy,z2] = 7]0(222::’;5“).

— degre 2. 2 — 1 est de degré 2 et s’annule en x; et x2 par construction. Puisque

pa(z) = p1(z) + az(x — 1) (2 — 22),

on a
y — P2@2) —pi(ws) _ flws) = flan) = flol, 22)(xs — 21)
(23 — x2) (w3 — 1) (23 — m2)(23 — 1)
o Flag. i) = flan. )
xr3,T1| — x2,T1
flz1, 22, 23] = .
T3 — I
On a en fait la proposition suivante
Proposition 5.3.6. Soit S,, l'ensemble des permutations de {1,...,n}, alors
1. quelque soit o € Sy, f[r1,.. ., Tn] = flTo(1)s > Tom)],
- fl |- 11 |
L2yeeesp| — [|T1y-+-3Tn—1
flzy, .. 2] = 2 .
ITp — T
Démonstration. 1. On écrit le polynéme d’interpolation pour les points {1, ..., 2, } et {mg(l), e ,xa(n)}
On adonc

on—1(x)=ap+a(x —z1)+ ...+ ap—1(x — 1) ... (T — xp_1)
= by + b1($ - 1‘0(1)) + ...+ bnfl(l' — .1:0(1)) . (.CL‘ - l‘g(n_l))

On regarde ensuite le coefficient de 2"~ !. C’est a,,_; pour la premiére expression et b,_; pour
la seconde. On a donc a,_1 = b,—1 d’oll le premier point.
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2. On prend o tel que o(j) =n+1—j. On a déja a,—1 = b,—_1 et on sait que
Ap—9 = f[l'l,{L‘Q, e, xn_l] et b,_o = f[l'g, - ,{L‘n].
On regarde ensuite les facterus de 2. On trouve
Ap—2 — Qp—1 <x1 + ... a:n_1> =bp_9 — an_1 (332 + ...+ Cl?n)

d’ou
bp—o — an—2 = flx1,...,xp](xy — x1),

c’est & dire le point deux.

Evaluation du nombre d’opérations. On range les différences divisées en un tableau

flz1, ooy xm)
flz1, -y xm—1]  flxo, .. @]
flei, ooy xm—2]  flxe,...,xm—1] flxs,...,Tm]
f[x'l','xg] f[:vg,xg] flm—1,Tm]

Pour chacun de ces coefficients, on fait 3 opération sauf pour la premiére ligne, soit

1
3[1+2+...+m}3m(m2>:a

opérations.
Si maintenant, on veut calculer ¢,,_1(x), soit

Om—1(z) =ap+a1(z —z1) +...am(x —21) ... (T — Tm)
il faut
m(5m — 3)

m
3
a—l—m+22j:m2+§m(m—l): 5

Jj=1
opérations.
On peut aussi écrire

Om—1 = a0+ (x —x1)

a1+($_x2)[a2+...+am(x—xm)u

soit
3m—1)+a— g(m+2)(m—1)

opérations, soit asymptotiquemen 5/3 ~ 1.666 fois moins que la méthode précédente.

Si on calcul ¢,,—1 avec la forme initiale, chaque ¢; demande 2(m — 1) additions, 2(m — 1)
multiplications et 1 division, soit 4m — 5 opérations, et donc en tout m(4m — 5) opérations. Ceci
demande asymptotiquement 8/3 ~ 2.33 fois plus d’opérations.

Cette procédure se révéle aussi plus instable dans la pratique. Dans la section 7.1.7, on propose
une autre maniére (plus économique) d’évaluer 'interpolé de Lagrange en un point = quelconque
sans avoir & déterminer les différences divisées. Il s’agit de I'algorithme d’Aitken.
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5.3.2 Etude de ’erreur d’interpolation

Si f est connue sur [a, b], on cherche & évaluer

Ex(f)= sup |f(z)—¢(z)|

z€a,b]
ou X ={z1,...,Tm}.
On a le théoréme suivant :
Théoréme 5.3.1. Soit X = {x1,...,x,} un ensemble de points deuz a deux distincts de [a,b],

et soit f € C™([a,b]). On pose My, (f) = SupPycp) £ (2)], Tx(z) = 7 (z — ;) et  désigne
Uinterpolée de lagrange de f. Alors |p(x) — f(z)| < Mrn';iw ITIx (x)| et

M (f)

m)!

Ex(f) < (b—a)™.

Ce résultat ne donne pas une évolution de I’erreur en fonction de m.
Pour montrer ce résultat, on commence par montrer le lemme suivant.

Lemme 5.3.7. Sous les hypothéses du théoréme 5.5.1, quelque soit x € [1,b], il existe &, €]a,b| tel
que

(m)
1)~ o) = i)

Démonstration. Six € X, Ilx(x) = 0 et la preuve est finie.
Supposons x € X. On considére Y = X U {z}. Le polynéme et ¢ définit par

f(@) — o(z)
IIx(z)

est de degré m et interpole f sur Y. Ainsi, F' définie par F(t) = ¥(t) — f(¢) s’annule sur Y. En
appliquant m — 1 fois le théoréme de Rolle, il existe donc &, €]a, b| tel que

U(t) = () + IIx(t)

F(m)(€m> =0.

Eant donné que ¢ est de degré m — 1, (™) (t) = 0. Le coefficient de degré m de IIx(t) étant t™, on
voit donc que ng—n) (t) = m!, et donc

Fm) () — fm) ) — m!M

d’ou

FO(E) _ (@) = plz)

m! B H)((l‘)
U

Démonstration. Démonstration du théoréme 5.3.1 Soit x € [a, b]. D’aprés le lemme 5.3.7, il existe
& €la, b tel que
Fme
£la) - o) = T ek )

m)!
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d’ou le premier point du théoréme. On conclue en remarquant que

]ﬂm) (€)] < M)

et
[y (z)| < (b—a)™.

O]

Ce résultat pourrait faire croire que pour obtenir une bonne approximation de f, il suffit d’aug-
menter le nombre de points d’interpolation. La situation est loin d’étre aussi simple comme le montre
I’exemple suivant.

Considérons f définie par
1

fe) =1

c’est une fonction analytique. On l'interpole sur [—8, 8] avec des points équidistants, donc x; =
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16
—8 +i—. On prend m = 30. Le polynoéme d’interpolation de Lagrange (calculé avec MAPLE) est
m

~9243510314271494963119243761269881003778749009989181441 22
10777089472025258132295648328333818052654310010499866625

p(z) =

28042236452669743348774386627186740803273051026964488197
53885447360126290661478241641660090263271550052499333125

~104123295580909898345714107448568271101379806883431608053 6
518129301539675871744983092708356637146841827427878203125

25640268674698693135097765078468648121104252836002426613 8
518129301539675871744983092708356637146841827427878203125

_20234121942897430086331444606507409259119893399930569
2527460007510614008512112647357837254374838182575015625

90805213170065379024774793204389774321535399094392369 12
103625860307935174348996618541671327429368365485575640625

~95256017393908964453674579409184471072443874724595117 14
79243304941362192149232708296572191563634632430146078125

278639761775061624309634194247947147177674019489197 16
79243304941362192149232708296572191563634632430146078125

_ 13568529080225395409135201906810658063224994534961 18
103625860307935174348996618541671327429368365485575640625

3228118373769745411916332401265280151696996949 20
950695966127845636229326775611663554397874912711703125

_ 49610496680895515635972432073658418293272261 22
820006882463481394791972948333370619434946023884605125

14122518891830006080049820710427563212984637 2
20725172061587034869799323708334265485873673097115128125

__ 30375635597860748606130355420165136078934641 26
6735680920015786332684780205208636282908943756562416640625

1750470302121432748125272907469155763444896879533
1765252877217953462426346443084100334170768004013

n 88540901833145211536614766025207452637361 28
6735680920015786332684780205208636282908943756562416640625
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dont le graphe est

-8 N

Quand on ne représente la fonction que dans [—2,2], on obtient

I
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P

ou sont superposées ¢ et f. On voit que l'interpolation est meilleure, mais pas extraordinaire. Le
probléme, subtile, provient du fait qu’on a choisi des points équidistants. Voici, par exemple, ce qu’on
obtient en prenant comme point d’interpolation les points tan(z;), et q’on représente la fonction et
son interpolée sur [—1,1] :
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C’est nettement meilleur, mais quand on représente la fonction jusqu’aux bornes de X, les résultats
ne sont pas bon (et du méme type que sur la premiére figure). L’ explication de ce phénomeéne de
Runge est subtile, mais ceci motive le paragraphe suivant.

5.4 Eléments finis de Lagrange

Ici, on essaie de déterminer une approximation précise de la fonction f au moyen de fonctions
polynémiale tout en cherchant & ne pas faire croitre le degré des polynémes. Un moyen pour réaliser
cela est de ne pas chercher une approximation globale mais plutét une approximation local.
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Dans ce paragraphe, on va donner un moyen d’y arriver. Plus précisément, soit [a,b] C R

un intervalle et a = y1 < y2 < ... < Ym—1 < Ym = b une subdivision de cet intervalle. On
pose Y = {y1,...,ym}. On définit l’espace des fonctions continues sur [a,b] dont la restriction &
[Yi, Yiv1],2=1,...,m — 1 est un polyndéme de degré un,

V)} ={pe CO([av b)), Pllyiyita] € P1}.

La méthode qui va étre décrite ici peut se généraliser & des polynémes de degré plus élevés. On
peut consulter [8] pour un cadre généralisant ce que l'on fait ici.

L’idée est alors de rechercher la précision en augmentant le nombre de point dans la subdivision
Y. On a le théoréme suivant

Théoréme 5.4.1. L’espace V; est un espace vectoriel de dimension m dont une base est donné par

{p1,...Dm} o0
- Sil<i<m,

0 51y &€ [Yi-1,Yir1),
pi(y) = 5}% 1Y € [Yi-1, i
% 1Y € [Yis Yit1]-
- Sii=1,
W=y _
pi(y) = { Y2—Y1 SZ. ye [yl’yQ] = [a, 92]
0 sinon.
- Sii=m,

Ym—Ym—1

0 Sinon.

=V gy € m—1,Ym) = [Ym—1,b
pm(y):{ Y € [Ym—1,Yym| = [ym-1,0]

On a le corollaire suivant

Corollaire 5.4.1. Pour toute fonction f définie sur [a,b], il existe un unique ¢ € V; tel que pour

tout i, o(yi) = f(y:) et
m
p= Z YiPi-
=1

Avant de faire la démonstration du théoréme et du corollaire, on donne une représentation
graphique des fonctions p;.
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\ /
Py o Py
A 4 A 4 ® A 4 A 4

a Y1 Yi—1 Yi Yit1 Ym—1 b

Démonstration du théoréme 5.4.1. 1l est clair que V3 est un sous espace vectoriel de C%(a,b). Mon-
trons que les fonctions p; forment une famille libre. Si

m
Z ajp; =0
j=1

alors, en évaluant cette somme en r = x;, on a
m
0= Zajpj(?/) = q;.
j=1
Montrons que c’est une famille génératrice. Soit ¢ € VYI—. On considére
m
U => oy)p;
j=1

et on va montrer que ¥ = . Déja ¥ € Vi}, donc V[, +..,) est un polyndme de degré 1 qui vérifie
U(yi) = o(yi) et W(y;) = ¢(y;) donc

( ‘)y_yi—i-l

Y—Yi
Wiysyi4] (W) = 9 (vi + o(Yit1) -

+ - .
Yi — Yi+1 Yi+1 — Yi

En appliquant le méme raisonnement a ¢ € V;, on voit que

Y~ Yi+1 Y—Yi
win)(U) = eWi)—— + p(yir1) ———
Pllyiy +1}( ) (P( Z)yi — it 90( i+ )yi+1 —
et donc W, oo 1] = P|[y;,yis1) 400 ¥ = . Ceci montre que la famille est génératrice, donc c’est une
base et dim V; =m. O

m
Démonstration. Démonstration du corollaire 5.4.1 Soit f définie sur [a, b]. On cherche ¢ = Z o;p;
i=1

telle que ¢(y;) = f(y;). On remarque que p;(y;) = 0;; donc a; = f(y;) et

¢ = Z Fi)pi-

=1
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Enfin, on donne une estimation d’erreur.

Théoréme 5.4.2. Soit h = max; |yj41 — y;|. Soit f € C*([a,b]) et ¢y, son approzimation dans Vy-.
Alors

max [ £(a) — (@) < 5 Ma()

ot Ma(f) = maxgeiqp | [ (7)].

Ce résultat montre donc que quand h — 0, ¢, converge uniformément vers f.

Démonstration. Sur [y;, yi+1], ¢ est U'interpolé de Lagrange de f. En utilisant le résultat du théoréme

5.3.1,on a
My (f
ola) — @) < 20 @)
M
< M 1 gy - i
Ma(f) (yis1 — viy2
s 5
< MQ(f) h2
8
d’ou le résultat. O

5.5 Interpolation d’Hermite et éléments finis d’Hermite

Ce type d’interpolation ne fournit qu’un interpolant continu. Méme en généralisant ’approche
présentée ici en augmentant le degré du polynome employé dans [y;,yi+1], on n’aura pas mieux
que la continuité de 'interpolant (méme si 'erreur d’approximation s’améliore). Afin de définir des
interpolants plus régulier, on introduit un cadre plus général.

Remarquons que dire que

trouver o € Vi tel que ¢(x;) = f(z;),Va; €Y

peut se réécrire
trouver ¢ € Vi tel que V¢ € L, {(p) = £(f)

ou L est un ensemble de formes linéaires

L={l,... 0y}

avec
¢ C%a, b)) = R
[ fyi)
On peut généraliser ce cadre en considérant L un ensemble de formes linéaires définies sur un
espace espace de fonctions V, et le probléme d’interpolation est défini par la donnée d’un sous—espace
de dimension finie de V noté V' et la recherche de ¢ € V' telle que

Ve e L l(y) = ((f).
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Un exemple est donné par l'interpolation d’Hermite. Ici, V = C%1([a, b]) et
L:{ljyi,j:17...,m;i:O,...,d—1}
avec
e+ CHY(a,b]) R
f f9(x)

On voit que card L = md = dim P,,4_1. On a le résultat suivant :
Théoréme 5.5.1. Pour tous j =1,...,m eti=0,...,d— 1, il existe un unique p;; € Ppq_1 tel
que

ii(p) =1

gj’,i’(@) = OSZ (j,,i/) 7é (j7l)

La famille {¢;;,j = 1,ldots,m;i =0,...,d — 1} est une base de Pp,q_1.

Un exemple trés utile en pratique est le cas m = d = 2 : il s’agit d’une interpolation cubique.
Dans lintervalle [a, b], elle est définie par

p(a) = fla) ¢'(a) = f'(a)
p(b) = f(b) ¢'(b) = f'(b)

On verra en TD comment calculer ¢ connaissant (f(a), f'(a), f(b), f'(b)). On peut démontrer le
résultat suivant

(5.2)

Théoréme 5.5.2. Si f € C*([a,b]), alors ¢ définie par (5.2) vérifie

1

fla) =) = 5z - a)’(z = 0)* f M (&)

o &, € [a,b] et
max 1f(z) — o(2)| < CMA(F)(b—a)*

ot M3(f) = max(qp [f" ()| et C est une constante indépendante de a et b.
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Chapitre 6

Intégration numérique.

Le probléme qui est abordé ici est le suivant. Soit I un intervalle et w > 0, f deux fonctions
telles que wf est intégrable sur /. Comment calculer ou approximer 'intégrale

/f(:p)w(x)daz ?
1
Ce probléme apparait trés souvent : par exemple, si on veut résoudre

d
= F(®),6),  y(0) = yo donné,

on sait que

y(x) = y(0) + /0 " (s). 5)ds.

A partir de cette formule, on peut construire des formules approchées (le but de ce chapitre), puis
des méthodes d’approximation de cette équation différentielle (non abordé dans ce cours faute de
temps). De méme, pour simplifier ’exposé, on supposera que I est borné, I = [a, b] ou I =]a, b[. Par
contre w peut avoir des singularités comme dans w(z) = 1/vV1 —22 s I =] —1,1].

6.1 Quelques exemples

On débute en donnant quelques exemples de formules bien connues. Supposons f continue dans
[a, b]. Considérons une subdivision de I, a = zp < x1 < ... < zp_1 <z +n = b. On a les formules
de Riemann

n—1
IS(f) =Y flai) (@i — ),
§=0
ou _
ID(f) = Zf(l’jﬂ)(?ﬁjﬂ — ;).
§=0



ou la formule des trapézes

n—

N ) + i)
L =3 =

1
(Tj+1 — z5),
7=0

ou encore la formule de Simpson

fa) + 4f<(xj n %’+1)/2) T flaga)
Iy = Zj =0t 5 (Tj+1 — zj).

Les points z; et éventuellement m#

Les questions sont :

sont appelés point d’intégration.

1. Comment fabriquer des formules de quadratures 7 Il y en a de deux sortes : les formules simples
et les formules composées.

2. Comment les comparent-t-on ? Comment voir si elles sont précises ou non ? Il faut introduire
la notion d’ordre d’ une formule de quadrature.

3. Pour un nombre de points d’intégration donné, comment fabriquer des formules d’ordre maxi-
mal ?

6.2 Ordre d’une formule de quadrature

De fagon générale, une formule de quadrature est une expression de la forme
n
I(f) =Y Nf(=)) (6.1)
j=1

ot les points de quadrature x; sont n points deux a deux distincts donnés dans [a, b] et les scalaires
A;j sont choisis de maniére & ce que 'erreur de quadrature

b n
en(f) = / f@)w()de — 3 A f(z))
a ]:1

ne soit pas trop grande.
On a la définition suivante

Définition 6.2.1. On dit que la formule de quadrature (6.1) est d’ordre m si m est le plus grand
entier tel que la formule soit exacte sur P,,.

Avec cette définition, on voit que 1< et IP sont d’ordre 0, IT et I™ sont d’ordre 1, la formule
de Simpson I° est d’ordre 2 au moins. On peut le vérifier en exercice.
Pour estimer I'ordre d’une formule, il suffit de chercher m tel que quelque soit k < m,

b
Z)\jx?:/ a*w(z)dz.
=0 a
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Ceci définit un systéme de m + 1 équations a n inconnues (les \;). Pour pouvoir le résoudre, il faut
qu’on ait au moins autant d’équations que d’inconnues. On supposera donc n < m + 1. Le rang du
systéme est celui de la sous—matrice formée de ses n premiéres colonnes, il faut donc que la matrice
de Vandermonde

soit inversible, ce qui est le cas puisque les x; sont deux & deux distincts.
Pour que la formule de quadrature soit exacte pour les polydémes de degré < n — 1, il suffit que

b
)\j:/a w(x)ly(x)dz (6.2)

ou ¢, est le p°polynéme de Lagrange associé aux nceuds {x1,...,z,}. Ceci donne n relations.
Dans ce cas, la formule (6.1) peut étre réécrite comme

n b
=Y ( / @(sc)w(w)das)
j=1 \a
b n
:/ (Zf(xﬁ@(x))w(m)dm
a j=1

-/ ’ p(wyu(a)d

ou p est le polynéme de Lagrange associé a {x1,...,x,}.

Remarque 6.2.2. On peut se demander pourquoi on considere le poids w dans l'intégrale et qu’on
ne se contente pas de n’utiliser que des formules du type Simpson. C’est en fait pour mieux gérer
les singularités de l'intégrande. Supposons qu’on veuille intégrer f(x) = x® sur [0, 1]. On sait que si

a>—1,
1
1
/xadx:
0 O[-'—]_

1 1 pat1/2
z%dr = dx
/0 0o VT

et On va prendre o > —1/2 dans ces exemples. Le poids set donc w(x) =1/\/x.

La formule des trapéze donne
1
1 1
Ydr ~ - 0%+ 1) = =.
/0 zodz 5 < +1%) 5

. On rééerit cette relation comme

Considérons maintenant w(x) = 1/sqrtx. Ainsi o+ 1/2 > 0, 2°T1/2 est continue. On cherche
une formule de quadrature associée a ce poids

1
/O w(@)g(x)dz = Mog(0) + Mg(L).
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On aly(zx)=1—x et {1(x) =z et donc

et

La formule est donc

qu’on applique a x*T1/2. On trouve donc

1
2
/ %dr ~ =
0 3

La formule & poids donne une erreur € = |a+s-1 —2/3|, la formule des trapéze donne ¢ = %_H -

1/2|. On a donc e < € si
1 1,1 2 5
a1 2578 70
soit a < 7/5. L’erreur donnée par la formule a poids est inférieure a celle de la formule des trapézes
st —1/2 < a < 7/5. Plus généralement, les formules & poids permettent de mieux prendre en compte

les singularités intégrables.

6.3 Formules simples et formules composées

Les formules simples sont obtenues en considérant directement l'intervalle [a,b]. Les formules
composées sont obtenues en considérant une subdivision de [a, b], et sur chaque intervalle [y;, yj4+1],
on considére une formule simple. Elles sont donc obtenues en juxtaposant des formules simples.

6.3.1 Exemples de formules simples

Des exemples sont donnés par I7(f) = f(0), IP(f) = f(1).
La formule simple du point milieu est

PTIUES U]
La formule simple des trapéze est
() = L2 4 10)
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On va calculer 'ordre de I7. On a

1
I3 (2%) = é(42% +1)= % = / 22dx
0
1
I5(a%) = gdgp +1) = = / r3da
0

1
IFa) =t4x+1) =2 :/0 atda

La formule de Simpson est donc d’ordre 3.
On a aussi les formules de Newton—Cotes obtenues en considérant le poids w = 1 et les points

G-1b-a)

=aq,...,T;= o Zy=0D>
X a, , X a+ 1 R T
ce sont les formules fermées ou les formules ouvertes avec
b—a (j—1)(b—a) b—a
= T = ~ X, =0b— .
T a+n+1, , L a + il , T, 1

Les poids sont obtenus par la formule (6.2). Les formules ouvertes permettent de traiter des pro-
blémes avec des singularités en a ou b.
6.3.2 Formules composées

Si on a une formule de quadrature
I(f) =Y A\if(x))
j=1
sur [0, 1], on peut obtenir une formule sur [a, b] grace & la transformation x — a+ x(b—a), et donc
b n
/ g@)dz =~ (b—a) 3" Njgla+ ;(b— a). (6.3)

j=1

Les formules des trapézes et de Simpson sont des exemples de formules fermées, la formule du point
milieu est une formule ouverte.

Pour obtenir une formule composée, on considére une subdivision de [a,b], a = ap < a1 < ... <
an—1 < an = b. Dans chacun des intervalles [a;, a;;+1], on applique la formule (6.3) pour obtenir

p—1 n
Lnp(f) =Y (i1 —ai) > Ajflai + zi(aj — ;).
i=0 Jj=1

L’ordre de la formule I, , est au moins égale & celui de la formule (6.3).
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6.4 Estimations d’erreur

6.4.1 Cas des formules simples.

On a le théoréme suivant

Théoréme 6.4.1. Soit une formule de quadrature d’ordre m sur [a,b] notée
n
In(f) =D A f(5)-
j=1
On note ty = max(t,0), et on pose t). =1 sit >0 et tg =0 sit <0. On définit G par
b m
G(o) = [ (o= )y = 3" Ayt = )
a j=1
Alors, quelque soit f € C™(a,b), on a

b b
|ty - 1) = o [ 5 w6y,

La fonction G est appelée noyau de Peano.

Avant de commencer la démonstration, remarquons que G(y) est l'erreur de quadrature qu’on

fait avec (z —y)7.

Démonstration. On commence & écrire la formule de Taylor avec reste intégral

f(x) = P(z) + R(x)

avec m ( )
P(z) = Z / J"(a) (« — a)
=
et )
R(z) = — FD (y) (@ — y)"dy

De plus, siy € [a,z], <y doncx —y >0et (r —y)" = (x —y)T. Siy€la,b], v —y <0 et donc
(x —y)T =0, si bien que

T b
/ £ () (& — )y = / £ () — )Ty
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et

De méme,
m
Ii(R) =) AjR(z;)
j=1
=3 [ gy
; m! J,
7j=1
n
1 (m+1) m
=) N— [ [T W) —y)idy
; m! J,
7j=1
IR
— i [ (e =t )y
a j=1
En utilisant ces deux relations, on obtient le résultat voulu. O

On obtient & partir de 1& 'estimation d’erreur suivante :

Corollaire 6.4.1. Soit I+n une formule de quadrature d’ordre m. Alors, pour toute f € C™*1([a, b]),
on a

b
<L e [f () / G (y)ldy.

a m! zela,b]

dont la démonstration est immédiate.

Exemples de noyaux de Peano. On considére

pour f définie sur [0, 1] et ¢ € [0,1]. Si ¢ # 1/2, la formule est d’ordre 1, et d’ordre deux si ¢ = 1/2.
Sic#1/2, on a donc



Sic=1/2,0na

On a donc deux cas différents
- Siy<1/2,G(y) =y*/2,
- Siy>1/2,Gy) = (1—-y)?*/2

Le corrolaire 6.4.1 fournit donc les estimations suivantes

~ Sic#1/2,
/f )ds

- [ rou]

6.4.2 Cas des formules composées.

< max [f'(z)] ¢(1 - ¢),
z€[a,b)

~ Sic=1/2,

< — /!
Irg[%lf (z)].

On se donne une formule simple pour [0, 1],
n
£ =>_Xf(z)) (6.4)
j=1
d’ott I'on tire la formule composée

Lom(f) = Zb — a) Z)\ f(ai +a;(b; aibz’g)] (6.5)

=1 7j=1

associé a la subdivision [a,b] = UY_,[a;, b;] ol on a posé par comodité b; = a;11.
Du théoréme 6.4.1, on déduit le résultat suivant.

Théoréme 6.4.2. Si la formule (6.4) est d’ordre m, la formule composée (6.5) vérifie

m+1

b max; P — Q; 1
~ [ 5wy < - OB im0 ) | 6wla.

m! z€[a,b]

Démonstration. Ce résultat se déduit simplement de la démonstration du théoréme 6.4.1 en faisant
le changement de variable x — a + (b — a) qui transforme [0, 1] en [a, b]. O
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6.5 Formules gaussiennes

6.5.1 Théorie générale

Soit [a,b] un intervalle compact et w une fonction intégrable positive sur [a,b]. Etant donné de
n points deux & deux distincts, on sait qu’il existe une formule d’ordre au moins n — 1. Elle est
construite en considérant I'interpolant de Lagrange sur ces noeuds. La question qui se pose est la
suivante. Comment déterminer ces n nceuds et les poids A; de maniére a ce que la formule soit de
degré le plus haut possible, c’est a dire que

b
/ f@yw(@)de = N f(x:)

i=1

s’annule sur P avec k le plus grand possible. Une fois les x; déterminés on sait que

b
r—x
)‘i :/ Hp7gl xp dl’,
a

donc seuls les x; sont a déterminés.
Si P € Py, on doit avoir

Q(z) = I, (z — ).
On fait la division euclidienne de P par @,
P=QM +r,

ot le degré de r est < n. On a donc
b n n
/ Playw(@)ds = S APy = 3 Ajr(ay),
a j=1 J=1

et donc nécessairement X
/ Qz)M (2)w(x)dz = 0 (6.6)

quelque soit M polynéme de degré k — n car la formule est d’ordre k. Par induction (i.e. division
euclidienne successive), on voit qu’il suffit que (6.6) soit vrai pour tout polynome de degré <n
On est donc conduit & étudier la forme bilinéaire

b
(P,Q) € P, x By, — / P(2)Q(z)w(z)dz = (P,Q). (6.7)

Définition 6.5.1. On appelle polynéme orthogonauzx relativement a un poids w positif et intégrable
sur un intervalle [a,b] la suite suite des polynémes Py, Py, ... P,,... ayant les propriétés suivantes
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1. Quel que soit n, P, est de degré n, le coefficient de plus haut degré vaut 1,
2. Quel que soit n, quel que soit P € Py, avec k <n — 1,

b
/ Po(2) P(a)w(z)dz = 0.

Montrons d’abord que de telles suites existent

Lemme 6.5.2. Que que soit le poids w > 0 intégrable sur [a,b], il existe une unique suite de
polyndémes orthogonaux qui satisfont a

P, =2" E cinb;

P
" (Pl7 ]Dl)

Démonstration. On a Py = 1. Supposons connus les n — 1 polynoémes orthogonaux. On a nécessai-

rement (si existence)

avec

P, =2a" E a; P

On détermine o en écrivant que (P, Pj) =0si j <n.
Une autre fagon de faire le calcul est d’appliquer la méthode d’orthogonalisation de Gramm

Schmidt a {1,z,...,2"}. O]

Donnons une propriété qualitative des polynémes orthogonaux qui permet de construire les
formules de quadrature : les zéros sont deux la deux distincts et tous dans [a, b]. Plus précisément

Théoréme 6.5.1. Soit w un poids intégrable et strictement poistif dans [a,b]. Alors, quelque soit
n, toutes les racines du n°polynéme orthogonal P, sont simples et sont dans |a,b].

Démonstration. Soient x1, x2,...,x; les racines de P, appartenant a ]a, b, et comptées avec leur
multiplicité. On a j < n et peut étre nul. Supposons que j < n. Comme les coefficients de P, sont
réels, P, va changer de signe & toutes les racines de multiplicité impaire. Posons, si 7 > 0,

Qz) = H£:1($ — k).

Si j = 0, on prend @ = 1. Le produit P,Q ne change pas de signe dans |a,b[, et @Q est de degré
<n —1, donc

b
/ Po(2)Q(x)w(z)dz = 0.

Comme l'expression P, (z)Q(x)w(x) est positive, elle doit étre nulle ce qui est impossible : les racines
de P, sont donc toutes dans [a, b]. Il faut montrer maintenant qu’elles sont simples.

Soit x1 supposée multiple. Alors P, (x) = p(x)(z — 21)? et P, et p sont de méme signe. Comme
p est de degré au plus n — 2, et donc

1
/ P, (z)p(x)w(z)de =0

-1
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ce qui est absurde.
Les racines sont donc simples. O

On finit par donner la réponse & la question posée :

Théoréme 6.5.2. L’unique formule a n points d’ordre mazximale est la formule par interpolation
construite en prenant pour neuds les zéros du npolyndéme orthogonal par rapport au poids w. Elle
est d’ordre 2n — 1. La formule ainsi déterminée est dite gaussienne.

Démonstration. On part de (6.7). Cette formule exprime que les points d’interpolations xy, ..., Zy,,
s’ils existent, sont tels que

Qz) = I (z — x5)

est orthogonal & tout polynéme de degré n — 1. Au vu de ce qui vient d’étre dit sur les polynémes
orthogonaux, on voit que nécessairement les z; sont les zéros d’'un polynéme orthogonal pour le
poids w. C’est forcément P,,, et on a ’existence et I'unicité.

Son ordre est 2n — 1 : Soit k£ ’ordre de cette formule. Nécessairement k¥ > 2n — 1 car si P est de
degré 2n — 1, on effectue la division euclidienne avec P,, P = P —np + r et comme précédement, r
est de degré n — 1 donc

b b n n
/ P(z)w(z)dx = / r(z)w(z)dr = Z Ajr(zj) = Z \jP(z5)

la premiére égalité étant conséquence de 'orthogonalité de P, et de de p car son degré est au plus
n— 1.
Si k> 2n —1, on prend P(x) = P2(x), et on a nécessairement

donc

ce qui est absurde. O

6.5.2 Exemples

Avant de continuer, on va donner deux exemples, I’'un pour le poids w = 1 et 'autre pour le

poids
1

V1—a2

w(zx) =

Dans les deux cas [a,b] = [-1, 1].
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Exemple du poids w =1 : les polyndomes de Legendre.

[ 11 d"[ , ...

Démonstration. On pose pour simplifier les notations

On a dans ce cas

Rof) = o |02~ 1]

~dzn

qui est un polynome de degré n de coefficient dominant 2n(2n — 1)...(n + 1). On vérifie ensuite
que si p < n, il existe un polynéme ry(z) tel que

i@ = 0] =) - 1,

dxP
Cette relation est vraie si p = 0. Supposons la vraie pour p — 1. Alors

i@ = 0] = [t - o]

dxP
(r;_l(x)(x2 —1)+2z(n—p+ l)rp_l(:c)> (x2 — 1P,
A partir de 14, et supposant m < n, on intégre par partie

dnfl m

1
| Ru@)Rnla)de = 1@ = 107 @ = 1
-1

Logn-1 amt
— ——|[(z* = )" ——=[(z" — 1)"]dx
[ gl = D e = 1)
Le premier terme s’annule en +1 grace au résultat préliminaire, et de proche en proche, on a

/ ' Ro(@) Ry ()

-1

1 n—p m-+p
= (1 [ Sl - e - 1)

sip <n.Sim <n,onprend p=m+ 1 et la dérivée d’ordre m +p = 2m + 1 de (22 — 1)™ est nulle
d’ou )
/ R () Bon ()t = 0.
-1
Sim =n, on prend p =n et

1

1
/ R (2) B (2)dzt = (20)! / (1— 2?)dz = (20)1L,.

-1 -1
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En intégrant par partie, on voit que

1
/ (1 —2*)"dx = z(1 — 2®)"

-1

et donc par récurence,
I, =2n(I, — I,—1)

soit
_2n
n — om+ 1 n—1
et donc
[ __ 2n(2n-2)...2 _ 2"+ n) o 22ntl(p))?
" @2n+1D)(2n—1)...3.17  (2n+1)(2n)!/27n!  (2n+1)(2n)!
Finalement,

1 - 22n+1(n!)2
/1 Ry (x)*du = 2n +1)(2n)!

Ceci montre que les P, forme une famille orthonormeée, le coefficient dominant de P, est strictement
positif. O

On appele polynéme de Legendre les polynémes (), donnés par

Qo) = s (1 2]

nl2n dgn

Donnons quelques valeurs.

1. Sin=1,0na X
/_1 f(z)dx ~ 2£(0).

C’est la formule du point milieu qui est précise a 'ordre 1.

2. Sin=2, 1
[ tons=1(=5)+1(%)

qui est précise & ’ordre 3.

3. Sin=23,
! 5 V15 8 5.(V15
/_1f($)d33 9f<— 5) +§f(0)+ 9f<5>-
qui est précise a ’ordre 5
4. Sin =4,

[ o= g (<5--v0) v (- 00 5 (35 s 0o |
+% (5+330) @!f(— 1/35\/m> +f<1/35\/m>]

qui est d’ordre 7,
5. etc
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Exemple du poids w(z) = 1/sqrtl — 22 : les polynémes de Tchébychev
Le poids
1

V1 — 22

w(x) =

est singulier en +1 mais intégrable sur [—1, 1].
Si arccos désigne la détermination inverse de cos dans [0, 7],

0 = arccos(x) si et seulement si x € [0,7] et cosf = z,

les fonctions @, (x) = cos (arccos :z) définies sur [—1, 1] sont orthogonales relativement au poids

w(l) = \/11_? De plus, @, est un polynéme de degré n et

1 .
1 w/2 sin>1
2 _ =
/_1Q"(x)./1_x2dx { ™ sin=0
Démonstration. En faisant le changement de variable z = cos(f), on a

dx = cos(nx) cos(mzx)dz

1
V1—ax2 0
En utilisant les formules d’addition, on voit qu’il ne reste plus qu’a prouver que @,, est un polynome.
OnaQp=1,Q==xet

/ 11 Q1)@ ()

Q2(z) = cos(2arccos(z)) = 2 cos?(arccos ) — 1 = 2% — 1.
En posant § = arccosz, on a

Qn-1(z) + Qni1(z) = cos(n — 1)0 4 cos(n + 1)0
= 2cosf cosnb = 2xQ, ()

Ainsi,

Qnt1(2) = 22Qn () — Qn-1().

Donnons quelques valeurs.

1. Sin=1,ona

! 1
/_1 f(x)ﬁdx ~ 2f(0).

C’est encore la formule du point milieu qui est précise a ’ordre 1.

2. Sin=2, 1
o5 35)+(35)]

3. Sin=3,



On voit que si x; = cos (j%) pour j=1,...n,0n a

! 1 T
IRt T2 1)

Comment peut—on expliquer ce résultat 7 Ceci sera fait en TD.
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Chapitre 7

Exercices et Travaux dirigés

7.1

Exercices

7.1.1 Précision des calculs et problémes d’arrondis

1.

. Ecrire un programme qui calcule de trois fagons différentes (1 — )

On vérifie que %eps= 27°2 est la précision maximale pour les calculs en SCILAB : pour cela
on compare & 1 les nombres : 1+ %eps et 1+ %eps /2.

. On vérifie qu’en informatique, ’addition n’est pas une opération associative a cause des erreurs

d’arrondis : écrire un programme qui calcule z1 = ((y + ) —x)/y et 20 = (y + (x — x))/y et
le tester avec des valeurs bien choisies de x et de y.

. Ecriture d’un programme qui calcule le coefficient binémial (Z) pour n et k donnés :

(a) Ecrire la formule utilisant les factorielles et la simplifier afin d’obtenir un nombre de
facteurs minimal au numérateur comme au dénominateur.
(b) Ecrire une fonction de deux variables avec ou sans boucle qui calcule (Z)
7.
(a) En calculant y = 1 — z puis .
(b) En utilisant la formule du binéme de Newton : (1 — )7 =1 — Tz + 2122...
(c) En utilisant la méthode de Horner
) Tracer sur un méme graphique les deux premiéres fonctions dans I'intervalle [0,99; 1, 01].
Commentaire.
(e) Tracer sur un autre graphique,sur le méme intervalle,les premiére et troisiéme fonctions.
Commentaire.
(f) En utilisant la fonction qui calcule les ceefficients bindémiaux (exercice 3), généraliser a
(1—x)™
(a) Définitions
— Soit f une fonction définie et n fois dérivable sur un intervalle I de R; f est solution
d’une équation différentielle d’ordre n sur I s’il existe une relation fonctionnelle entre

f et ses n premiéres dérivées sur I.
— Cas particulier : f est solution d’une équation différentielle linéaire d’ordre n sur [ si la

relation fonctionnelle entre f et ses n premiéres dérivées est linéaire : I(ao, ..., an,b),
fonctions au moins continues sur I telles que Yz € T, ap(z).f™ (z)+- - -+ay1(x).f'(z)+

ap.f(x) =b(z) (1)
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(b) Principe de superposition
Soient fi et fo deux solutions de (1), alors fo— f] est solution de a,(z).y™ + - -- 4+ a1 (). + ag.y = 0 (2]
qui s’appelle équation homogeéne (ou sans second membre) associée a (1). Une solution
quelconque de (1) s’obtient donc en ajoutant & une solution particuliére de (1) n’im-
porte quelle solution de I’équation sans second membre associée. On procéde alors en deux
temps : résolution de (2), puis recherche d’une solution particuliére de (1) et syntheése.
Proposition : I’ensemble des solutions de (2) est un espace vectoriel sur R.

(c) Etude d’un cas particulier : résolution de I’équation homogéne y’ + a.y’ + b.y = 0

()

L’ensemble des solutions de y” + ay’ + by = 0 (x) est un plan vectoriel sur R.

On cherche des solutions sous la forme f(z) = € ou r € C. On constate que 7 est
solution de 1’équation caractéristique 72 + ar 4+ b = 0. On distingue donc trois cas selon
la valeur du discriminant A.

i. A >0:1ily a deux racines réelles distinctes r1 et r, donc deux fonctions solutions :

T rox

x — "% et x — €. Soit © — z(x) une autre solution; on étudie la fonction

y:x — e "7 z(x) et on montre en dérivant que y est solution de ’équation
différentielle ¢/ 4 (271 +a)y’ = 0 dou y(x) = K.e~?1+9)2 L Q) = K.e(27m)e L Q;
en effet —(2r; +a) =19 — 1

Donc toute solution est de la forme z(x) = K.e™*+Q.e"* et ’ensemble des solutions
est bien un espace vectoriel de dimension deux ayant pour base les deux fonctions
obtenues & partir de I’équation caractéristique.

ii. A=0: il y a une racine double réelle rg; on considére de méme une solution
quelconque z(x) et y définie par y(x) = e "%.z(z) et on a (271 + a) = 0 donc
l’équation différentielle dont y est solution devient y” = 0 donc y(z) = K.x + Q et
z(z) = €"™*(K.z + Q). Une base de solutions est alors (x — €%, x — z.€"0%).

iii. A <0:ily a deux racines complexes conjuguées r| = o + i3 et ro = a — i3 ; une
base de solutions réelles est alors (z — e**.cos(fx), x — e**.sin(fBx))

(d) Exemples : trouver I'ensembles des solutions réelles ou complexes des équations diffé-
rentielles suivantes :

(@) ' +y —6y=0 (0) 4y" -4y +y=0
(€ v +y +y=0 (d) iy"+y +2iy=0
6. Calculer le produit matriciel A x B suivant :
b0 i1)) ; g 43 51
A=|-5 2 -1 7] et B= 9 _9 _1 0 -3
1 0 -1 4

7T 6 5 4 3
(a) A la main.
(b) En ScILAB.
7. Résoudre le systéme suivant :

- + 2y + 2z = 4
2¢ — y — 2z = =5
2z + 2y + 2z = 0

(a) Sur feuille en détaillant les diverses étapes (opérations sur les lignes)

(b) En écriture matricielle (en respectant les mémes étapes que précédemment).
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7.1.2 Normes vectorielles et matricielles

Rappels
— Rappeler les propriétés qui définissent une norme vectorielle.
— Quelle propriété supplémentaire a-t-on pour une norme matricielle 7

— On rappelle que pour une norme vectorielle donnée ||.||, la norme matricielle induite est définie
par :
ap A2l
1Al = o TP || Azf].
||]|=1
On note A = (ai7j)1§i7j§n une matrice de M,,(C) et z = (x1,...,x,) un vecteur de C".

1. Equivalence des normes en dimension finie

(a) Montrer les inégalités suivantes et vérifier qu’elles sont optimales :
- Ve eC, |lzfli < nflzfloo
- V2 e C", ]l < [y
- Ve el |lr]leo < |22
- Vz e C", zflz < vn||2||oo
- Ve el |lxllz < |lz])x
- Ve eC, [lzfli < Vnlzll
(b) En déduire les ceefficients « et 3 qui montrent I’équivalence de ces différentes normes sur
cn.

2. Vérifier que la norme qui a la matrice A associe max |a; ;| est bien une norme sur I'espace
<.7j§n

) |

M,,(C) mais pas une norme matricielle.

On pourra par exemple utiliser la matrice dont tous les ceefficients sont égaux a 1.

3. (a) Calcul de la norme matricielle induite pour ||.||1 : montrer que ||A||; = II[laX” <Z| a; j
el

(b) Calcul de la norme matricielle induite pour ||.|| : montrer que || A||~ = II[l[aX Z |la;
1
On remarque que ||All1 = ||'A||oo
(c) Si||.|| est une norme induite qulconque, que vaut la norme de l'identité ?
1/2
4. On définit la norme de Frobénius d’une matrice A par : ||A|| = Z |a; ;|2
1<i,j<n

(a) Veérifier que la norme de Frobénius est bien une norme matricielle.
(b) Que vaut la norme de 'identité ?
(c) La norme de Frobénius peut-elle étre une norme induite ?

5. Définition : Une norme matricielle ||.||3s et une norme vectorielle ||.||y sont compatibles si et

seulement si VA € M,,(C) , Vo € C*; ||Az|lv < ||A||a-]|x||v

Remarque : Une norme vectorielle ||.||} et sa norme matricielle induite ||.||5s sont toujours
compatibles.

(a) Montrer que la norme de Frobénius et la norme |[|.||2 sont compatibles.
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(b) Prouver le théoréme suivant : pour toute norme matricielle, il existe une norme vectorielle
qui lui est compatible.
Indication : a x un vecteur donné, on associe la matrice carrée X dont la premiére
colonne est x et les colonnes suivantes sont nulles ; on définit alors une norme vectorielle
par [[z[lv = || X]|ar-
Il s’agit de vérifier que ||.||} est bien une norme, puis la compatibilité.

7.1.3 Problémes de conditionnement

Rappels
— Soit A une matrice inversible et ||.|| une norme matricielle, le conditionnement de A associé a
cette norme est cond(A)= ||A|| x [|[A7!]|.
— Si A est une matrice ayant pour valeurs propres Ap,...,A,, son rayon spectral est p(A) =
max_|\;|.
i€[[1,n]]

1. (a) Soit A une matrice, montrer que la suite A™ converge vers la matrice nulle si et seulement

si p(A) < 1.
(b) En déduire que la série Z AF converge si et seulement si p(A) < 1, vers (I — A)~".
keN
2. Montrer que pour toute norme matricielle, klim || AF||YE = p(A).
— 400
5 9/2 —3/2
3. Calculer le rayon spectral de la matrice A= | -2 —-3/2 3/2
2 7/2  1/2
4. En utilisant 1’équivalence des normes ||.||1, ||-||2 et ||.||co, montrer que les conditionnements

correspondants sont équivalents et déterminer les ceefficients o et 3 correspondants.

5. Décomposition “UDR” : soit A une matrice carrée a ceefficients réels, on veut montrer qu’il
existe deux matrices unitaires U et R et une matrice diagonale D & termes positifs telles que

A=UD.R
(a) Justifier I'existence d’une matrice diagonale A et d’une matrice unitaire R telles que :
'AxA='R.A.R
(b) A quoi est égale la matrice D ?

(c) Vérifier que A. "R . D! est une matrice unitaire et conclure.

6. Montrer que pour toute matrice A de M, (R), ||Al|2 = 1/p(*A A).

7. Montrer que pour la norme 2, le conditionnement d’une matrice est le quotient de la plus
grande valeur singuliére de A par la plus petite valeur singuliére de A.

les valeurs singuliéres d’une matrice A sont les racines carrées des valeurs propres de 'A x A.

8. Montrer que pour une norme induite quelconque, le conditionnement vérifie : cond(A) >
p(A). p(AY).

9. Pour n € N*, on définit la matrice de Hilbert d’ordre n la matrice H,, = (h; j)i<i j<n telle que
1
hi,j T 41
En SCILAB, linverse de la matrice de Hilbert d’ordre n est obtenue par la commande testmatrix(’hilb’n).
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(a) Calculer le conditionnement de Hs, de Hjy pour la norme 2.

(b) A T'aide d’un programme SCILAB, tracer le logarithme du conditionnement de H,, en
fonction de n (n < 150 environ)

7.1.4 Localisation des valeurs propres d’une matrice

17¢ partie : théoréme de Gerschgorin — Hadamard
Soit A = (a; j)1<i,j<n une matrice carrée d’ordre n.
Pour k € [[1,n]], on définit les disques de Gerschgérin Dy, associés & A par :

n

2 € Dy <=z —ap| < Ap = Z |k
e

Toutes les valeurs propres de A appartiennent & la réunion des disques de Gerschgorin associés
a A.

1. Démonstration du théoréme :

Soit A une valeur propre quelconque de A et u un vecteur propre associé & A. Quitte a prendre
un multiple de u, on peut supposer que le plus grand module de ses composantes est égal &

1; on note k un indice tel que |ux| = 1.
n

Montrer que |A — aj x| < Z lay ;| et conclure.

j=1

J#k
2. Etude d’un exemple :
14+¢ 4+ 2
Soit A= -3 244 1
1 i 6

(a) Dessiner dans le plan complexe, les trois disques de Gerschgorin associés a la matrice A.

(b) Remarquer que A et tA ont les mémes valeurs propres, et représenter de méme les trois
disques de Gerschgorin associés a la matrice ‘A.

(c) En déduire une majoration du rayon spectral de A.

3. Une application : les matrices a diagonale dominante

Définition : Soit A € M, (C), A est & diagonale dominante (resp. strictement dominante) si
n n

et seulement si Vi € [[1,n]], |a;;| > Z lai ;| (resp. |a;;| > Z lai ;)
7 i7

(a) Montrer, en utilisant le théoréme de Gerschgérin — Hadamard, que si A est & diagonale
strictement dominante, alors elle est inversible.

(b) Vérifier que la matrice suivante est & diagonale dominante, mais non inversible :

2 -1 -1
A=1-1 3 =2
-1 0 1
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(c) Montrer qu’on peut généraliser ce résultat a une matrice a coefficients réels, a diagonale
dominante, et qui vérifie :

n
Vi€ [[l’nﬂ’ Qi > O,VJ #Za Qg5 < 0 et Zai’j =0
7=1
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2€ partie : nombre d’opérations dans la résolution d’un systéme linéaire

Soit le systéme (S) : AX =BouAe M,(C), BeC"et X = (21,...,2,) € C".

On se propose d’évaluer le nombre d’opérations nécessaires a la résolution du systéme (S) par
les méthodes de Gauss et de Cholesky ; cette évaluation a été faite en cours pour la méthode du
déterminant.

1. Méthode de Gauss : On néglige dans un premier temps les permutations éventuelles dues a la
recherche du meilleur pivot.

(a) Elimination de z; dans les équations 2 & n : compter séparément le nombre de divisions,
de multiplications et d’additions nécessaires.

Une division cotitant plus cher qu’une multiplication, expliquer comment on peut rem-
placer la plupart des divisions par des multiplications.

(b) Elimination de zj dans les équations k+1 & n (pour 1 < k < n —1) : procéder de méme
et compter le nombre total d’opérations de chaque sorte pour la phase de triangulation.

(c) Pour la phase de remontée, déterminer de méme le nombre d’opérations de chaque sorte.

(d) Evaluer le nombre maximal de permutations nécessaires, puis déterminer le nombre total
de chaque type d’opération.

2. Méthode de Cholesky (cas des matrices symétriques définies positives) : On cherche une ma-

trice triangulaire inférieure L telle que A = L.*L. On a vu en cours que cette décomposition
existe si et seulement si A est symétrique définie positive; qu’elle est alors unique et que de
plus, L est & diagonale strictement positive.

(a) En posant A = (a;;)i<ij<n €t L = (b;j)i<j<i<n, (bij = 0 si i < j), montrer que 'on
doit résoudre :

min(i,j)
1

Z b kb
k=

V(i,j) € ([Ln]?, aij =Y bixbjk =
k=1

(b) En raisonnant par ligne (ou par colonne, ce qui revient aau méme puisque A est symé-
trique), compter les opérations nécessaires a la détermination de L.

(c) Déterminer ensuite le nombre d’opérations pour substituer et résoudre le systéme.

3. Peut-on comparer les deux méthodes ?

7.1.5 Formes quadratiques

17¢ partie : Formes quadratiques

Définition 1 : Soit A une matrice symétrique & coefficients réels, on appelle forme quadratique
associée

a A lapplication de R” vers R : z — 'z Ax.

1. Expliciter la formule 'z Az en fonction des coefficients de A et des composantes (w1, ..., T,)
de z.

2. Définition 2 : Une base B = (e;)1<i<n est dite orthogonale pour une forme quadratique ¢ si et
n
seulement si g s’écrit dans la base B ¢(x) = Z o; 22, les a; étants des réels & déterminer.

i=1
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Procédé de réduction de Gauss : (rien d voir avec la méthode du pivot de Gauss)

A toute forme quadratique on peut associer des bases orthogonales (une infinité), et le procédé
suivant permet d’en construire une.

On commence par les exemples suivants : ¢i(z) = 230% + 4m% + x% +8x1x90 — 41123 — 62073
et @(x)=2x1200 — 42123+ 62124 + 82223 — 4Ty + 4374

Méthode générale : on procéde par récurrence sur le nombre k de variables, et pour un nombre
donné, on regarde s’il existe un ccefficient diagonal non nul ou pas. Dans chacun de ces deux
cas, en utilisant un genre de forme canonique, on s’arrange pour “diminuer” de 1 ou 2 le nombre
de variables.

2¢ partie : Matrices symétriques définies positives
Définition 3 : Soit A une matrice symétrique a ceefficients réels, elle est positive (resp définie
positive) si et seulement si sa forme quadratique associée vérifie :

Vo € R"\ {0}, ‘Az >0 (resp. 'z Az > 0)

1. Montrer qu’une telle matrice a tous ses termes diagonaux positifs (strictement positifs dans
le cas d’une matrice symétrique définie positive).

2. Montrer de méme que toutes les sous—matrices principales de A sont aussi positives (resp.
définies positives).
On peut obtenir d’autres relations entre les cefficients de la matrice, ce qui est en accord avec
les conditions d’existence de la matrice L dans la factorisation de Cholesky.

3. Montrer qu’il existe une matrice unitaire U et une matrice diagonale A dont les termes diago-
naux sont positifs (resp. strictement positifs) telles que A = ‘U AU. Autrement dit, il existe
une base orthonormée de vecteurs propres pour A, de plus ses valeurs propres sont réelles
positives (resp. réelles strictement positives). Il est a noter que cette diagonalisation n’est pas
en général la méme que celle obtenue par le procédé de réduction de Gauss.

7.1.6 Interpolation polynémiale

Rappels :
— Soit f une fonction définie sur un intervalle I = [a, b] et xq, ..., x, k+ 1 points distincts de I.
On cherche s’il existe un polynéme Py de degré minimal vérifiant Vi € [[0, k]], Pg(z;) = f(z:).

On pose Vi € [[0;i]] , Li(X) = f[ (X - f”j).

xi—a:j

§=0
— Les polynémes L; s’appellent les polynémes d’interpolation de Lagrange associés a f et a
(xo, 21, .., Tk).
On vérifie que V(i,5) € [[0;k]]*, Li(x;) = &;; (symbole de Kronecker), donc le polynome
k
P= Z f(x;) L; est solution du probléme posé.
i=0
— La méthode de Lagrange pose le probléme suivant : si on souhaite rajouter des points, il faut
recommencer tous les calculs. On fait alors la remarque suivante : Pour calculer le polynéme
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k
Py.11 a partir de Py, on définit Ry 1 = ak+1H(X — x;) qui s’annule pour tous les z;, 0 < i < k
=0

(zi) = f(zg41)

k
et vaut 1 pour X = x4 ; cela entraine que ag41 = H /

o Vi Tkl
On peut alors écrire Pyy1 = Py + Rpy1
Le ceefficient a, s’appelle la k¢ différence divisée de f et se notef|xo, ..., x|
oy, Tk — flr1, ...,
De plus, on a la relation de récurrence f[zo,...,Tx41] = flzo K= flm k—H].
Lo — Thk+1
. AP . - £ (o)
Cette notation peut se généraliser a des points non distincts : f|xg,...,zo] = —
n!

. Les polynomes d’interpolation d’Hermite sont une généralisation de ceux de Lagrange : on
considére k + 1 points d’un intervalle I = [a,b], f une fonction suffisamment dérivable sur I
et ag,...,ax, k+ 1 entiers naturels. Enfin, on pose n = k + ag + --- + ag. Si f admet des
dérivées d’ordre «; aux points z;, alors il existe un unique polynéme P,, de degré inférieur ou
égal & n tel que :

Vi € [[0,K]], V) € [[0,aq]], P (xs) = f9(ay)

Le calcul explicite de ce polynéme est assez compliqué dans le cas général, on va donc se
limiter & un exemple :

. Soit f une fonction dérivable sur [a,b], h3 est le polynéme d’Hermite d’ordre 3 associé a f, a
savoir :

hs(a) = f(a) , hy(a) = f'(a), hs(b) = f(b) , h5(b) = f'(b)
(a) Déterminer ce polynéme pour a =0et b=1
on écrira hy sous la forme : ag + a1z + g 2? + az 2 (x — 1)
(b) Généraliser a a et b quelconques, puis écrire les coefficients «; en fonction des différences
divisées a arguments éventuellement répétés de f.
(c) Donner une majoration de l’erreur sur [0, 1], puis dans le cas général.
(d) On considére la fonction sinus hyperbolique et on donne sh (1) ~ 1,1752, sh’(1) ~ 1, 5431
sh(0) =0et sh’(0) =1
Comparer 'interpolation linéaire et celle avec le polynéme d’Hermite déterminé a la

question 2a pour déterminer une valeur approchée de sh (0, 5).

(e) Vérifier que la majoration de l'erreur calculée prédédemment est en accord avec les ré-
sultats obtenus a la question 2c.

. Trouver un polynéme de degré minimal vérifiant : P(1) = —1, P’(1) =2, P"(1) =1, P(2) =1

et P'(2) = -2

. Un petit exercice pour s’entrainer

Déterminer la décomposition de Cholesky pour la matrice tridiagonale :
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-1 2 -1 0 0

0 -1 2 -1 0 0
A= -

0 0 -1 2 -1 0

0 o -1 2 -1

0 0 -1 2

7.1.7 Divers

Exercice 1. Soit A € M,,(R). On suppose A inversible. Soit w > 0, on considére la méthode itérative

suivante
o € R™quelconque,

Tpt1 = Tp — w(Ax, —b)
A quelle condition sur w la méthode converge ?

Exercice 2. Soit B la matrice carrée d’ordre n

0 F
p=(s o)
ol F' est une matrice a k lignes et n — k colonnes. On considére le systéme (Id — B)x = b.
1. Ecrire la matrice J de la méthode de Jacobi et la matrice £ de la méthode de Gauss Seidel.
2. Que peut—on dire de p(J) et p(L)?

3. Montrer que
1252 = p(B)**~'/1+ p*(B).

Exercice 3. Soient xq, x1, To trois réels distincts.
1. Ecrire le polynéome d’interpolation de Lagrange P associé & (zo,%0), (z1,Y1), (2, Yy2).

2. On suppose que y; = f(z;), oil f est une fonction de classe C3. On admet que P’ et P" est une
bonne approximation de f’ et f”. Déterminer diverses approximations de f'(x1) et f”(z1).

Exercice 4 Cet exercice propose un algorithme de calcul du polynéme d’interpolation de Lagrange
différent de celui reposant sur ’emploi de différence divisées. Il s’agit de la méthode d’Aitken.

Notations. On note par xg,x1,...,Z, les points d’interpolations et yg,y1,...,yn les valeurs en
ces points. On note par P, , le polynéme interpolant aux nceuds {xp,...,z4} (il est de degré
q—p—1, par P, s 4 le polynéme interpolant aux nceuds {z,,..., x4} le nceuds 7 étant exclu.

C’est un polynoéme de degré ¢ — p — 2. Le polynoéme est indépendant de la numérotation des points
le définissant.

1. Montrer que quelque soit x, et x, distincts,

5
3
=
qQ
N~—
v
[}
|
o,
@
-+
N\
&
3
|
8
@
:Q> 3
RN
~__

On examinera les cas * = z,, © =z, et © & {25, 2, }.

2. En déduire une méthode de calcul.
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3. Le point z € [min; )i, max; z;|] étant donné, comment ordonner les calculs pour avoir les
résultats les plus stables.

4. Quel est le cotit de cette méthode ?

Exercice 5. On considére les zéros du n 4 1°polynéme de Legendre P, 1,
Pry1 = aO,nH;'lzo(x - l’j)-

On pose
Poyi(z)
x—xp

Qr(z) =

On sait que les poids de la formule de Gauss qui lui est associée sont donnés par

1 1
M= Onten) [, @

Le but de cet exercice est de donner deux expressions «faciles» de A, c’est & dire ne nécessi-
tant pas de calcul d’intégrales. On admet la relation suivante (voir Guilpin, Méthodes du Calcul
Numérique appliqué, page 113)

quelque soit k, (1 —2?)P} — kxPy, + kPy_, = 0. (7.1)
1. Vérifier que
R /1 Pon@)
(@) Sz —

puis que

Pri1(x)

-1 T — Tk

J RO By

2. Vérifier que

/1 —P"H(x)P (= )da; = ap, /1 " P, dx
-1

T — T, —1

et en déduire que

/ Pn+1 x)d _ Qo,n+1 2
T =
T — Tk apn n+1
3. En déduire que
1 1 2
A =

P (@n) Po(e) n+ 1
4. En utilisant ce résultat et la relation (7.1), montrer que

M= <P4<xk>)2.

1—$k

On voit en particulier que Ay > 0.
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Solution de ’exercice 2. On a

Id— B = (Id’“

ol on a posé Id, = matrice identité de RP.
L’ itération de Jacobi est donc
2t — B

d’ou J = B, et celle de Gauss—Seidel est

Idk 0 (n+1) _ 0

(—FT IdN_k>x —\o
-1

Idy, 0 ~ (1dy

—FT Idy_y “\FT

o (1d 0 0 R\
T \=FT Idy_s 0 0)

Puisque

on a

-F
—FT  Idy_y

+b

F> ™ 4 b

0
Idy_x) "’

(7 ) (0 0)=(

0 F
0 FTF

Le rayon spectral de J est celui de B. Le rayon spectral de £ est p(FFT).

On calcule directement p(B).

(r o) (5) =

donne
F.TQ = /\1’1
FTl‘l = )\132

I
T2

)

soit F'T Fxy = A2x9 Comme les valeurs propres de B sont réelles (matrice symétrique), on voit que

p(B)? = p(FFT).

(7.2)

Finalement, on a p(£) = p(J)?. Les deux méthodes convergent ou divergent simultanément. Si

elles convergent, Gauss Seidel converge deux fois plus vite.

On calcule par récurence £F. On a

On montre que

C’est vrai pour k = 1,2. On voit que

(Rt W A B (et
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d’ou le résultat.
Enfin si A = FTF (qui est une matrice symétrique positive)

(£t — 0 0 0 FAF!T _ (0 0 _ (0 0
ARZLRET AR 0AF 0 AFTFTRAML 4+ A% 0 A4 A%

La matrice A est positive, donc
p((L5)T £5) = p(A)1 4 ()%
car A?*71 A%F et A commutent. Puisque p(A) = p(B)?, on a le résultat.

7.1.8 Probléme

Question de cours On considére les normes suivantes définies sur R" :

n
2lloo = max |zi ,  lzlls =) |zl et |zl]2 =
1<i<n 1

Soit A = (a;j)1<i j<n une matrice (n,n). Rappelez et démontrez les formules des normes induites
associées.

Exercice 1 On considére la matrice :

1. Déterminer le conditionnement L? de A.

2. Soit
10
D= (0 2) ’

Déterminer le conditionnement L2 de D1 A.

3. Quelle remarque peut-on faire ?
Exercice 2 Soit A € M,,,,(R) la matrice bloc suivante :
T
A ¢ D
D 0
ot C € M,(R) et D € M, ,(R)." Les matrices C' et D ne sont pas nécessairement inversibles.

Dans la suite on suppose C' inversible.

1Un exemple d’une telle matrice est

1 0 1 10
B=[0 1 0 ol C:(O 1) et D= (1,0)
1 0 0
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1. Montrer que A est inversible si et seulement si K = DC~' DT est inversible.

On pourra par exemple résoudre le systeme matriciel suivant :

T _
{g'§(+D o= 8 ot X €R" et Y € RP

en se souvenant que D n’est pas en général inversible.

2. On suppose & présent que K est inversible et on considére la matrice M 1A ou
C 0
M =

(a) Soit A une valeur propre de M 1A et (X,Y) € R" x RP un vecteur propre associé a \.

Montrer que :

(AN -X-1)D.X =0

(b) En déduire les valeurs propres de M 1 A.

(c) On suppose a présent que M 1A est symétrique.
— A quelle condition cela est-il possible ? (cette question est indépendante de la suivante)
— Déterminer un majorant du conditionnement L? de M~ A.

7.2 Suggestion de programmes SCILAB

7.2.1 Factorisation LU

//Essai de factorisation LU

//Choix de la matrice A :
A=[2,4,-4,1;3,7,1,-2;-1,1,2,3;1,1,-4,1]

n=4;
for k=1:n-1 //kikime ATtape
for i=k+1i:n //iiklme ligne de A
for j=k+1:n
A(i,j)=A(i,j)-A(i,k)*A(k,j)/A(k,k); //combinaison des lignes i et k
end
A
end
for i=k+1:n
A(i,k)=A(i,k)/A(k,k) //calcul de la kilime colonne de L
end
end
A

7.2.2 Erreurs d’arrondi

//Feuille d’exercices 1
//Exercice 2

91



//Calcul de ((y+x)-x)/y et de (y+(x-x))/y
//et tests pour diffAlrentes valeurs de x et de y

deff (’ [Al=sommel(x,y)’,’A=((y+x)-x)/y’)

deff (’ [B]=somme2(x,y)’, ’B=(y+(x-x))/y’)

x=input (’entrer une valeur de x : ’);

y=input (’entrer une valeur de y : ’);

sommel (x,y)

somme?2 (x,y)

//Pour des valeurs de y trés faibles par rapport a3 x, on obtient O pour la quantité A
//et 1 pour B, alors que A et B sont en fait tous les deux égaux A% 1

7.2.3 Calcul de coefficients binomiaux

//Feuille d’exercices 1
//Exercice 3
//Calcul des coefficients binomiaux :

//simplification : n!/(k!(n-k)!)= prod(n-k+1:n)/prod(1:k) ou bien prod(k+1l:n)/prod(1:n-k)
//B& choisir selon les valeurs de k.

//Fonction qui calcule le coefficient binomial :
function [calcul]=binome(n,k)

if (k>n|k<0) then

calcul=’erreur’

elseif k <=(n/2) then
calcul=prod(n-k+1:n)/prod(1:k)

else

calcul=prod(k+1:n)/prod(1:n-k)

end

endfunction

7.2.4 Erreurs d’arrondi : calcul de (1 — z)"”, méthode d’Horner

//Feuille d’exercices 1
//Exercice 4 -- généralisation
//Calcul de (1-x)"n de trois fgons différentes

//Calcul de y=1-x puis y :

function [fonctionl]=puissancel(x,n)
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y=1-x;
fonctionl=y."n;
endfunction

//Calcul en utilisant la formule du bindme de Newton :

function [fonction2]=puissance2(x,n)
aux=0;

for i=0:n
aux=aux+binome(n,i)*(-x)."i;

end

fonction2=aux

endfunction

//Méthode de Hormer :

function [fonction3]=puissance3(x,n)
aux=(-1) "n;

for i=1:n
aux=aux.*x+(-1) " (n-i)*binome(n,i)
end

fonction3=aux;

endfunction

n=input (’entrer une valeur de n : ’);
1u=0.99:0.00001:1.01;

plot2d(u,puissance2(u),style=2)
plot2d(u,puissancel(u),style=3)
//pause

plot2d(u,puissance3(u),style=4)
plot2d(u,puissancel(u),style=3)

7.2.5 TD 1,Exercice 4, suite

//Feuille d’exercices 1
//Exercice 4
//Calcul de (1-x)"7 de trois fagons différentes

//Calcul de y=1-x puis y :

function [fonctionl]=puissancel(x)
y=1-x;

fonctionl=y."7;

endfunction

//Calcul en utilisant la formule du bindme de Newton :

function [fonction2]=puissance2(x)
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aux=0;

for i=0:7

aux=aux+binome (7,i)*(-x)."i;
end

fonction2=aux

endfunction

//MATthode de Hormer :

function [fonction3]=puissance3(x)
aux=-1;

for i=1:7
aux=aux.*x+(-1)~(7-1i)*binome (7,1i)
end

fonction3=aux;

endfunction

//TracATs sur 1’intervalle [0,99 ; 1,01]
u=0.99:0.00001:1.01;

plot2d(u,puissance2(u),style=2)
plot2d(u,puissancel(u),style=3)
//pause

plot2d(u,puissance3(u),style=4)
plot2d(u,puissancel(u),style=3)

7.2.6 Conditionnement : Matrice de Hilbert

//Calcul du conditionnement de la matrice de Hilbert d’ordre n
//Comportement asymptotique

clear all
n=30;

for i=1:n
H=testmatrix(’hilb’,i);
conditionnement (i)=log(cond(H)) ;
end
//TracA? de 1ln(cond(H_n)) en fonction de n :

plot2d(1:n,conditionnement)

xtitle(’Trace de 1n(Hn) en fonction de n?’)
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7.2.7 Théoréme de Gersgorin

//Calcul des disques de Gershgérin pour la matrice de la partie 1
A=[1+%i,%1,2;-3,2+/i,1;1,%1,6]

u=spec(A)

//Trackl des disques de Gershgérin associés A& A :

// D1 : |z-(1+1) <=3

// D2 : |z-(2+1i) |<=4

// D3 : |z-6]<=2

plot2d(0,0,0,"032"," ",[0,-12,12,9])

D= [-2 -2 4; //abscisses des coins en haut a3 gauche,
4 5 2; //ordonnATes des coins en haut a3 gauche,
6 8 12 ; //largeurs,
6 8 12 ; //hauteurs
0 0 0 ; //angles dATbut,

360%64 360%64 360%64]; //angles fin
//xarcs (D, [1,2,3])
xfarcs(D, [4,4,4])
//TrachT des disques de Gershghiirin associées a3 la transposée de A :
// Deltal : |z-(1+i)|<=4
// Delta2 : |z-(2+1i) <=2
// Delta3 : |z-6|<=3

Delta=[-3 0 3; //abscisses des coins en haut &3 gauche,
5 3 3; //ordonnATes des coins en haut &3 gauche,
8 4 6 ; //largeurs,
8 4 6 ; //hauteurs
0 0 0 ; //angles dATbut,

360*64 360%64 360%64]; //angles fin

xfarcs(Delta, [7,7,7])
xarcs(D, [1,1,1])
//xarcs(Delta, [2,2,2])
plot2d ([-10 20], [0 0])
plot2d ([0 01, [-10 101)

xtitle("Disques de Gershgoring de la matrice A")

7.2.8 Interpolation

//TrachT de la fonction sinus hyperbolique sur [0,1], de son interpolation linéaire
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//et de son polynAtme d’Hermite

deff (’ [approxl]=affine(x)’,’approx1=1.1752*x ’)
deff (’ [approx3]=hermite(x)’, ’approx3=x+0.1752*(x.~2)+0.1927*(x.~2) .*(x-1) )
v=0:0.01:1;

plot2d(v, [sinh(v’) ,affine(v’) ,hermite(v’)],[1,2,3])
legends([’sh(x)’;’affine(x)’;°h3(x)’]1,[1,2 3],opt="1r")

//t=0:0.1:2x%pi;

//plot2d(t, [cos(t’),cos(2*t’),cos(3*t?)],[-1,2 3]);
//legends([’cos(t)?;’cos(2*t)’;’cos(3*t) ], [-1,2 3],opt="1r")
//xset("line style",2);plot2d(t,cos(t),style=5);

//xset("line style",4);plot2d(t,sin(t),style=3);
//legends(["sin(t)";"cos(t)"],[[5;2],[3;4]1], with_box=Vf, opt="7")
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