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Exercice 1

1. Si P (X) =
∑d

k=0 akX
k avec d ≥ 1 et ad 6= 0, alors

∆P (X) =
d∑

k=0

ak

(
(X + 1)k −Xk

)
=

d∑
k=0

ak

k−1∑
l=0

(
k

l

)
X l = addX

d−1+ termes de degré inférieur

d’où la conclusion.

2. C’est immédiat.

3. Si P (X) est un polynôme constant (éventuellement nul), alors il est clair que que ∆P = 0.
Inversement, la question précédente montre que si P (X) est de degré au moins 1, ∆P (X)
est non nul. Donc Ker ∆ = Q0[X], l’espace des polynômes constants. En particulier,
dimQ Ker ∆ = 1.

4. Pour tout entier naturel n, on a

Ker ∆n = Ker ∆ ∩Qn[X] = Q0[X] = Ker ∆.

Le théorème du rang permet de conclure que, pour n ≥ 1

dim Im ∆n = dimQn[X]− dim Ker ∆n = (n+ 1)− 1 = n.

Comme par ailleurs Im ∆n ⊂ Qn−1[X] pour n ≥ 1 d’après la première question, et puisque
dimQn−1[X] = n, on conclut que

Im ∆n =

{
Qn−1[X] si n ≥ 1

{0} si n = 0.

Finalement, Im ∆ =
⋃

n∈N Im ∆n =
⋃

n∈N Qn[X] = Q[X].

5. (a) Un calcul immédiat montre que

∆k(Nl) =

{
Nl−k si k ≤ l

0 sinon.

(b) Les polynômes N0, N1, . . . , Nn sont de degrés deux à deux distincts et forment donc
une famille libre de Qn[X]. Comme leur nombre est égal à la dimension de Qn[X],
ils en constituent une base. Comme ∆Nk = Nk−1 pour k ≥ 1 et ∆N0 = 0, la matrice
de ∆n dans cette base s’écrit 

0 1 0 . . . 0
...

. . . . . . . . .
...

...
. . . . . . 0

...
. . . 1

0 . . . . . . . . . 0
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(c) Il résulte des calculs précédents que

∆k(Nl)(0) =

{
1 si k = l

0 sinon.
.

Autrement dit, lorsque k parcourt l’ensemble {0, . . . , n}, les formes linéaires

δk : Qn[X]→ Q , P (X) 7→ ∆kP (0)

constituent la base duale de Bn. En particulier, on a, pour tout polynôme P (X) ∈
Qn(X) :

P (X) =
n∑

k=0

δk(P )Nk(X) =
n∑

k=0

∆kP (0)Nk(X).

Exercice 2

1. (a) Il est clair que :
A2 = 0⇔ f 2

A = 0⇔ Im fA ⊂ Ker fA.

(b) En utilisant le théorème du rang et l’inclusion Im fA ⊂ Ker fA que l’on vient d’établir,
il vient

3 = dim Im fA + dim Ker fA ≥ 2 dim Im fA,

puisque dim Im fA ≤ dim Ker fA. On en déduit que dim Im fA vaut 0 ou 1, mais la
première possibilité est exclue puisque l’on a supposé que A, et donc fA, était non
nulle. Par suite, dim Im fA = 1 et dim Ker fA = 3− dim Im fA = 2.

(c) Soit x /∈ Ker fA. Alors f(x) appartient à Ker fA (puisque f 2
A = 0), et il est non nul. On

peut donc trouver un vecteur y de Ker fA tel que {fA(x), y} soit une base de Ker fA
(puisque dim Ker fA = 2). Comme x n’appartient pas à Vect{fA(x), y} = Ker fA, la
famille {fA(x), y, x} est une famille libre, donc une base de K3.

(d) Clairement, la matrice de fA dans la base {fA(x), y, x} construite à la question
précédente est égale à 0 0 1

0 0 0
0 0 0

 .

2. (a) Le même argument que précédemment montre que Im fA ⊂ Ker fA et que (théorème
du rang) :

n = dim Im fA + dim Ker fA ≥ 2 dim Im fA,

d’où dim Im fA ≤
n

2
et dim Ker fA = n− dim Im fA ≥

n

2
.

(b) Soit {f1, . . . , fr} une base Im fA. Pour tout i ∈ {1, . . . r}, on choisit un antécédent
ei de fi par fA(c’est-à-dire fA(ei) = fi). Clairement, la famille {e1, . . . , er} est libre
(si elle était liée, alors, en appliquant fA, la famille {f1, . . . , fr} le serait également).
On peut compléter la famille {f1, . . . , fr} = {fA(e1), . . . , fA(er)} en une base B1
de Ker fA (rappelons que {f1, . . . , fr} = {fA(e1), . . . , fA(er)} ⊂ Ker fA). On vérifie
facilement que la famille B1 ∪ {e1, . . . , er} est une base de Kn en remarquant, par
exemple, que
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(i) Vect{e1, . . . , er} ∩Ker fA = {0},
(ii) dim Vect{e1, . . . , er}+ dim Ker fA = r + dim Ker fA = n (théorème du rang)

(pour (i), si x =
∑r

i=1 λiei appartient à Vect{e1, . . . , er}∩Ker fA alors, en appliquant
fA, on obtient 0 = fA(x) =

∑r
i=1 λifA(ei) =

∑r
i=1 λifi, d’où λ1 = · · · = λr, puisque

la famille {f1, . . . , fr} est libre, et donc x = 0).
Clairement, la matrice de fA dans la base B1 ∪ {e1, . . . , er}est égale à(

0 Ir
0 0

)
.

3. (a) Si αx+ βfA(x) = 0, alors, en appliquant fA, on obtient :

0 = αfA(x) + βf 2
A(x) = αfA(x)− βx.

Le déterminant du système {
αx+ βfA(x) = 0

−βx+ αfA(x) = 0

est égal α2 +β2. Il est donc non nul, sauf si α = β = 0. À l’inverse, si cette condition
n’est pas remplie, la seule solution du système précédent est x = fA(x) = 0, ce qui
est absurde puisque l’on a supposé que x était non nul. On a donc bien montré que
la famille {x, fA(x)} était libre.

(b) Si n = 2, et si x est u vecteur non nul, la famille {x, fA(x)} est donc une base de R2,
dans laquelle l’application fA a pour matrice(

0 −1
1 0

)
puisque f 2

A(x) = −x.

(c) Soit x ∈ R4 \ {0} et y un vecteur de R4 \ Vect{x, fA(x)}. Supposons que

(1) αx+ βfA(x) + γy + δfA(y) = 0.

Alors, en appliquant fA à cette équation, on obtient :

(2) −βx+ αfA(x)− δy + γfA(y) = 0

et en considérant la combinaison γ × (1)− δ × (2), on obtient :

(γ2 + δ2)y = γ(α− β)x− δ(α + β)fA(X) ∈ Vect{x, fA(x)},

ce qui n’est possible, vu l’hypothèse sur y, que si γ2+δ2 = 0, c’est-à-dire si γ = δ = 0.
Si tel est le cas, l’équation (1) fournit une relation de dépendance linéaire entre x
et fA(x), sauf si α = β = 0. Comme on a supposé x non nul, et que la question
(3a) garantit qu’alors la famille {x, fA(x)} est libre, on conclut que, nécessairement
α = β = γ = δ = 0, ce qu signifie que {x, fA(x), y, fA(y)} est une famille libre, donc
une base, de R4. Clairement, la matrice de fA dans cette base est égale à

0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0

 .
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(d) En itérant le procédé précédent, on suppose construite une famille {x1, · · · , xl} de
vecteurs de Rn telle que la famille {x1, fA(x1), · · · , x`, fA(x`)}, de cardinal 2`, soit
libre, et que ` soit maximal pour cette propriété. Si 2` < n, on peut trouver y /∈
Vect{x1, fA(x1), · · · , x`, fA(x`)}. À cause de la maximalité de l, on peut affirmer que
la famille {x1, fA(x1), · · · , x`, fA(x`), y, fA(y)} est liée. Il existe donc λ et µ non tous
les deux nuls tels que

(3) λy + µfA(y) ∈ Vect{x1, fA(x1), · · · , x`, fA(x`)}.

En appliquant fA on en déduit que

(4) −µy + λfA(y) ∈ Vect{x1, fA(x1), · · · , x`, fA(x`)}

et en considérant la combinaison λ× (3)− µ× (4), on conclut que

(5) (λ2 + µ2)y ∈ Vect{x1, fA(x1), · · · , x`, fA(x`)}.

Or λ et µ ne sont pas tous les deux nuls, donc on peut diviser (5) par le réel (non
nul) λ2 + µ2, et conclure que y appartient à Vect{x1, fA(x1), · · · , x`, fA(x`)}, une
contradiction. Par conséquent, n = 2` et la famille Vect{x1, fA(x1), · · · , x`, fA(x`)}
est une base de Rn dans laquelle fA a pour matrice

S 0 · · · 0
0 S · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · S


où S =

(
0 −1
1 0

)
.

Exercice 3

1. Le théorème du rang, appliqué à l’endomorphisme uk, entrâıne que nk + ik = n.

2. Si x ∈ keruk alors uk(x) = 0, donc uk+1(x) = u(uk(x)) = 0, d’où l’inclusion Nk ⊂ Nk+1.
De même, si y = uk+1(x) est un élément de Imuk+1, alors y = uk(u(x)) ∈ Imuk, d’où
l’inclusion Ik+1 ⊂ Ik.

3. (a) Comme Ik+1 est un sous-espace de Ik, il admet un supplémentaire (pas unique !)
dans Ik. Si Dk est l’un d’entre-eux, on a évidemment

dimDk = dim Ik − dim Ik+1 = ik − ik+1 = δk.

(b) En appliquant u à l’égalité Ik = Ik+1 ⊕Dk, on obtient :

(6) Ik+1 = u(Ik) = u(Ik+1⊕Dk) = u(Ik+1 +Dk) = u(Ik+1)+u(Dk) = Ik+2 +u(Dk).

(c) En appliquant à (6) la formule pour la dimension de la somme de deux sous-espaces,
il vient

dim Ik+1 ≤ dim Ik+2 + dimu(Dk).

Par ailleurs, le théorème du rang montre que dimu(Dk) ≤ dimDk, d’où l’on conclut
que

δk+1 = ik+1 − ik+2 ≤ dimDk = δk,

ce qu’il fallait démontrer.
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4. La suite (Nk)k∈N étant croissante (pour l’inclusion), il en va de même pour la suite des
dimensions (nk)k∈N. Si celle-ci était strictement croissante, on aurait :

(7) ∀k ∈ N, nk ≥ k

(cela résulte d’une récurrence immédiate, que l’on initialise en remarquant que n0 =
dim Ker Id = 0). Par conséquent, E est non vide et admet donc un plus petit élément k0.
En outre (7) montre que k0 ≤ n (sinon, on aurait dimNn+1 = nn+1 ≥ n+1 > n = dimE).

5. L’égalité Nk0+1 = Nk0 est une conséquence immédiate de l’inclusion Nk0 ⊂ Nk0+1 et de
l’égalité des dimensions nk0 = nk0+1 que l’on vient d’établir. L’égalité Ik0+1 = Ik0 en
découle grâce à nouveau à l’inclusion Ik0+1 ⊂ Ik0 et à l’égalité de dimension ik0+1 =
n− nk0 = n− nk0+1 = ik0+1.

6. Pour établir, pour tout k ∈ N, les égalités

Nk0+k = Nk0 et Ik0+k = Ik0 ,

on procède par récurrence sur k. L’initialisation (k = 0) est évidente, et pour l’hérédité
on constate que, si l’on suppose que Nk0+k = Nk0 et Ik0+k = Ik0 , on a les équivalences
suivantes :

x ∈ Nk0+k+1 ⇔ uk0+k+1(x) = 0

⇔ uk0+1(uk(x)) = 0

⇔ uk(x) ∈ Nk0+1

⇔ uk(x) ∈ Nk0 puisque Nk0+1 = Nk0

⇔ x ∈ Nk0+k

⇔ x ∈ Nk0 d’après l’hypothèse de récurrence,

ce qui montre que Nk0+k+1 = Nk0 , d’où l’on déduit également que Ik0+k+1 = Ik0 à cause de
l’inclusion Ik0+k+1 ⊂ Ik0 et de l’égalité de dimensions ik0+k+1 = n−nk0+k+1 = n−nk0 = ik0 .

7. On sait déjà que dimE = n = nk0 + ik0 = dimNk0 + dim Ik0 , donc pour montrer que
E = Nk0 ⊕ Ik0 , il suffit d’établir que Nk0 ∩ Ik0 = {0}. Soit donc y ∈ Nk0 ∩ Ik0 ; il existe
alors x ∈ E tel que y = uk0(x) et la condition y ∈ Nk0 entrâıne que u2k0(x) = uk0(y) = 0,
donc que x ∈ N2k0 . Or N2k0 = Nk0 grâce à la question précédente, donc y = uk0(x) = 0,
ce qu’il fallait démontrer.

5


