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Chapitre 1

Introduction générale.

Dans ce qui suit, on introduit le cadre puis les différents problemes étudiés.
Apres avoir donné quelques rappels sur I’équation de Boltzmann dans un
domaine borné et les différentes conditions de bord du domaine, on présente
en 1.3.7, les quatre problemes étudiés dans la these. Ils consistent en I’étude
cinétique de gaz a plusieurs composantes. En premier lieu, on établit un
résultat d’existence pour un systeme couplé de deux équations cinétiques
pour un gaz a deux composantes, dans un cadre stationnaire, pour des po-
tentiels durs. Dans le chapitre suivant, on se restreint a une situation de
spheres dures autour d'une Maxwellienne absolue et on donne un résultat
d’existence pour le méme systeme a l'aide de développements asympto-
tiques et de restes controlés. On met en évidence un phénomene d’effet
fantome et un systeme hydrodynamique limite lorsque le nombre de Knud-
sen tend vers 0. Dans les deux derniers chapitres, on étudie 1’évolution de
la diffusion d’impuretés dans un gaz a l'aide d’une équation de Boltzmann
linéaire inélastique. On dérive un systeme fluide et on effectue des simula-
tions numériques par des méthodes de type Monte-Carlo.

1.1 Equation de Boltzmann.

1.1.1 Définitions.

Dans les années 1870, I’équation de Boltzmann a été introduite pour décrire
un gaz raréfié formé de particules sphériques de diametre r, identiques sans
moment cinétique et donnant lieu a des collisions binaires élastiques. L’en-
semble des particules d’'une méme espece est représenté par une fonction
de distribution f(¢,z,v), qui est positive et dépend de 3 variables, la vitesse
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v, la position z et le temps ¢t. D’un point de vue physique, f(¢,x,v)dzxdv
représente le nombre de particules dans un volume (dz,dv) centré en (z,v).
Cette équation ([12], [9], [13], [8], [26]) s’écrit de la maniére suivante:

g{(txv)ij V. f(tzw) = AQ(f,f)(txw),

ol A est un parametre qui mesure le nombre moyen de collisions par unité
de temps subies par une particule test.

Le membre de gauche correspond au transport libre des particules et le
membre de droite aux collisions. L’opérateur de collision Q(f,f) est un
opérateur intégral, quadratique en f qui agit sur la variable v, et est défini

QUf.f) = /}R3 /S2 —vew)[f(tz) f(tx ) — f(txw)f(tzv.)]dwdv,,
(1.1.1)
ol
V=0v—(v—v.,ww, v.=v+v—1v,,ww,

et w parcourt la sphere unité S? de R3. Il peut étre formellement séparé
en deux parties entre un terme de gain et un terme de perte de la maniere
suivante:

Q(f)f) = Q+(f7f) - Qi(faf)a

avec

()= / /S2 — W) f (t,2,0") f(t,2,0)) dwdv,

et

()= / /S2 — 0,w) f(t,2,0) f(t,2,0,)dwdv,.

Les vitesses v et v, représentent les vitesses des particules avant collision
tandis que v’ et v), désignent les vitesses apres collision. Le caractere élastique
des collisions se traduit, au niveau microscopique, par la conservation de la
quantité de mouvement, de I’énergie cinétique du systeme constitué des deux
particules qui entrent en collision. De facon plus précise, on a:

Vvl =v4v., VP A+ PP =+ ]

B s’appelle le noyau de collision. Il sera décrit dans le paragraphe suivant.
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1.1.2 Libre parcours moyen, nombre de Knudsen.

Etant donné un gaz situé dans un domaine €2, on appelle libre parcours
moyen [, la distance moyenne que parcourt une particule sans subir de colli-
sion avec d’autres particules de gaz. Afin de mesurer le degré de raréfaction
d’un gaz, on définit le nombre de Knudsen ([9]), K'n par la formule suivante:

Kn=—
=T

ou L désigne la taille de 'objet étudié. L’équation de Boltzmann s’écrit alors

([9], [11], [13])

of 1

ou ¢ est un nombre proportionnel au nombre de Knudsen. Lorsque ¢ tend
vers 0, le milieu devient plus dense et on passe d’une description statistique
a une description de mécanique des milieux continus.

1.2 Le noyau de collision.

On considere souvent la classe des noyaux de collision B(z,w) qui ne dépendent
que de |z| et du cosinus de 6, angle de déviation entre v et v'.

Il existe principalement deux modeles d’interactions différents: le modele
des spheres dures et ceui des potentiels intermoléculaires.

Dans le modele des spheres dures, B s’écrit ([9], [26])

B(zw) = | {(z,w) |.

Physiquement, les particules entrent en collision comme des boules de billard.
Dans la situation des forces intermoléculaires, deux particules se repoussent
avec une force proportionnelle a ris ou s > 2, r désignant la distance entre
les particules. Le noyau de collision peut alors se factoriser ([26]) de la fagon
suivante:

-5
B(zw) = |z|"b(cos(0)), avec = i T
S —
On a alors la classification suivante
Nomenclature usuelle 1. Le cas v = —3 correspond a un potentiel Cou-

lombien.
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Le cas —3 < v < 0 correspond a un potentiel mou.
Le cas v = 0 correspond a un gaz de Mazwell.
Le cas 0 <~ <1 correspond a un potentiel dur.

La fonction b présente une singularité pour # = 0, car en 0,

sin(g)b(cos(e)) ~ T

La fonction b étant non-intégrable en 0, afin de donner un sens a la quantité
(1.1.1), en général on tronque b, en supposant que b(cos(#)) est nul lorsque
¢ dépasse une certaine valeur positive 6 telle que 6y < 3. C’est ce que I'on
appelle la troncature de Grad.

Remarque 1. Pour les tests numériques, le modele VHS (Variable Hard
Sphere) est couramment utilisé. Il correspond au cas ot b est une fonction
constante ([13]).

1.3 Conditions aux bords.

Lorsqu’on se place dans un domaine 2 borné, on définit des conditions de
bord de la maniere suivante. Pour tout point x € 02, on définit ne.(z)
comme étant le vecteur normal extérieur a 0} au point x. On controle
uniquement les quantités suivantes:

{f(tyx,w), t>0, z €& I (v,ne(z)) <O0}.

Cela signifie physiquement, que 1'on agit uniquement sur ce qui rentre dans
le domaine.

1.3.1 Conditions rentrantes.

Ce sont les conditions les plus simples au niveau de la modélisation. On
connait dans ce cas, la distribution des particules entrant dans le domaine.
C’est la situation qui se produit lorsqu’on injecte du gaz dans un domaine.

fltxw) = fi(t,xw), t>0, €I (vV,ne(x)) <O,

ol fp est une fonction donnée au bord.
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1.3.2 Conditions aux bords de type réflexion spéculaire.

Si on considere que le bord de notre domaine est parfaitement élastique de
sorte qu’il ne puisse pas exercer de pression sur sa surface excepté selon sa
normale, on peut prendre comme conditions aux bords,

fltxw) = f(t,x,w — 2nep () (Next (x),0)), t >0, € IR, (V,Nep(x)) <O,

Cependant ce modele pour les conditions de bord peut étre amélioré dans
la mesure ou un gaz peut exercer des pressions obliques contre la paroi du
domaine.

1.3.3 Conditions aux bords de type réflexion diffuse.

Ce sont des conditions de bord qui modélisent un gaz qui heurte une paroi
sans se condenser.

2

3
2mm m 2 muv

t — - ! exr ta ; ,d ,7
) =2 (MTO) exp(— ) /@/,nm(méf’ () (2.0

(x € 00, (nex(x),0) <0),
(1.3.2)

ou Ty est la température du bord 92, R est la constante des gaz parfaits et
m est la masse d’une moécule de gaz.

1.3.4 Conditions aux bords de type Maxwell: a € [0,1].

Les deux conditions de bord de type réflexion diffuse et de type réflexion
spéculaire peuvent alors se généraliser a une combinaison convexe de ces
dernieres de la maniere suivante:

3
2mm m 2 mu?
t — - ! ex ta ) /d !
) = a0 (%RTO) () /<() o)1)

+(1 — a) f(t,x,v — 2nep(T) (Newe(T),0)),
t >0,z € 0 (Newt(x),v) <O0.

ou « s’appelle le coefficient d’accommodation.
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1.4 Chapitre 2: Etude d’un systeme d’équations cinétiques
pour un gaz a deux composantes situé entre deux
parois.

Dans le chapitre 2, on se place dans le cadre de I’équation de Boltzmann
stationnaire pour un gaz a deux composantes mécaniquement identiques
dans le cas d'un potentiel dur et pour la géométrie d’'un barreau représenté
par [—1,1]. Elle est donnée par le systeme suivant:

0
f'%fA(l‘,U) = Q(anfA+fB)(x>U)>

0
5, plwv) = Q. fat f5)(@0),
r€[-1,1], veR? (1.4.3)
ou & désigne la composante de v dans la direction z. On démontre un

théoréme d’existence dans L' lorsque la composante A, posséde un profil
de type données au bord rentrantes:

fa(=1w) =kM_(v), &>0, fa(lw) =kM,(v), £€<0, (144)

ou k désigne une constante positive déterminée lors de la résolution du
probleme et la composante B des conditions de bord de type Maxwell dif-
fuses:

o=ty = G ([ lsrn ) s, >0
fs(lw) = ;—W( f'fB(l,v')dv') M. (v), £€<0. (1.4.5)
+ &>0

M, et M_ sont les fonctions maxwelliennes normalisées suivantes

]2

M) = (7 ) eologg) e M+<v>:(2;T+)gexp<—%>.

On appelle g-norme d’une fonction f, la quantité

/(1 + [v])? £ (2,0)dzdv.
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Le théoreme d’existence démontré fixe dans un premier temps les -normes
de f4 et fp. La constante k des données rentrantes de (1.4.4) est une incon-
nue du probleme. Il s’agit de généraliser les résultats obtenus par L.Arkeryd
et A.Nouri dans le cas d'une seule composante de gaz ([3], [6]). Ce travail a
été effectué d’un point de vue numérique par Aoki, Sone et Doi dans ([23])
lorsque 'opérateur de collision est I'opérateur BGK. Le principal résultat
de ce chapitre est le théoreme suivant:

Théoreme 1.4.1. Soit § tel que 0 < G < 2. Alors, il existe un k > 0 et
il existe une solution faible (fa,fp) au probléme stationnaire (1.4.5, 1.4.4,
1.4.5) telle que fa et fp ont une B-norme égale a 1.

La démonstration est basée sur un théoreme de point fixe puis sur un pas-
sage a la limite dans la suite des approximations.

La compacité sur la suite des approximations est obtenue de deux manieres
différentes selon que les petites vitesses sont tronquées ou non. Dans le cas
des troncatures des petites vitesses, on montre que la suite des approxi-
mations est fortement compacte en utilisant un lemme de moyenne ([12]).
Lorsque les troncatures des petites vitesses ont été éliminées par passage a la
limite, on obtient que la suite des approximations est faiblement compacte,
en controlant le terme de production d’entropie.

Dans la derniere partie, les extensions du théoreme 2.1.1 suivantes sont
données:

Corollaire 1.4.2. Soient 3 € [0,2[, ma > 0 et mp > 0. Alors, il existe
un k > 0 et il existe une solution faible (fa,fp) au probléme stationnaire
(1.4.3, 1.4.4, 1.4.5) telle que f4 et fp ont pour B-normes my et mp.

Le corollaire est alors généralisé a la situation de N4 composantes et Np
composantes:

Corollaire 1.4.3. Soient 5 € [0,2] et ma,, - ,may . ,Mp,, Mpy, des
quantités positives. Alors, il existe des solutions faibles fa,,--- By, au
probleme stationnaire (1.4.3) de 3-normes respectives ma,,....,mpy_ -

Ce travail a été soumis pour publication.

1.5 Chapitre 3: Effet fantéome pour un systeme cinétique
pour un gaz a deux composantes.

Dans le chapitre 3, on considere dans un cadre stationnaire un mélange de
vapeur et de gaz non condensable situé entre deux phases de gaz condensé
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représentées par deux plans verticaux. On suppose que le modele est ho-
mogene en espace dans les directions y et z. On est alors ramené pour la
variable d’espace au segment [—1,1]. Les fonctions de distribution f4 et f?
des deux gaz sont solutions de I’équation de Boltzmann stationnaire ([9],
[13]):

E5- 1 (w0) = TQU ) ) + 1QUP ) ),
£ (w0) = QUM ) ) + 2QU7 ) ),

re[-1,1], veR? (1.5.6)
avec
VT VAL
2 2 2
et
o1
\/§7Td2n[.

[ désigne le libre parcours moyen des molécules de vapeur a I’état d’équilibre
a la température T et a la densité n; et d correspond a leur diametre.

La composante qui peut se condenser, notée A possede un profil de type
données au bord rentrantes:

fA=10) = M_(v), €>0, (1.5.7)
FA(Lw) = %M+(v), £ <0. (1.5.8)

La composante qui ne peut pas se condenser, notée B satisfait des conditions
de bord de type Maxwell diffuse,

v = VAL [ I, €20, (159)

£'<0

B (1) = /TLHM+(U)/ P, €<0,  (1.5.10)
+ >0

ou M_ et M, sont les fonctions maxwelliennes normalisées suivantes

M_(v):(l)gexp(—UQ) et M+(v):< ! )gexp(—;i).

U (Z) 7
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On se place dans un cadre ou TT’II et ’:L—II’ sont proches de 1, ie dans un
cadre de perturbation autour d’'une Maxwellienne absolue M_. Le systeme
a résoudre est donc un cas particulier de celui étudié au chapitre 2, mais
sa démonstration repose sur des arguments tout a fait différents, a sa-
voir 'usage d'un développement asymptotique et d’un terme reste qui est
controlé. De plus, on met en évidence le phénomene d’effet fantome.

Dans un premier temps, on effectue un développement asymptotique des
solutions. L’ordre 0 met en évidence deux situations différentes par les
équations fluides qu’elles entrainent: ugy = 0 et ugo # 0, ou ugo est la
vitesse macroscopique de la somme des composantes. Seul le premier cas
est étudié dans ce chapitre, le second étant laissé en perspective. Pour le
premier cas, on obtient le systeme fluide suivant

%pm —0, (1.5.11)

%(nHouLHl) =0, (1.5.12)

nHoul,m%THo = %%(%(THO)TE,O), (1.5.13)
Uy = _g%pfﬁi{o% 05 (1.5.14)

up gy =0, (1.5.15)

ou ny, pg et Ty désignent la densité, la pression et la température de
la somme des fonctions de distribution des deux composantes et ngy;, pg;
et Thy; leurs termes respectifs d’ordre i. On remarque que la température
Tro dépend de ug;. Ceci influence le comportement de (ng0,7xHo) méme si
son terme d’ordre 0 vaut 0. C’est ce que 'on appelle l'effet fantome. Ce
phénomene a été mis en évidence pour le cas d'une composante de gaz dans
([24]) et pour le cas de deux composantes de gaz dans ([2], [4], [1], [16]).
Dans un premier temps, le systeme (1.5.11, 1.5.12, 1.5.13, 1.5.14, 1.5.15) est
fermé dans un état proche de I’état d’équilibre. Ensuite, afin de satisfaire
les conditions de bord, on rajoute une couche de Knudsen a chacune des
composantes pour chacune des parois. Il s’agit ensuite de controler le terme
reste rigoureusement avec la norme,

|flrge = sup sup |f(z,v)]exp(Bov?),
z€[—1,1] veR3
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ou [y est une constante déterminée au cours de la démonstration. Cette
étude s’effectue en deux étapes. Dans un premier temps, on controle le terme
reste pour un probleme linéarisé. Ensuite, on controle les termes restes des
problémes non linéaires en montrant qu’ils sont limites d'une suite itérative.
Le résultat principal de ce chapitre est le suivant:

Théoreme 1.5.1. Pour nj; assez proche de ny, pour certains Ty; suffisam-
ment proches de Ty et € assez petit, il existe une solution (f4,fB) du systéeme
(1.5.6, 1.5.7, 1.5.8, 1.5.9, 1.5.10) de la forme

(FASP) = (fio +efit +E2f + 8 fa, fho +eff + 25 + 2 fF)

1
1 fflloo + 1fE lloo < ce2.

1.6 Chapitre 4: Modeles hydrodynamiques inélastiques
pour la diffusion d’impuretés dans un gaz.

Ce travail a été effectué avec Lorenzo Pareschi de 'université de Ferrare.
Il a été accepté pour publication dans la revue Math Applied Letters en 2005.

L’évolution d'un gaz granulaire constitué de particules de masse m entrant
en collision de maniere inélastique avec un fluide en équilibre thermodyna-
mique constitué de particules de masse m; peut étre décrite par une équation
de Boltzmann linéaire dissipative. Par exemple, le cas de fines particules pol-
luantes interagissant avec l'air ou un autre gaz est traité dans ([5]). Elle est
donnée par

%—{(t,m) +v- Vo f(taw) =Q(f.M)(t,zv), (1.6.16)

ou Q(f,My) est défini par ([14], [21])

QM) =55 [ Bloaw) 5 (0 Miw) = )My w)dude

2T A
(1.6.17)
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(vi,w,) désignent les vitesses précolisionnelles. Elles sont données par les
expressions

Ve = U — 200 11__265 [q.n]n,
(1.6.18)
w, =v+2(1 — ) 1 __25 [q.n]n,

ol ¢ = v — w est la vitesse relative ([8] [14]), o et 3 étant des parametres
adimensionnés correspondant au rapport des masses et a l'inélasticité. Ils
vérifient 0 < a<let 0 < g < % et sont donnés par les formules

oomy _l—e
« ﬁ_ 2 )

Comy+m’
ou e €]0,1] est le coefficient de restitution, le cas e = 1 correspondant aux
collisions élastiques. B(v,w,w) est le noyau de collision, A le libre parcours
moyen.
Le fluide est supposé étre a ’équilibre thermodynamique avec une vitesse
up et une température 7). Cela signifie que sa fonction de distribution M,
est la Maxwellienne normalisée donnée par

M (U) — ;
! (27TR1T1)%

(1.6.19)

M), (1.6.20)

exp (= OR,T}

avec Ry = % et kg, la constante de Boltzmann ([9]).
Dans ces conditions, on montre (cf [14]) que les états d’équilibre station-
naires sont donnés par les distributions Maxwelliennes proportionnelles a

Mﬁ(v):( m )3/2€Xp{—M}, (1.6.21)

27 RT* 2 RT*

ol

ks (—0(-AR
m’ l—a(l-0) R

Dans toute la suite, on se place dans un cadre de molécules Maxwelliennes,

i.e d'un noyau de collision de la forme

Bv,ww) =S, (vww)eR® xR*xS% (1.6.22)

R

Ce modele pour molécules Maxwelliennes est alors donné par

of +v-V,f= =N /R3 S2[if(v*)]\41(w*) — f(v)M;(w)]dwdw. (1.6.23)

e2
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Lorsqu’on s’intéresse aux modeles fluides obtenus en prenant les moments
de I’équation de Boltzmann dissipative, on voit que la densité p définie par

plx) = /R3 f(z,w)dv (1.6.24)

est la seule quantité pour laquelle une seule équation non triviale peut étre
dérivée. Elle est donnée par I’équation d’advection ([21]),

9]

8—/; + V.(pu1) =0.

Le but de ce chapitre est alors de dériver un modele hydrodynamique met-
tant en jeu des équations dissipatives pour la quantité de mouvement et la
température du gaz. Pour cela, on suppose que la fonction de distribution
f est une Maxwellienne locale ayant la vitesse et la température du gaz
polluant, c’est a dire de la forme,

_oed) (0w
M(x’v’t)_(QﬂRT(x,t))% p< SRT(x.) ) (1.6.25)

On aboutit alors formellement au systeme d’Euler inélastique suivant,

;

0
_p+v:v'<pu):07

ot
0  45a(1 - p)
et Vo (pu®@u) + V,(oT) = TP(M —u),
o, 1 , 3 1, 5. 4pS
\ @(P(§|U| + §T)) +V, - (/)(ﬁ\u\ + §T)) =3y (z,t)

ou

D(zt) = o*(1—B)*(BRT + 3R/Ti + |u|* + |u1|* — 2u; - u)
a(l = B)BRT + |ul* —u - u).

1.7 Chapitre 5: Simulations hybrides de Monte-Carlo
pour la diffusion d’impuretés dans 1’air.

Travail effectué en collaboration avec Lorenzo Pareschi et Elisa Ferrari de
'université de Ferrare.
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On se place dans le méme cadre physique que le paragraphe précédent. On
considere un domaine de la forme D = [0,L,] x [0,L,]. Le but de cette partie
est de simuler dans le domaine D la diffusion de particules d’un polluant
évoluant dans un fluide situé a I’équilibre thermodynamique. Leur évolution
peut étre décrite par un systeme couplé de N + 1 équations de Boltzmann
inélastiques pour des spheres dures:

N

af; 1 1
Er +v-V,fi= Z = Qij(firf5) + - Qip(firfs),
o J’1=1 ’ v (1.7.26)
b _— —_— N N
5 TV Vafy = - Quvs(fo.f5) + ; - Qin(firfb)
out=1,...,N et e = €ji, €ib = €vi, € = Epp sont les nombres de Knudsen

correspondant aux interactions.

Les collisions sont supposées inélastiques avec les coefficients de restitution
respectifs e;;, e;, €5 dans [0,1]. On se place dans une situation de spheres
dures. On suppose que le fluide est homogene en espace et que sa dis-
tribution est Maxwellienne. Quant au polluant, il n’est pas supposé ho-
mogene en espace. On se place dans une situation de spheres dures. On
admet également que les impuretés sont en nombre suffisamment faible par
rapport aux molécules du fluide, pour pouvoir négliger les collisions entre
les particules de polluant. Cette hypothese permet de découpler le systeme
(1.7.26) et de se ramener a étudier N systemes de la forme

Z_{ L0V f = 25_5 (g, {% Fw) folw.) = F(0) folw) | dwdw,
TE Jr3xS?2 €
fo = M.

(1.7.27)
(vi,w,) sont les vitesses précolisionnelles définies en (1.6.18), ¢ = v — w est
la vitesse relative, M, est la distribution Maxwellienne du fluide et J est la
distance entre les centres des molécules d'une particule polluant et d’une
particule d’air entrant en collision.
Plusieurs simulations sont réalisées. Dans chaque situation, on effectue la
simulation par un schéma DSMC et un schéma TRMC'.
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Chapitre 2

Etude d’un systeme
d’équations cinétiques pour un
gaz a deux composantes entre
deux parois.

2.1 Introduction

On s’intéresse dans ce chapitre, a I’équation de Boltzmann stationnaire dans
le contexte d'un gaz a deux composantes pour des forces dures situé entre
deux parois comportant des tranches infinies dans les directions (y,z). Un
théoréme d’existence est démontré dans L' lorsqu’une des deux composantes
vérifie un profil de données au bord rentrantes et l'autre des conditions
de bord de type Maxwell diffuses. On considere un cadre cinétique dans
le cas d'un barreau pour un gaz a deux composantes, chacune des deux
composantes possédant des molécules mécaniquement identiques. Si f4 et
fB sont les fonctions de distribution respectives d'un gaz A et d’'un gaz B,
ce cadre est donné par le systeme:

Ex-falee) = QUafat f)(eo)

0
5%]03(1‘7”) = Q(fBafA+fB)(xvv)v
r€[-1,1], veR. (2.1.1)
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L’opérateur @) désigne 'opérateur de collision de Boltzmann. Il est donné
par:

Ara)we) = [ [ B=v.w)lrs. - foldsdv.,
— Q" (L)) - Q (L) (a0).

ou QT (f,9) — Q (f,9) est la décomposition classique entre le terme de gain
et le terme de perte,

/

flw), [ =flaw), fo=f(ze)

/ /

v :v—(v Vo, >w, v, = Uy + (U — vy ww, w €S

Pour une introduction générale sur I’équation de Boltzmann cf [9]. La com-
posante de la vitesse dans la direction x est notée &.

(v—v,,w) désigne le produit scalaire euclidien dans R3. Soit w € R? représenté
par 6, I'angle polaire pris avec I’axe polaire v — v, et ¢ 'angle azimutal.
La fonction B(v — v,,w) est le noyau de 'opérateur de collision ) pris dans
le cas des potentiels durs égal & |v — v,]°b(6) avec,

0<B<2 belLl(02r]), bO)>c>0 pp

La condition de bord pour la composante A possede le profil données au
bord rentrantes suivantes:

fa(=1w) =kM_(v), &>0, fa(lw) =kM,(v), £<0, (2.1.2)

ou k désigne une constante positive qui fait partie des inconnues. Elle sera
déterminée au cours de la résolution du probleme.

La condition de bord pour la composante B est du type Maxwell diffuse.
Elle est donnée par la formule

2T

fe(=1v) = EM,(U) </§/<0 ‘§/|fB<_1’UI>dUI) . £>0,

fo(lw) = \/%MA )( §/>O§’f3(1,v’)dv’>, £<0.  (2.1.3)
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M, et M_ sont les fonctions maxwelliennes normalisées suivantes

M_(v) = (%})gexm—g) et M. (v) = (2;T+)3exp<—%>.

Remarque 2. Pour les conditions de bord (2.1.3), on a considéré le cas
R=m=1 de la formule (1.3.2).

Notons pour f = f4 + fB

v(zw) = /}R3 . B(v — v,,w) f(x,v,)dv.dw,
U*X

la fréquence de collision associée a la fonction de distribution f. Dans le
contexte des gaz a deux composantes, des résultats numériques ont été ob-
tenus dans ([23],[14]) pour l'opérateur BGK lorsque k = 1. Le contexte
physique y est décrit de la fagon suivante: f, représente physiquement la
densité d’un gaz sous forme de vapeur et fp la densité d’un gaz qui ne peut
pas se condenser sur les parois du barreau. Le cas des gaz a plusieurs com-
posantes pour l'opérateur de Boltzmann est traité dans les articles ([2], [4],
[1], [3]), lorsque le gaz non condensable devient négligeable. Il est prouvé
numériquement que ce dernier s’accumule dans une fine couche située contre
chaque paroi appelée couche de Knudsen. Ce probleme sera développé d’un
point de vue théorique dans le chapitre suivant.

Dans le contexte des gaz a une composante, ’existence d’une solution faible
a été démontrée pour des conditions de bord du type (2.1.2) dans ([5]).
Dans le cas des conditions de bord du type (2.1.3), un théoreme analogue
est également prouvé dans ([6]). Le cas de I’équation de Povzner est traité
dans ([15]) pour un gaz a une composante dans le cas des conditions de bord
du type Maxwell diffuse et pour les spheres dures.

Concernant les conditions de bord de type Maxwell diffuses en dimension
n quelconque, “ le biting lemma “ est appliqué dans ([12]) pour obtenir les
conditions de bord (2.1.3). Dans ce chapitre, le contexte étant la dimension
1 en espace, la condition (2.1.3) est obtenue par un argument de compacité
faible dans L' grace a un controle du flux sortant d’entropie.

Pour toute fonction de distribution f, on définit la S-norme de f de la
maniere suivante:

Définition 2.1.1.

1 fllg = /(1 + [0])? f (x,0)dzdv.
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Dans ce chapitre, on montre l'existence de solutions faibles (fa,f5) du
probleme stationnaire au sens de la définition 2.1.2 suivante:

Définition 2.1.2. Soient m et mp deux constantes positives données. On
dit que (fa,fp) est une solution faible du probléme de Boltzmann station-

naire de -normes my et mpg, si fa et fg appartiennent a
L ((-1,1) xR3), ve L} ((—1,1) x R3), si

loc loc
/(1 + \v|)6fA(:c,v)d:cdv = My,
/(1 + |v\)ﬁf3(a:,v)da:dv = mpg,

et sl existe une constante k > 0 telle que pour toute fonction test
o € CH([-1,1] x R?) s’annulant dans un voisinage de £ = 0, et sur

{(—1,’0);& < O} U {(1,’0);& > 0}7

/—1 /Ra(ngg_i + Q(fa,fa+ fB)p)(xv)drdy
=h /R3,5<0 M (v)p(Lv)do =k /Rs,§>o EM_(v)p(—1,v)dv,

/—1 /Ra(éfBg_;O + Q(fB’fA + fB)@)(xav)dxdv,

- /g M )e(L)del | € oL

£'>0

— EM_(v)p(—1,v)dv( & fp(—10")dv").  (2.1.4)

£'>0 £'<0

Notons que le choix des fonctions test au sens de la définition 2.1.2 est un
choix naturel. En effet, d’apres la formule de Green pour une fonction ¢
quelconque,

1 a 8
/1 /R%[ng(l‘,U)a_xSO(l‘,U)+§a_xf,4(l‘,v)<p(;p,v)]dl»dv
= [ &falv)e(Lo)dv— [ Efa(=1v)p(—1v)dv (2.1.5)
R} -

D’apres la définition 2.1.2, les fonctions test s’annulent sur
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{(-1v);£ <0} U{(1,v);€ > 0}. Donc, '’équation (2.1.5) satisfait

/_11 /R% [§<ng—i><xav> +f(%¢)(:€,v)] dxdv

= fA(l,v)cp(l,v)fdv - fA(—l,v)cp(—l,v)gdv.

£<0 £>0

D’apres la formule (2.1.4),

/5 JIa(10) = B, (1)) p(1.0)e

+ E(fa(—=1w) — kM_(v))p(—1,v)dv = 0. (2.1.6)

£>0

Finalement, (2.1.6) fournit les conditions de bord (2.1.2). De plus, la com-
posante B vérifie un résultat analogue.
Le principal résultat de ce chapitre est le théoreme suivant:

Théoreme 2.1.1. Soit § tel que 0 < 3 < 2. Alors, il existe une solution
faible au probléme stationnaire ayant une 3-norme égale a 1.

Les grandes lignes de la démonstration sont les suivantes: dans le paragraphe
2.2 on traite de la construction d'une solution approchée du probleme sta-
tionnaire avec un noyau de collision approché qui n’est pas symétrique. Les
preuves sont réalisées par des arguments de monotonie qui entrainent I'uni-
cité de la suite des approximations successives. Dans le paragraphe 2.3, on
réintroduit la symétrie de 'opérateur de collision. A cette étape, on utilise
la compacité faible dans L' de la somme des deux composantes qui vérifie
I’équation de Boltzmann stationnaire pour un gaz a une composante dans
un barreau. On passe ainsi a la limite dans les traces. Dans le paragraphe
2.4, des extensions du théoreme 2.1.1 sont données, en particulier lorsque
my et mp sont des valeurs positives quelconques.

2.2 Approximations avec des masses totales fixées.

Soit » > 0, p,n € N*, u > 0, « > 0, 7 € N*. On définit x"P comme
une fonction CF° sur R? x R? x S? & valeurs dans [0,1] invariante par la
transformation J suivante ,

J(v,0,,w) = (V' 0], — w),

P )



32 CHAPITRE 2. ETUDE D’UN SYSTEME D’EQUATIONS CINETIQUES.

avec x"P laissée également invariante par I’échange de v et vy, et telle que

an(vvv*vw) =1, mln(|§|v|€*|v|€/|7|§;|) >,

r 1
et X ’p(v,v*,w) =0 ) max(|§|,\§*|,\§/\,|§;\) S r—= ]_?

Le noyau B, , est une fonction C* positive approchant min(B,u), lorsque

— Uy 1 — Uy 1
L i P T
2 7 v — v, p v — v P
et telle que By, ,, ,(v,v,,w) = 0, si
. . 1
v + v > /n ou|w~w\<— ou \&-w|>1——.
|v — vy 2p v — v, 2p

Les fonctions ¢; sont des suites régularisantes en la variable x, définies par
oi(x) :=lp(lx), ou

1

o € C(R), support(y) C] — L1[, ¢ >0, / ole)dr = 1.
-1

Dans le but d’opérer un raisonnement de point fixe, on considere le sous-
ensemble convexe et fermé de LY ([—1,1] x R?) suivant,

K={feLi([-11] xR, /[1 , RSmin(,u,(l + o)) f (z,0)dxdv = 2}.

Pour f € K et 6 € [0,1] fixés, on construit F4 et Fig solutions du probléeme
suivant:

0 r Fy / f*SO /
OZFA + ga_xFA = /R%?X;Bpm’“w<$7v )w(l’,v*)dv*dw
J*xp 3
_F "PB o ———— (2,0, dv,dw, w) € (—1,1) xRy,
B o, (w) € (L)
Fa(—=1w) =AM_(v), £ >0, Fa(lw) =AM, (v), £ <0, (2.2.1)

et
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9 r Fp / f * @ 4
alp + S%FB = /R%jiS’;Bp,mul n FAJ;FB (z,0) - f?o (x,0,)dvdw
—FB/ anBpm’MLff(x,v*)dv*dw, (z,0) € (~1,1) x R?,
R3, xS2 1+ TSO

Fp(—=1w) =0AM_(v), £ >0, Fp(lw)=(1—-0)AM,(v), £ <0.
(2.2.2)

Le nombre A > 0 sera précisé dans 1'équation (2.2.12). Les fonctions Fs
et Fp sont construites comme la limite monotone dans L! de (F).en et
(FL) ey définies respectivement par

Fl =0,
8 Fl f * QO ’

Fl+1 _FlJrl :/ P 3 " A ! d *d
« A +£35L’ A R%3><<S2 D, ’”1+Fﬁﬁng (.T,’U)]_+ﬁ;_}p($,’l]*) VW
—F}L‘H/ Xr’ponHM(x,v)dv*dw, (zw) € [-1,1] x R?,

R3_ xS? R f;k—(p
Fi(=1v) =AM_(v), £€>0, Fi(lp)=AM,(v), £<0, (2.2.3)
et
FY =0,
8 Fl f * 90 ’

F1+1 _Fl+1 :/ P B " B / d *d

« B +£8:p B R%3><<S2 D, 7H1+ FilJ‘rF]ls <x7v)1+ﬁ#(xvv*) VW

_FlBJrl/ X”’pom,uL;f(x,v*)dv*dw, (xvv) S [_1’1] X Ri’
R3, xS? 1+ Tga

FEN—1,0) = OAM_(v), £ >0,
FEY 1) = (1 —0)AM,(v), €<O0.

(FY)ien et (FL)en sont bien définies étant donné qu’elles sont solutions
d’équations linéaires et sont positives pour [ > 1. Leur somme (F');cy sa-
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tisfait
F% =0,
0 ! fxo )
Fltt — pi+t :/ PR ——— nN_J, dv,.d
“ * g@x joisz P %l (w0 )1 + —f’;“’ (&0 )b

_FHI/ XT’po,n,uljlﬁ(xav*)dvdwa (z,0) € [-1,1] X Ri’
R

f*p
%* XS2 ]

FY—10) = (0 + 1)AM_(v), &> 0,
F' (10) = (2= 0)AM,(v), €<0. (2.2.4)

Tout d’abord, F'! > 0. Ecrivons P'équation (2.2.4) sous forme exponentielle

1 0
e ng - Ing IJR%* 52 X7P Bp,n,p 1wa (z+7E,vs ) dvs dwdr

it
F' Y z0) = (1 4+ 0)AM_(v)e j
0 _as_fso fR%* 2 XT’po,n,;Lﬁ@(w"'T&v*)dv*d‘UdT
+ e !
_ 14z

3

F! fxo
"PB o (2 + sE x + s& vl dvdwds, € > 0.
/R%*Xég " ’“1+—1‘;’< ¢ )1+—fj“’( Si) :

(2.2.5)

Pour les £ < 0, on trouve une expression analogue pour F'*1(zv). Ainsi,

0 *O‘S*fso f]R%* «s2 X"PBp,n,pu f}_cp(e (z+7E vx)dvx dwdr

F' (2,0) — Fl(zw) = / e R

1+
3

I -1
"PB (L(x + &) — L(w + s€0"))
- X D1 1 N Fl 3 1 Fl— )

2 " A
XS J + J

11*;5@ (x + s&0))dvdwds, € > 0.
g

(2.2.6)

Donc, (F')jen est une suite croissante pour £ > 0. De plus, B, , étant a
support compact du fait de la troncature pour v* + vZ > /n, (F')en est
une suite bornée dans L!. Donc, (F');cy converge p.p en croissant vers une
fonction F'. Par passage a la limite dans I’équation (2.2.5) lorsque [ tend
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vers +00, on obtient

1 0 "
—a ng —" 14e les)* 2 X"PBpny 1{& (z+7&,v4)dvsdwdT
7

F(z,w) = (140)AM_(v)e

N /0 e—asffso ng* 2 X"PBponu 1{%‘3 (247,04 dvs dwdT
r n_fxe /
/ erpo7”7“1—£($ + s&v )1 T (x + s&v,)dvdwds, £ >0
R3, xS? + 3 + 5

(2.2.7)

et une équation analogue pour F'(z,v) dans le cas ou & < 0. Montrons que
(F))1en est une suite convergente dans L! fort. L’équation (2.2.3) mise sous
forme exponentielle entraine,

1 0 *
,a%—f7% ng* 2 X" Bp.n.u Hfﬁe (z47E,vx ) dvs dwdT
J

Fi Y (zw) = AM_(v)e
0 —as—fso fR%* 2 Xr,po,mHJ%(x-{-r{,v*)dv*dwd'r
+ 7

F! fxo
PR —A (x4 sEv ) ———(x + sEv0))dvidwds, € > 0.

(2.2.8)

Soit

F! fxe
A+ _ R A (r4s R x4 s&v))dv,dw.
| /Rg*ngX g (st )

J
En utlisant que Fy < F ainsi quune convolution en la variable v ([11],
[6]), Q;*" est fortement compact dans L'. Par conséquent, (F4),en converge
fortement vers une fonction F4 dans L'. Pour des raisons analogues, (F});en
converge fortement vers une fonction Fg. Par passage a la limite dans (2.2.8),
on obtient qu’il existe F4 et Fp solutions de (2.2.1) et (2.2.2). Le lemme
suivant établit I'unicité de (F4,Fp), solution de ( 2.2.1, 2.2.2).

Lemme 2.2.1. Le systéme (2.2.1, 2.2.2) possede une unique solution stric-
tement positive.

Preuve du lemme 2.2.1.

Soient F4 et G4 deux solutions de ’équation (2.2.1). Considérons 1), une
approximation de la fonction signe et ¢. définie par ¢.(z) = ve + 22 une
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primitive de .. Par soustraction des équations vérifiées par G4 et Fl4, puis
par multiplication par ©.(F4(z,v) — Ga(z,v)) et par intégration sur [—1,1],
on obtient pour & > 0,

1
/ a[FA - GA] (yav)wa(yvv)dly + ¢6(§(FA(17'U) - GA(lv'U)))
—1
1
[Fa — G| ,
< "PB. U
~ . /R%*XSQX D, 7M(1+ FAT;FB)(]_+ GA}*GB)(y )
[y
14 {22
J

(y,v.)dv.dwdy

1
k
[ wlEa) - Gatw) [ By vty
1 R =

3. xS? j

(2.2.9)

Le passage a la limite dans (2.2.9) lorsque ¢ tend vers 0 entraine

/'wwz—aawmmw+awx—aﬂawn

1

' [Fa — G4
< PR R
—/1 /R%*xSQX D, 7M(1+ FA{FB)(1+ GAJ;GB)(y )

J
[
14 L
J

(y,0,)dv.dwdy

1
*
- [ -Gl [ B e e dvdudy
-1 R3, xR xS i

J (2.2.10)
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En intégrant (2.2.10) sur R3,

/R% /_iOéHFA — GA](y,v)\dydij/R% E[Fa — GA](1,0)|dv

' |Fa — Ga|
S anB U y,'U/
/—1 /[R;%XR%*XSQ P M(1+FAJJF—.FB)(1+ GAerGB)< )
fxp /
w(y,v*)dv*dwdydv
J
1 rp fxe
_ [[Fa — Gal(y,v)] X" Bpm#ifw(y,v*)dv*dwdydv,
-1 R3, xR3xS?2 14+ 7
(2.2.11)
Etant donné que
|Fa — G4l

HFA - GA](@/,U)‘ > (y,v),

(1+ Fatfe)(1 4 €aztn)

le membre de droite de ’équation (2.2.11) est négatif. Alors, pour £ > 0,

1
/ / a|[Fa — Gal(y,w)|dydv < 0.
—1Jrs

De maniere analogue, le méme résultat est vérifié pour & < 0. Il s’en suit
que Fy = G 4. Par le méme raisonnement, on montre que 1'équation (2.2.2)

possede une unique solution. Ce qui prouve le lemme 2.2.1. U
Considérons
fa= T
A7 Tmin(u,(1+ [0])?) Fa(x,0)dadv’
F
[ 2

~ [ min(p,(1+ [v])?) Fp(z,0)dadv

Les fonctions f4 et fp sont bien définies étant donné que F4 et Fp sont
strictement positives. En effet, les équations (2.2.1) et (2.2.2) écrites sous
forme exponentielle entrainent
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Fy(zw) > )\M_(v)e_aHTx_H+($), £ >0,
Fa(wv) > AM.(v)e™ € 70 ¢ <,

avec

/ / P pnu J <p (:1:—|—T§ vy )dv,dwdT
L R3, ><S2 +

fro
_ ) Nk o 0.)dv.dwdr.
/I—_x/R3X§2X p”“1+f*_§0<:c+7—§v)v wdT
Pour « €]0,1] et par définition de B, ,, on a f a+v(zw))de < 2+ 2pu.
D’ou,
> AM_(v)e” €, £>0,
Fa(xpw) > AM(v)e & £<0.

De maniere analogue,

Fg(zw) > 0AM_(v)e” ¢, £>0,
Fa(a0) > (1— OAM, (o) H | e <0

Soit A défini par A = min(A;,\2) avec

1
AL = . —24ou
Jeoo M_(0) min(u,(1 + [o])P)e "2 do
1
Ay = - (2.2.12)
Jeco M (v) min(p, (1 + [o])#)e” 5" do
Alors,
/min(u,(l + [P Fy(,0)dado > 1
et

/min(,u,(l + [v))?) F(zw)dzdv > 1.
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Les fonctions f4 et fp sont solutions de

O‘fAJFf%fA:/ X"*B Ja (x0) Jxo (z,0.)dv,dw

mo x| LA BTy e
T f *
—fa /RS%ZBP’"’“HW(%U*MU*W’ () € (=1,1) x R?,
Uk ]
A
T = e T+ P FaGa e ) 670
A

~ [ min(u, (1 + [v])8) Fa(z,v)dedo
et

afB—l-é%fB:/ X""B I8 (x,0) fro (2,0, )dv,dw

RS, xS? P 4 § 1+ f’;—?’
,p f * P 3
—fe(z,0) | X""Bpn, — (2,0.)dvidw, (zw) € (—1,1) X Ry,
R3 xS2 1+ f—ip
Vx i
A
—1v) = OM_ >0
Je(=1v) [ min(y,(1 + [v])?) Fp(z,v)dedv (v), £>0,
A
1) = 1-0)M < 0.
fs(1v) J min(p,(1+ |v|)5)FB(x,v)dxdv< JM(v), €
(2.2.14)
Rappelons que F' est solution de
0 T F / f * @ /
OéF‘i‘é%F = /]R;%* e X poﬂ“u@(l’,U )@(l’,v*)dv*dw
—F/ X”’Bpm,uu(:c,v*)dv*dw, () € (—1,1) x R?,
R3_ xS? 1+ fj—ga
F(=1v) = (0 +1)AM_(v), §>0,
F(lpu)=2-0)AM,(v), £<0. (2.2.15)

Dans le but d’obtenir les égalités (2.2.13, 2.2.14) avec f = fa4+ fp, on opere
un raisonnement de point fixe.
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Soit T définie sur K x [0,1] par T(f,0) = (fa + [5.0) avec

— f§<o|€|fB(—1,U)dv
Jeco lElfB(=10)dv + [ € fp(Lv)dv’

ou (fa,fr) est solution de (2.2.13, 2.2.14).

Lemme 2.2.2. T est une application continue et compacte de K x [0,1]
dans lui-méme, K étant muni de la topologie forte de L*.

™

(2.2.16)

Preuve du lemme 2.2.2.

T laisse stable K x [0,1].

Soit T' I'application associant a f € K, F solution de (2.2.15). On montre
d’abord que T est compacte dans L'. Soit (f!) une suite bornée de
LY([-1,1] x R3). D’apres la forme exponentielle de F' = T'(f1),

0 l
—Q’H—x_f_ 1+ fR%* x§2 Xr’po,n,;Lfi ;?':(x-l-’rfw*)d’rdv*dw

13
Fl(z,0) = A1+ 6)M_(v)e : o
0 o[ fus o X By L5 (e T v drdued
£ s ]R,U*XS Tty 1y
+ / e el Qi (w + s,v)ds,
_ 1tz
13
£€>0,
ou
F! flxo
’ €,v :/ an T il $7vl T flew {L',U/ dv*dw
Q) (7,v) R%*XXS2 D, 7M1+F7l( )1+fl;s0( o)

D’apres la convolution de (f!) par ¢ en la variable x,

!
(/ X" By ! *?0 (z + 7€, )drdv.dw)
R3, xS2 1+ f]ﬁ

est fortement compacte dans L. En utilisant une convolution en la variable v
([11], [6]), le terme de gain Q;" est fortement compact dans L'. Il s’ensuit que
(F ! ) est fortemgnt compacte dans L' et que T est une application compacte.
Montrons que T est une application continue. Soit (f!) une suite convergente
dans L'([—1,1] x R?). C’est donc une suite bornée de L'. Par compacité de
Iapplication T, (F') posséde une sous-suite extraite, toujours notée (F'),
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convergeant vers une fonction F'. La suite (F') vérifie

0 F! flxo ,
Fl'4 ¢ —F' :/ PR xv x,v,)dv.dw
o fax R%BiSQ p; ,ul_'_FTl( )1_'_%( )

[ T R L1 dv.d 1.1) x R?
- ; X p,nlui(xﬂ}*) VAW, (:L’,U) € (_ ) )X v

3 x§? T+ flﬂ
Uk ]
Fl(=1p) = (6, + DAM_(v), €& >0,
F'(1w) = (2= 0)AM_(v), €<0. (2.2.17)

La forme exponentielle de (2.2.17) entraine

l*
! o e g or X By L (v dd
F'(zw)=(14+0)\M_(v)e 7
i
0 fasffs ng w52 X"PBp.npu f *l‘p (z+7€,v4)dvy dwdT
Vs 1+ *
4 / e e
_ 1tz

Fl fl
/ X"P By .y (T + s§,0) fl (x + s&v.)dv.dvdwds, & > 0.
R3 1+ 7 1+ J
(2.2.18)

De plus, (F') converge vers F' et (f'x¢) converge vers fx¢ dans L*([—1,1] x
R3). Donc, il existe une sous suite de (F') toujours notée (F') convergeant
p.p. vers F'. De plus,

., F! fl %)
X"P By, (V,04,0) ——7 (y,0)
1+ J R

(y,0.) < 52X P By (v,04,w).

Donc, d’apres le théoreme de Lebesgue appliqué a 'équation (2.2.18), F' est
solution de

8 T F / f * @ /
CIF+§6_:EF = /R%*i(SQPBp’n’M@(ZE’U )@(l‘,v*)dv*dw,
_F/ Xr,po’nvuLff(x,v*)dv*dw, (z,0) € (~=1,1) x R?,

R3, xS2 1+ TSO
F(—10) = (0+ DAM_(v), € >0,
F(10) = (2= O)AM, (v), € <0. (2.2.19)
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En raisonnant de maniere analogue a la preuve du Lemme 2.2.1, on obtient
que (2.2.19) possede une unique solution. Par conséquent, toute la suite
(F');en converge vers la solution de I'équation (2.2.19). D’ott, T est continue.
Pour des raisons analogues, Ty et T sont des applications continues et
compactes. Dong, la premiere composante de T', T’y + Ty est une application
continue et compacte. La seconde composante étant trivialement compacte,
il reste & montrer sa continuité. Considérons une suite (f!) convergeant
vers f dans L' et montrons que (01) converge vers 6. Rappelons que 0 est
définie par (2.2.16). Grace a la troncature en la variable &, ng 2 fY(zw)dv)

est uniformément bornée en z. D’ott, Q;(fk,f') converge vers Q(f5,f) dans
L'. Considérons une fonction continue et différentiable définie sur [—1,1] &
valeurs dans [0,1] telle que p(—1) = 0 et ¢(1) = 1. f& vérifiant I'équation
(2.2.14),

/1 5% ((le - fB)SO(IE)) dr = fB’fl Q(fB,f)) (P(:E)d:[

[
4/ — o)) o)
/

_1(f119 — fB)(z,0)p(x)dx.

Les fonctions ¢ et ¢’ étant bornées,

1
/Waﬁ@w—mummw523//|m&f%«mamwm
R3 r3 J_1

+g@[ﬂﬁ—mmmmm
+c4g[}@—mmwme

(Q(f5./1) et (fh) convergeant respectivement vers Q(fp,f) et fp dans
LY([=1,1] x R), (f5(1,.)) converge vers fp(1,.) dans Lj,. De maniére ana-

logue, (f5(—1,.)) converge vers fg(—1,.) dans L‘lﬂ.
Donc, f§>0 EfL(Lw)dv et f§<0 |€] f5(—1,v)dv convergent respectivement vers
f§>0 Efp(lw)dv et f§<0 €| f5(—=1,0)dv. Ceci prouve que la suite () converge

vers 6. Finalement, T est une application compacte et continue de I’ensemble
convexe et fermé K x [0,1] dans lui-méme. O
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Ainsi, le théoreme du point fixe de Schauder entraine qu’il existe
(f,0) € K x[0,1] tel que

f:fA+fBa

0 = f§<o|£|fB(—1,U)dU

f§>0 §fp(1v)dv + f§<o €] fB(—1,v)dv’

vérifiant

OzfA—Ff%fA:/ X"'B Ja (z,0") f*i(:c,v;)dv*dw

p,n,p F
RS, xS? L+ 7

_fA/ Xr’po,n,u 1f+* l (xav*)dv*dw, (.T},U) S (—1,1) X Rg,
R}

fxe
2 LXPL
XS ;

fa(=1w) =kaM_(v), £€>0, fa(lw)=FkaM (v), £€<0, (2.2.20)

avec

A
[ min(u,(1+ |v])P) Fa(z,v)dzdv

ka

et

OéfB‘i‘f%fB:/ X"'B i (z") [+ (2,0, dv,dw

p7n7
R3, xS2 “1+§ 1+—f*j“’l

_fB/ Xr’pon,uM<x7U*>dU*dw, (l’,U) S (—1,1) X Rg,
R3, xS? | + %

Jiwo 1E1FB(= L) dv
Jeso &fB(Lv)dv + [, o |€]fa(=10)dv
Jeso 1€l f5(10)dv
Jeso &FB(Lo)do + [, o [€]f5(=10)

fe(=10) = X{ JM_(v), § >0,

fe(Lv) = X(

)M, (1), € <0,

avec

A

A= J min(p, (1 + |v])?)Fp(z,0)dedo
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[, 5, r, p, u étant fixés, notons fH*LP# par f et étudions le passage &
la limite lorsque a tend vers 0 dans les systemes précédents. D’apres la
forme exponentielle des équations (2.2.20, 2.2.19) et en utilisant un lemme
de moyenne avec une convolution en la variable = ([6],[11]), on obtient que
(f9) et (F*) sont fortement compactes dans L*([—1,1] x R3). Notons par
fa et F les limites respectives de f§ et F'“. Le passage a la limite lorsque «
tend vers 0 dans ’équation (3.3.22) entraine

f fA_/R "PB f—A(x,v') f*i(x,v;)dv*dw

n,
3 XSQ P M1+

—fA/ X"?B M(ac,v*)dv*alw, (zw) € (—1,1) x R?
R3

5. 2 p7n7M1 _'_ f;g;pl v
A
1 M_ 0
fa(=1v) = [ min(p,(1+ |v])?)Fa(z,0)dzdv (v), &>0,
A
1 M 2.2.21
Jall0) = e+ o) Fa(woydado (V) & <0 (22.21)
avec

/min(,u,(l + [v))?) fa(zw)dzdy = 1.

Pour des raisons analogues, la limite fp de fg vérifie

f fB_/R "PB f—B(x,v') f*i(x,v;)dv*dw

n,
3 XSQ P M1+

_fB /3 S pnuljii— ffi’z (x’v*)dv*dw’ (IL‘,U) € (_]-7]-) X Rza
R3_xS2? J*PL

J

fa(=1v) =o(=)NM_(v), >0,
(1) =c()NM, (v), £<0, (2.2.22)

/min(,u,(l + [0))?) f5(z,w)drdy = 1.
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On a noté
o(—1) = Jeco l€lfB(=1v)dv
f5>0 Efp(Lw)dv + f§<o €] fe(—1v)dv’
o(1) = f5>0 Efp(lw)dv
Jeso §TB(Lv)dv + [, o [€]f(=10)dv
et
g : (2.2.23)

~ Jmin(,(T+ [0])%) Fp(a,0)dedo’
Le passage a la limite dans (2.2.21) et dans (2.2.22), lorsque [ tend vers 400
est similaire et implique que les limites respectives fa et fz de (f4) et (f%)
sont solutions de

9 r,P fA / f '
fa—fo:/R X" B (:E,v)1+§(x,v*)dv*dw

b,n, F
%* xS? 1 + ]

—fA/ XT’pom?MLf(x,v*)dv*dw, (x,v) € (—=1,1) x Ri,
R3 1+ 7

xS?
X

fA(—l,U) = k’AM_(’U), f > 0, fA(l,U) = k?AM+(’l}), 5 < O,

(2.2.24)
avec
/min(ﬂa(l +0)7) fa(z,v)dedy = 1,
ou k4 est définie dans (2.2.20) et
9 /B f ,
9../B = "PBpn v’ U, ) dvyd
gal'fB /R;%3><<S2 p, 7H1+§<xv)1+§<xv*> VW
_fB/ XT’po,n,ui<xav*)dU*dW, («T,U) € (—1,1) X Rg,
R3_ xS? 1 +§
fB(=1w) =o(-1)NM_(v), £>0,
fe(lw) =c(D)NM, (v), £<0, (2.2.25)

/min(,u,(l + [0))?) f5(z,0)dedy = 1,
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avec,
o(-1) = f5<o 1] fe(—=1v)dv
f5>0 &fp(Lv)dv + f£<0 €] fe(—1,v)dv
o(l) = fg>o §f(1Lv)dv
f5>0 &fp(L)dv + f£<0 I€] fe(—1v)dv’
et

F=F,+ Fp.

Les fonctions F)4 et Fp sont définies par (2.2.1, 2.2.2) apres étre passé a la
limite.

On passe maintenant a la limite dans les équations (2.2.24, 2.2.25) lorsque j
tend vers +oo. Les suites (f%) et (f%), solutions de (2.2.24) et (2.2.25) sont
faiblement compactes dans L'([—1,1] x R3). En effet, fi = f% + f1 satisfait
I’équation de Boltzmann pour un gaz a une composante. En utilisant le
terme de production d’entropie ([6]), on obtient que (f7) est faiblement
compacte dans L'([—1,1] x R?). Les inégalités 0 < f) < flet 0 < f < f7
entrainent alors que (f7) et (f}) sont faiblement compactes dans L'.
Notons par f4 et fp les limites respectives de ( fﬁl) et ( fé), considérées a
une sous-suite prés. De plus, (Q7 (f7,f7)) et (Q; (f/,f7)) sont faiblement
compactes dans L'([—1,1] x R3) ([6]). Donc, d’apres les inégalités

),
) Qr (fE.17) < Q5 (

I

QF (FAuf?) < QI (f7.f7
Q7 (f.f

QF (fh.7) < QF (F.),
Q5 (fi.)) < Q5 ( VENE

).

les suites de termes de collision (Q*(f{g,fj)) (Q; S(Fof), (Q;(fﬁ;,fj)) et
Q5 (fé,fj)) sont faiblement compactes dans Ll([ 1,1] x R3). D’on, (fi;) et

(f%) vérifiant (2.2.24, 2.2.25), (fng) et (§%f3) sont faiblement compactes
dans L'([-1,1] x R3). Le passage & la limite lorsque j — +oo dans la
formulation faible de (2.2.25) entraine
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0
/ 58 o(z,0) fL(z,v) dxdv—i—/ / X"P By up(2,0)
[-1,1]xR3 0T 1,1]xR3 JR3, ><S2

/% N fi
1+ FZ;J;FZ:; () " % (z,0)) = fh(a, U>71 % (x,0,) | dvidwdzdu
fffg(l,v)ap(l,v)dv - ng( ) ( 1 U)d’U
>0 £<0
—oI ()X [ EM_(v)p(=1w)dv +o? ()N [ €M, (v)p(1,0)dv,
€0 £<0
(2.2.26)
ol
O'j(—l) _ Af§<0 |€|fé(—1,’l})d’l} A
Jeco [EFA(=10)dv + [ EfE(10)do
5i(1) = f§>0 EfL(1w)dv

Jeco lELfB (=1 0)dv + [ € f(1L)dv

pour toute fonction test ¢ appartenant a C([—1,1] x R}). Par compacité
faible dans L' de (f%) et de (f7),

J

. /b f
hm/ / (2,0 0 —(z,v)drdvdv,.dw
j 00 —11]xR3 JR3, XSQ M )1+FJ+FJ< )1+fj< )

= lim / / o (20) f (2,0) f (2,0, ) dedvdv,dw.
1,1]xR3 JR3, ><S2

J—00

Le terme x"?B,,, ,, étant borné et les suites (f7) et ({2 f7) étant faiblement
compactes dans L'([-1,1] x R? x S?), un lemme de moyenne implique que

([ X By 0ol e
R3_xS?
converge dans L'([—1,1] x R?) vers

/ X" By f (20,)0(2,0")dv,dw.
R3, xS?2
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De plus, du fait de la troncature en la variable &, pour les petites vitesses,
cette suite est bornée. Les suites (f%) et (£ f%) étant faiblement compactes
dans L'([—1,1] x R?), un lemme de moyenne implique que

/ / X" By i f 5 (2,0) f7 (2,0.) (2,0 dv,dwdzdv) jex
[—1,1]xR3 JR3,

><S2

/ 3 /3 SQ pp B x ,U)f(x7v*)sp(x7vl)dv* rav.
1 1 X]R R X du/d d

Donc, (Qj(ffg,f])) converge vers Q(fg,f) dans L'. D’ou, en raisonnant de
maniere analogue a la preuve du lemme 2.2.2, on obtient que ¢7(—1) (resp
07(1)) tend vers o(—1) ( resp o(1)), lorsque j tend vers I'infini. En passant
a la limite lorsque j tend vers I'infini dans (2.2.26), il s’ensuit qu'il existe
f5" solution de

5 fW:/RS "By f i (@0 [ (2,0, ) dv,dw

xS2

— Jg’“/ X"PBppuf " (x,00)dvdw,  (x0) € (—1,1) X Ri,
RS,

><S2
5'(—=1v) =o(=D)NM_(v), £>0,
5 (Lv) = o(LNMi(v), £<0, (2.2.27)

avec

[ im0+ ) i oo = 1.
o(—1) et o(1) vérifient,

f§<o € f5" (—1,v)dv

o(=1) = f§>0 S5 (1w)do + f§<0 €1 5" (—10)dv

et

Jeso €f5" (Lv)dv
f§>0 éf;#<1vv>dv + f§<o |£|f§u(_1vv>dv.

o(l) =
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De plus,

[ erpaaa- [ enprow=o
R3 R3
D’ou,

| tdnpaaaes [ jes-Lod=x,
£>0

£<0

ot \ est défini par 2.2.23. Les conditions au bord de (2.2.27) se simplifient
donc et s’écrivent

(1) = M_(v) / 1 (L)AL €0,
£'<0

B(L0) = Mi(v) g (L)d” € <0,

£>0

i.e. sont de type Maxwell diffuse.
Le passage a la limite lorsque p — +00 et n — +oo dans I’équation (2.2.27)
est réalisé comme précédemment et implique qu'il existe f5" vérifiant,

€ % 5= / X' Bu(v = vew) f (@) (w0 )dvado
RU

xS2
X

— ;’“/ X Bu(v — v,w) fH (20, dvedw,  (z,0) € (=1,1) x RS,
R

3 «S2?
oe XS

"4~ 1,0) = M._(v) / S (—Lo)d . €50,

£<0

(1) = My (v) EfE(Lw)dv , £€<0, (2.2.28)

£>0

avec

/min(u,(l + o))t (z ) dady = 1.
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Pour des raisons analogues, il existe f}* vérifiant,

8 r r T / r !
53 = [ B0 = 0e) 5

3xS2
—fit g erfg“(v — v, w) [z dvdw,  (z0) € (—=1,1) x R?,
’U*X
(=10) =kaM_(v), £€>0, f"(lw)=kaM,(v), £<0, (2.2.29)

avec

[ mina (14 o)) 73 e ododo = 1

ou k4 est définie par I’équation (2.2.20) avant le passage a la limite.

2.3 Fin de la preuve du théoréme principal.

Le dernier passage a la limite qui consiste a faire tendre r vers 0 et u vers
400 requiert une technique particuliere, étant donné qu’on ne dispose plus
de troncature uniforme pour les || petits. Soit (r;);en avec lim;_,4oor; =0
et (1) jen avec lim; oo pt; = +o0, f4 = fi" et fL = f5*. Le passage
a la limite lorsque j — +o00 est maintenant réalisé dans les formulations
faibles satisfaites par f et f%.

Un nombre positif ¢ étant fixé, soit ¢ une fonction test s’annulant pour
€| < & et pour [v| > 5. Puisque f7 = f+ f3 vérifie I'équation de Boltzmann
pour un gaz a une composante, I'utilisation du terme de production d’en-
tropie ([3]), entraine que (f7), (Q; (f7,f7)) et (QF (f/,f7)) sont faiblement
compactes dans L'([—1,1] x {v € R%; |£| > 6,|v| < 5})). La compacité faible
dans L' de (f3), (f5), (Q; (f4: /7)), Q5 (f4.7))s (Q5 (f5:17)) et QF (f5,17)

provient des inégalités suivantes

0SS, 0< <, QrfAr) <Q;(f.f),
QN () < QF (1.1, Q7 (fh.17) < Q7 (£.17),
QF (fhf7) < QF(f.17).
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On note par f4 et fp les limites respectives dans L' de (f7) et (f}), & une
sous-suite pres. On montre alors que

Jim [ 1Q7 (£2.17) = @~ (fa.f)lpdadv = 0. (23.1)

On décompose f[Qj’(ffl,fj) — Q (fa,f)]edxdv selon

/ Q5 (Ff9) — Q@ (faf)lpdado = C; + D, + By + F).

avec

1
o[ [ | <fiso(:v,v)x]3j(v—v*wa(:c,v*)
—1J[g|>0/ x> ]> L pu <A

—fap(z,v)B(v — m,w)f(:c,m)) dv.dwdzdv.

br= /_1 /|£|>6 /ﬁ*IZA,p*SA (<fAS0)<x’U)X]BJ’<U — v,w) [ (2,04
—(fap)(z,v)B(v — U*,w)f(:c,v*)) dv,dwdvdz.

g=f ] e (oMo By = v )P

—(fap)(z,0)B(v — U*,w)f(x,v*)) dv,dwdvdx

1
B=[ [ [ (Feonse- v
—1J[g|> Jpa>A
—(fap)(z,w)B(v — v*,w)f(a:,v*)) dv,dwdvdz
Rappelons les quatre lemmes suivants dont la preuve figure dans ([5])
Lemme 2.3.1. [] existe ¢ > 0 et pour § > 0 une constante cs, telles que
[erod<e we (-1,

/ |02 (x,0)dwdv < cs.
|€]>6,]v|<

1
5
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Lemme 2.3.2.

lim sup / K;(v) f/(zv)dzdv = 0,
SxR3

0 g (—1,1)8|<e, 5> 1

ot Kj(v) = min(u;,(1 + |v])P).

Lemme 2.3.3. Soitn > 0. Il existe jo € N tel que pour j > jo et en dehors
d’un ensemble dépendant de j et de mesure inférieure a n,

lim K;(v)f/(z0)dv =0,

A—00 o>\

uniformément par rapport aux variables x et j.

Lemme 2.3.4. Soit A > 0 et € > 0. 1l existe jo € N tel que pour j > jy et
en dehors d’un ensemble en x dépendant de j de mesure inférieure a €,

/ K;(v)f (z,0)dv
p<N €<t
tend vers zéro lorsque © — 400, uniformément par rapport a x et j.

Controle de Cj.
On considere le terme

/1 fﬁx(%?f)@(%v)/ X' Bj(v — v,w) [ (z,0,)dv.dwdvda
- A

LJ[¢]>6 >[6x]>1,04 <A
olt A et i seront choisis ultérieurement. Comme (f7) et (£ % 17) sont faible-
ment compactes dans L'([—1,1] x {v, € R3 ;[&,| > 6,Jv,] < 1}), que (X7 B;)
est bornée sur I'ensemble {(v,v.,w);[v] < 8|6 < Ape < A} et quielle
converge pp vers B, un lemme de moyenne entraine que

/ ' Bj(v — vew) 7 (z,0.)dv,dw
A

>[6x]>1,pu <A
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tend vers

/ B(v — v,,w) f(z,v,)dv.dw
AZ (&>, <A

dans L'((—1,1) x {v € R% || > 4,|v| < 3}) lorsque j tend vers +o0. De
plus, (x?B;) étant bornée sur les ensembles {A > [&,| > 1} et {p. < A} et
comme on integre sur {|¢| > 1}, on a:

/ X Bj(v — vaw) 7 (z,0,)dv.dw
)‘2‘5*|>%7P*§)‘
< / (2,0, dvdw < C(3).

Les suites (f%) et (¢ 2 f4) étant faiblement compactes dans
LY((=1,1) x {v € R3%[¢] > 6,Jv] < 5}), en utilisant une nouvelle fois un
lemme de moyenne, on obtient que (C;) tend vers 0.

Controle de Dj.
Soit ¢ > 0 fixé. Grace a la fonction test, la variable v peut étre sup-
posée bornée. Donc, pour [&] > A et p. < A, ¥ Bj(v — v.,w) ~ [&]°.
Par conséquent,

/ X Bj(v — vew) 7 (y,0.)dv,dw
‘5* |2)‘7P* SA

C

< \2— B /RS o &P f (20, ) dv,dw. (2.3.2)
3x

D’apres le lemme 2.3.1, 'intégrale du membre de droite de ’équation (2.3.2)
peut étre controlé indépendamment de j et de x. Donc, pour A suffisamment
grand, on obtient uniformément en j et en z,

/ X Bj(v — vew) f(z,0,)dvadw < e.
‘5*‘2>\7P*S>\

Donc, du fait de la troncature en la variable v,

1
/ / / Fap(z,0)x! B (v — vew) f (2,0, dvedwdvds < ce.
=1 JIE>6 J[E|Z A0

<A
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D’ot1, pour A suffisamment grand, D; < ¢ uniformément en x et j.
Controle de Ej et de Fj.

1
/ fhe(zw) / Xij(U — U*,w)fj(x,v*)dv*dwdvdx
- Px>A

1JR3
et

1
/ fi@(%@ / Xij(v - v*,W)fj(:E,v*)dv*dwdvdx,
-1 R% p*SA7‘£*‘S%
d’apres le lemme 2.3.2, il existe 1 tel que uniformément en j

sup / K;(v) f (70, dedv.dw < e.
ExR3_x§?

EC(=1,1)B|<n,j>3

E, étant choisi, le lemme 2.3.4 entraine, pour A suffisamment grand, uni-
formément en dehors d'un E,, de mesure inférieure a 7 en et en j, que

K;(v) f(z,0,)dvdw < e,
P>

Ensuite, le lemme 2.3.3 entraine, pour ¢ suffisamment grand, uniformément
/ . s . \ N
en dehors d’un ensemble E, de mesure inférieure a n en x et en j,

/ K;(v) f (z,0,)dvdw < €.
P*S)\v|§*|§%

Pour les autres ensembles en x E;] et Iy, le lemme 3.6.54 entraine uni-
formément en j, que

/ K;(v.) f (7,0, dedv.dw < e
EnxR3 xS
et

/ K;(v) f (z0,)dedvdw < e.
Ep xR3, x§?

Finalement, on obtient uniformément en j, pour ¢ et A choisis précédemment,

/ 1 / (Fie) (z0) / X' Bj(v — v,.w) (20, dv,dwdvds
-1JR3 P>

1
[ ween [ B
1/ PRSNALS!
f(xv,)dvdwdvdr < ce. (2.3.3)
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Pour i et A choisis précédemment, F; < € et F; < ¢, uniformément en j.
Finalement,

jgxfm/ /R (e (@w dxdv—/ /]R “(faf)e) (zv)dzdv.

Ensuite, en appliquant le changement de variable (v,v,,w) — (V',v), — w)

et en utilisant X/ B;j(v — v.,w)p(z,0) & la place de x?Bj(v — v,,w) comme
précédemment, on obtient la méme propriété sur le terme de gain,

1im / Q+ fA,fj (x,v dxdv—/ / (faf) )(x,v)dxdv.
J=too R3 -1 JR3

De maniere analogue, le méme résultat est démontré pour fz. Il reste a
passer a la limite dans les termes de bord (2.1.3). Il s’agit pour cela de
montrer la convergence faible dans L|£|({v € R3¢ > 0}) ( resp L|1§|({v €

R, € < 0})) de f(L,.) (resp. f5(—1,.)) vers fp(L,.) (resp.
fe(—=1,.)). En premier lieu, les flux f£>0 EfL(1v)dv et f£<0 €| fL(=1,0)dv
sont controlés de la maniere suivante. D’apres (2.2.28) écrite sous forme

exponentielle, on obtient que

, ; — [ 10 fp3 g X9 B fI (at-5E v dvadud, 1
fhlew) = fh(-Loje TR s Sl <2,
, , i fas g X BYfI (- sE 04 ) dvsduwd, 1
fiew) > fh(Lo)e VTN TTEEIEE D D <a

(2.3.4)

Rappelons que,
V(zw) = / X B f(z0,)dv,dw.
R3 xS2?

Donc, pour v vérifiant |v| < 2 et |£] > 1, la suite

</ : )
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est uniformément bornée. Donc, d’apres les conditions de bord (2.1.3) et
(2.3.4),
. . 1
o) = ) [ jdsi-Lod, >3 <2
£<0
A A 1
fhlew) = eMi(v) | €fh(a)dv, €< =5, <2
£>0

D’ou,

c/ fL(z,v)dzdo >
{lgl>3,lvI<2}

La fonction f{a étant positive,

(L) dv + / €15 (~1)dv.

>0 £<0

c/_ min(p,(1 + |v])?) £ (z,0)dzdv

1JR3
> [ epados | jdh-1od
§>0 £<0
Etant donné que
1
/ min(j,(1 + |[v])?) f5(x,0)dzdv = 1,
—1JRr3

les flux f§>0 EfL(1v)dv et f§<0 €| L(—1,v)dv sont bornés uniformément par
rapport a la variable j.
De plus, les flux d’énergie de (f) sont controlés. En effet,

€02 (L) dv + / €0? F (—Lo)dv

>0 £<0
<[ i1y + / €[ (L) do.
>0 £<0

Puis d’apres les conditions de bord (2.2.29) et (2.2.28),

vafj(l,v)dv+/ €0 7 (—1,0)dv

>0 £<0

— (b 1 / 1 —10d) [ e M (v)dv
£'<0 £>0

+(k + € fL(1,0")dv") / |€|v2 My (v)dv. (2.3.5)

£'>0 £<0
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Le membre de droite de I’équation (2.3.5) étant borné,

€02 (1o} dv + / €02 Fh(~Lo)d < c.

>0 £<0

Finalement, les flux d’entropie de ( f]B ) sont controlés. En effet,

fi= fﬁx + f{; vérifie I’équation suivante:

€5 (Flog() — 1)) = Q. og (). (23

En utilisant une formule de Green et une estimation d’entropie dans (2.3.6),
on obtient

€F3(Lo)log fi (Lo)du + / 13— L)log fi(—1,0)d

>0 £<0

<([ ¢pa)a+1)
£'>0
/é el () o (M+<v>< € Fi (L) + kﬂ‘)) v

+(/ €] fB(=12")dv" + k)
£'<0

£>0

M (o)tog (M0 [ €11 +1) ) o

£>0 €<0

ce qui controle les flux d’entropie de ( ffg) On peut donc déduire du critere

de Dunford-Pettis ([12]), que (f4(1,.)) est faiblement compacte dans
m({v € R3, £ > 0}). Soit I'une de ses sous-suites toujours notée (f54(1,.)),

convergeant faiblement vers une fonction g, dans m({v eR3¢>0}). 1

reste a prouver que g4 = fg(1,.). On considere une fonction test ¢ s’annulant

sur {[¢] < 6 U{|v] > 3} et vérifiant p(z,0) = ¢1(x)p2(v) avec p; =1 dans

un voisinage de 1. Rappelons que la trace fg(1,v) peut étre définie par

(1w —hm—/ fe(1 —ew)de ([8]).

go—0 EO
La suite (¢ f%) vérifie 'équation

(e fh)

58:1:

oo . .
= &5 Th+ QiS5 (23.7)
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En intégrant (2.3.7) sur [1 — &,1] x R3 puis sur [0,&0], on obtient

1 Ry i

- / / E(FH(L0) — Fh(1 — £.0))palv)dude]
1 €0 1 ) )
<ol L et e

£0 1 )
+i/ // |f}3(x,v)§gcp(:p,v)|dxdvde. (2.3.8)
€0 Jo JrsJ1< Ox

Soit i > 0. Par compacité faible de (f3) et (Q;(f%,f7)) dans
LM[-1,1] x {v € R3,|¢] > 6,Jv| < 3}), il existe €5 > 0 tel que pour gy < &,
uniformément par rapport a 7,

/RS /1_ 1Q; (f4, 1) (x,0)(x,0)|drdv < g’

/ /1 | fL(x v){2 (xv)|dzdv < 1
R% 1—eo B\ 8.TS0 ’ 2

Donc, 'inégalité (2.3.8) entraine, pour gy < &g, uniformément par rapport
aj,

- / | / (L) = fi(L— eea(v)dede| <m. (239)

Par compacité faible de f7, dans L'([—1,1] x {v € R3,|¢| > 6,]v| < 1}),

£0 ]
/ / EF(1 - 20)pa(v)dude
r3 Jo
Converge Vvers
€0
/ / €l — £.0)ps(v)dvde
r3 Jo

lorsque j tend vers I'infini. Le passage a la limite lorsque j tend vers l'infini
dans l'inégalité (2.3.9), implique que

1 [ [ stonte) = a1~ cn(e)dode] < n.
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On fait ensuite tendre g vers 0, d’ou

[ 60000 = fa)ae)d] < . (2310)

L’inégalité (2.3.10) étant vraie pour tout n > 0, g4 et fp(1,.) coincident sur
les ensembles {v € R3 |¢] > 6,|v] < 3} pour tout 6 > 0 et donc pp. fz(—1,.)
vérifie le méme résultat. Par conséquent, on peut passer a la limite dans les
équations (2.2.28, 2.2.29). Ceci acheve la preuve du théoreme 2.1.1. [J

2.4 Quelques extensions

Le théoreme 2.1.1 peut étre généralisé a toute valeur positive de my4 et mp.
Corollaire 2.4.1. Soient 5 € [0,2[, ma > 0 et mp > 0. Alors, il existe
une solution faible au probléme stationnaire (2.1.1) pour les B-normes ma
et mpg.

Preuve du corollaire 2.4.1.

Soit m = m4 +mp. Dans la premiere partie de la preuve du théoreme 2.1.1,
on choisit \ vérifiant,

A > min(maA;,mada,mpAi,mpAs),

ou
)\1 - 1 2+m
Jeso M- (v) min(p,(1+ [o])?)e” ¢ dv
et
o 1

- . —2tm :

oo Mo (v) min(ye, (1 + [o])P)e R do
Dans la partie du point fixe, on considere le convexe fermé suivant

K = {f € (=11 X B; [ minu (1 + o)) (0)dedv = m).
(2.4.1)

En raisonnant comme précédemment, il existe f4 et fp solutions de I’équation
(2.1.1) avec les masses respectives my et mp. O
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En présence de plusieurs composantes de gaz de la composante A (resp.
B), le corollaire 2.4.1 peut étre généralisé.
On considere (fa, .. fay,.f5, - fBy,) avec fa, vérifiant

f_foz = Q(wafA1) +..+ Q(fANfANA)

+ Q(fAme1) +.o.+ Q(fAi7fBNB)7 (x,v) = (_171) X Ri?
fa=10) = kaM_(v), €>0,
fa(lw) = kaM,(v), €<0, (2.4.2)

et fp, vérifiant

S%fBz = Q(fBi7fA1)+"'+Q(fBi7fANA)
+ Q(mefEh) +.. +Q(fBi’fBNB)7 (ZL‘,U) € (_171) X R?}’

(1) = M) [ (€l 60

e, (1w) = M, (v) &g (1)dv | £€<0. (2.4.3)

£'>0

Corollaire 2.4.2. Soient 3 € [0,2] et ma, ... may, ., Mp, ... Mpy des quan-
tités positives. Alors, il existe des solutions faibles fa, ... fpy, au probleme
stationnaire (2.4.2-2.4.3) avec les masses respectives may,, . . . MBy -
Preuve du Corollaire 2.4.2.

Soit f = fa, + ...+ fay + fB, + ... + fBy. L'opérateur de Boltzmann
correspondant a la composante A; est ([9])

Q(fszf) = Q(fAival)+"'+Q(fAivaNA)
+ Q(fAi7fBl)+"'+Q(fAi7fBNB)'

Pour I"étape du point fixe, on considere K défini comme dans (2.4.1) et
I’application continue et compacte 1" de 'ensemble fermé et convexe K X
[0,1]V dans lui-méme définie par,

T: (fvelv"'ﬁNB) = (fAl + ... +fANA +fBl "'fBNB79~17"'7§NB)7

ou

Or — f§<o |§|fBNi(—1,U)dv
N; f5<0 ‘f‘fBNi (—1v)dv + f£>0 ngNi (Lo)do’
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La preuve du corollaire s’acheéve alors avec les mémes arguments que précédemment.
O

Remarque 3. On pourrait envisager de résoudre un probleme stationnaire
pour un gaz a une composante avec des conditions au bord mixtes, a savoir

£ 1) = QLA w)
f(—1w) = M_(v) / €1/ (~Lo)do)M_(v), €>0,

£<0
F(Lw) = kM_(v), €<0 (2.4.4)

Mais comme fRS Ef(zv)dv est constant, k ne peut pas étre arbitraire mais
vaut

k= /g kst

On est donc ramené a un probleme stationnaire avec conditions au bord de
type réflection diffuse.

Le théoreme 2.1.1 peut également étre généralisé au cas d’'une combinaison
convexe des conditions de bord du type (2.1.2) et (2.1.3),

E5=f = QU.D. (@) e (-L1) xR,
f-10) = af /&O\ﬁ\f(—l,v)dv)M(v)+(1—a)kM(v), €0,

f(Lv) = af g>0é*f(1,11)6111)1\4+(11)+(1—a)/fM+(v), £ <0,
(2.4.5)

ol a est donné dans [0,1].

Corollaire 2.4.3. Soient § avec 0 < 3 < 2 et M > 0. Alors, il existe une
solution faible au probléme stationnaire (2.4.5) de B-norme M.
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Chapitre 3

Effet fantome pour un systeme
d’équations cinétiques pour un
gaz a deux composantes.

3.1 Introduction.

On considere dans ce chapitre un probleme stationnaire d’évaporation
-condensation qu’on résout a l'aide d’un développement asymptotique et
d’un reste, qu'on controle lorsque le nombre de Knudsen est suffisamment
proche de 0. L’ordre 0 du développement met en évidence deux situations
remarquables par les équations fluides qu’elles entrainent: u; gy identique-
ment nulle, et u; g ne s’annulant en aucun point, ou u; o désigne la vitesse
macroscopique de la somme des deux composantes. Dans ce chapitre, on se
restreint au premier cas, ou le systeme fluide obtenu a 'ordre 0 est de type
Navier-Stokes. On montre qu’il est influencé par le terme d’ordre 1 du flot,
u1,m1- C'est que l'on appelle l'effet fantome. On résout ce systeme fluide
lorsque les données au bord sont assez proches I'une de I'autre. On controle
enfin le terme reste rigoureusement.

3.2 Présentation du modeéle.

On considere un mélange constitué de vapeur et d'un gaz non condensable
dont on étudie le comportement stationnaire. La partie de I’espace occupée
par le mélange est située entre deux phases de gaz condensé représentée par
deux plans verticaux. On suppose que le modele est homogene en espace
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selon les directions y et z. On est donc ramené pour la variable d’espace
x au segment [—1,1]. Les plans verticaux sont respectivement maintenus
aux températures Ty et Ty;. On note n; (resp. nyy) la densité de saturation
de la vapeur a la température 77 (resp Tj;). La premiere composante du
gaz, notée A est constituée de vapeur et peut se condenser sur chacune des
deux parois, tandis que la seconde composante de gaz notée B ne peut se
condenser sur aucune des deux parois. On suppose que les molécules des
deux composantes de gaz sont mécaniquement identiques, c’est a dire de
méme masse et de méme diametre ([27]).

Les fonctions de distribution f4 et f? des deux gaz sont solutions de
I'équation de Boltzmann stationnaire ([9]):

0 4 1 L .4 B
e (@) = QUMY (@) + QU S o)

£ (w0) = QU ) ) + 2QU7. ) o),
c[-1,1], veR? (3.2.1)
avec
_VE e VR
e =K, = -5, (3.2.2)
et
1
B Vord2n;

[ désigne le libre parcours moyen des molécules de vapeur a I’état d’équilibre
a la température T et a la densité n; et d correspond a leur diametre.
L’opérateur de collision @ est défini par la formule suivante ([9]):

Q(f,9)(z,v) /R3 /S2 —ve,w)[f'g. — fg.]dwdv,,

avec

Je= f(l‘,?}*), f, = f(l‘,?j,), f»/« = f(:L‘,U;),

V=0 — (U —v,w)w, V=0, + (U —v,ww.

La variable de vitesse v € R?® a pour coordonnées (£,1,Y).
(v—v,w) désigne le produit scalaire euclidien dans R?. w € S? est représenté
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par 0 et ¢, angle polaire et azimutal pris avec ’axe polaire v — v,.

La fonction B(v—uv,,w) est le noyau de 'opérateur de collision Q). On se place
dans une situation de sphere dure. La condition de bord pour la composante
A est de type donnée rentrante

fA=10) = M_(v), £>0, (3.2.3)
FALw) = MM, (v), €<o0. (3.2.4)
nr
Les conditions de bord pour la composante B sont de type Maxwell diffuse,
FP(=10) = M_(v) / €1 (-1)d, € >0, (3.2.5)
<0
) =0 [ e<o. (320)
>0
ou M_ et M, sont les fonctions maxwelliennes normalisées suivantes
1 1 v?
ML) = o) et M.() =z (- )
Ty Ty

Remarque 4. La Maxwellienne M, est telle que f£<0 || M dv = 1. Cette
condition est équivalente pour B au fait que sur la paroi, le flux entrant est
égal au flux sortant. La méme remarque vaut pour M_.

Remarque 5. [+ fB satisfait I'équation de Boltzmann pour un gaz a une
composante.

Cette derniere remarque repose sur I’hypothese d’égalité des masses moléculaires
my et mp. Elle intervient de maniere décisive pour I’'obtention d’un théoreme
d’existence dans L' de solutions des systemes précédents ([1]). L’analyse
numérique d’un modele BGK pour un gaz a deux composantes a été ef-
fectué dans ([23]).

Dans ce chapitre, on considere la limite hydrodynamique lorsque € tend vers
zéro dans (3.2.1). On décompose les fonctions de distribution des deux gaz
en un développement asymptotique et un terme reste.

Numériquement, deux types de comportements ont été mis en évidence dans
([2], [1]). Dans la premiere situation, la vitesse macroscopique des deux
gaz est nulle ([2], [29]). Cela signifie physiquement que I'évaporation et la
condensation pour la composante A cessent. Cependant, le terme de Hil-
bert d’ordre 1 de la composante A conserve une influence a la limite dans le
systeme hydrodynamique obtenu. C’est ce que I'on appelle 'effet fantome.
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I a été mis en évidence pour le cas d'une composante de gaz dans ([24]) et
pour le cas de deux composantes de gaz dans ([2], [29], [28]).

Dans le second cas, la composante B devient négligeable et s’accumule dans
une fine couche située contre I'une des parois, appelée couche de Knud-
sen ([4], [21], [14]). Dans ce chapitre, on se restreindra au premier cas
(u1,m0 = 0).

Le plan de ce chapitre est le suivant: le paragraphe 3.3 traite du développement
asymptotique des solutions ainsi que des quantités macroscopiques. A la fin
du paragraphe, on dérive un systeme fluide mélant termes d’ordre 0 et terme
d’ordre 1 et mettant en évidence l'effet fantome. Le paragraphe 3.4 traite
des conditions de bord que doivent satisfaire les densités f4 et fZ. Le pa-
ragraphe 3.5 étudie les termes d’ordre 2. Un systeme fluide du méme type
qu’au paragraphe 3.3 est établi. Le paragraphe 3.6 présente I'étude du terme
reste qui est décomposé a la maniere de ([14], [15]) en une partie en grande
vitesse et une partie en petite vitesse. Les principaux résultats du chapitre
sont aussi évoqués (proposition 3, théoreme 3.6.1). Le paragraphe 3.7 est
consacré au controle du terme reste. On controle dans un premier temps le
terme reste d’un probléme linéarisé, en norme L? & poids (proposition 4) et
pour des normes L a poids (propositions 7, 8, 9, 3). Ensuite le terme reste
est obtenu comme limite d’une suite de terme reste de problemes linéarisés
(théoreme 3.7.1) et on en déduit le théoreme 3.6.1.
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3.3 Développement asymptotique.

3.3.1 Quantités macroscopiques

Pour toute fonction de distribution f, on définit les quantités macrosco-
piques n, uy, T et p par ([26]):

n = fdv, (3.3.1)
R}
nu = / vfdv, (3.3.2)
R3
nu; = ¢ fdv, (3.3.3)
R}
Tn = %/ ((€ = wi,mo)* +n° + x°) fdv, (3.3.4)
R}
p= ; / ((5 —uy o) + 0+ XQ) fdv. (3.3.5)
R3

3.3.2 Développement de Hilbert.

On développe les fonctions de distribution f# et f? en termes de Hilbert
de la fagon suivante:

ff}(:c,v) = f]{30<x7v) + Ef]{j?l('rvv) +oeey

fRav) = fB(xw)+eff(zw)+---. (3.3.6)

En remplacant ff; et fZ par les expressions données en (3.3.6) dans I'équation
de départ (3.2.1), on obtient

0
ga_x(fﬁoJfgfglJf“‘) = é@(fﬁ0+€fﬁl+”'7f[30+€ff]1+”')
1
+ gQ(fﬁo+5fﬁ1+'”af50+5f51+"')
(3.3.7)
0
5%(f1§0+5f§1+“‘) = é@(f50+€f51+---,f§0+€fﬁ‘1+---)

+ é@(fgo +efth+fho+reffh+-).
(3.3.8)
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Posons

fr=fi+ fi- (3.3.9)

fu vérifie alors la relation

0

a_x<fH0+5fH1+"'> = é@(fHo—i‘éfleﬂL"' Jro+efm+--)

(3.3.10)

§

En utilisant le développement de Hilbert (3.3.6) pour fj et fZ et en iden-
tifiant les ordres successifs des nombres de Knudsen, on obtient les rela-
tions suivantes sur les quantités macroscopiques définies dans le paragraphe
précédent

,Jamdv = M, (m=01---), (3.3.11)
R3

RgffHodv = Nyl mHo, (3.3.12)
R%ffla{odv = N0UT o (3.3.13)
[ Einto = L (W T) @3.14)
/R%Ufoafodv = n?{0|u?ﬂ0|2+gp?{0, (3.3.15)
[ efindr = i+ i 3316

(e} 3 (e} (67 (e} (e}
/3 U2fH1dU = §<nHOTH1 + nHlTHO)
IR'U

+ 2ngout Ul g t+ QnOIroW?,Ho‘Z- (3.3.17)

3.3.3 Etude des termes d’ordre —1.

En identifiant les termes d’ordre —1 dans les équations (3.3.7) et (3.3.8), on
obtient

Q(fgmfﬁo) + Q(fgmfgo) =0, (3-3-18)
Q(ftio:fi10) + QfFi0:f o) = 0. (3.3.19)
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Donc,
Lemme 3.3.1. Les solutions de (3.3.18) et (3.3.19) sont

n (€—u1,m0)*+n* +x°

fﬁ‘o(:lf,v) = m exp (_< 1 H;HO )) , (3320)
nB (f—u ) )2+772+X2

fiiolew) = By exp (_( o )) 7 (3.3.21)

v (A B 3
ot (ngyg, N, Tro €t u1mo) € RY X R,

Preuve du lemme 3.3.1.
Comme dans ([2]), on multiplie (3.3.18) par In (f{},) et (3.3.19) par In (f5,),
on integre en vitesse et on obtient

| @i siomisiie + [ QUikethniiddo =0, (3322
| QU s mishdo + [ QUi (o =0, (3323

En effectuant successivement les changements de variable v +— v’ et v — wv,,
dans le premier terme du membre de gauche de ’équation (3.3.22),

[ Qs i)ao =3 [ [ Bl )

(fﬁo(x,v;)fﬁo(x,v/) - fﬁo(xav*)fgo(xav))

In (fﬁo(xvv)fﬁ0<xvv*) ) dv*dwdv.

fﬁo(x,v’)fﬁo(:c,v;)

Par conséquent,

/Rs Q(firo:fi10) In (fiz0) dv < 0.

v

De méme,

[ @t () av <o,
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On obtient aussi

[ @ttt () do [ QUiutf)n (fik) do

1
- é/R%*XSQ /R% B(|U _U*|7<'U _'U*,CU>)(fgo(w,vi)fgo(;p’vl)

f§0<xvv>
fﬁo(x,v’)

_'_% /Rg*xs /R% qu B U*|’<U - U*7w>)(f]?o(xvvi)fgo(l’,vl)

() fB(e)) In ( ) dosdiods

A
B (0.) fo (o)) In (M) dovdud,

fﬁo(xvv/)

Dans le second terme du membre de droite, on effectue le changement de
variable v — v, et on obtient

/ Q(firo:f110) In (fizo) dv + / Q(ffo:fi10) In (fﬁo)dv
R3 R3
1 s , N
- 92 /R%* 52 /R% B(fﬁo(x,v*)fHO(x,v ) — fﬁo(x,v*)fHo(;p,v))

firo(@.v:) fifo(.0)
In ( fg(x,v;) fg(x,v')) dv,dwdv.  (3.3.24)

Par conséquent,
[ @Uinsttn (o) dv+ [ QS n (i) do <0,

En ajoutant membre & membre les équations (3.3.22) et (3.3.23), on obtient
une somme nulle. Chacun des termes est donc nul. Donc,

/}R3 Q(fﬁmfgo) In (fﬁo) dv =0,

[ @t (£h) o =o.

La relation (3.3.24) entraine

fﬁO(xvvi)fI§0<x7vl) = fﬁ(](x,’l]*)fg(](l’,v), <U7U*7w) € RB X R?) X 82'
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Il s’ensuit que f7, et f5, sont des Maxwellienne ([9]), i.e. qu’il existe
(nfho, N0, Tro, Uy et uby) € R* x R3 x R? tel que

A A |2
A "o [V — Uy )
rw)=—"—-—exp| ———5—7 |, 3.3.25
o) = e (g (3.3.25)
B B |2
B 0 [V — ugy| )
rW)=—"—exp| ————7|. 3.3.26
fHO( ) (WTgo)g P < TI]_;O ( )

De plus, comme ni,n?, # 0,

|U;_u1§0|2 \v’—u§0|2 _ |V, _uﬁo‘Z |v—u§0|2
T Th | Th | Th

VUx
[vs]

Vs
[vx]

{ V=1 — (v — Vyw)w,

vl = v, + (v — v, whw,

En choisissant v =0 et w = puis w = — 2= dans

ot TB A B _,A Tyoy B _ A
on obtient: Th, = T et upg = ug- Do, uy o = ug g 0J

Remarque 6. Dans le cas ot nB, =0, on est ramené a résoudre

Q(ff?o’fﬁo) =0.
Ce qui signifie que fj;, vérifie la formule (3.3.25).

3.3.4 Etude des termes d’ordre 0.

L’identification des termes d’ordre 0 dans I’équation (3.3.8) entraine la re-
lation suivante,

€5 Tho = QB To) + QUiSonfih) + QUL Ffo) + QUifon 1)

En intégrant cette équation sur R?, on obtient
0 B
x,w)dv = 0.
b | EFften

Or, les conditions de bord pour f? étant de type réflexion Maxwellienne
diffuse, le flux total en chaque point du bord est nul. D’ou,

npo(@)upge(z) =0, x€[-11]. (3.3.27)
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Parmi toutes les situations représentées par (3.3.27), on considere les deux

cas suivants:
U o =0 et npy # 0 (3.3.28)

et
g =0 et uf o # 0. (3.3.29)

Ces deux situations sont intéressantes au niveau des équations fluides qu’elles
entrainent. Dans notre travail, on ne s’intéressera qu’au premier cas.

3.3.5 Equations fluides a ordre 0.

L’identification des termes d’ordre 0 dans 1’équation (3.3.10) entraine

f%fHo = Q(fu1.fro) + Q(fro.fr1), (3.3.30)

On integre alors par rapport & v sur R3 selon 1, £ et v?. Les équations
intégrées selon 1 et v? sont triviales et ’équation intégrée selon ¢ entraine,
en tenant compte de ce que

1
& frodv = énHOTHm

R3
que
0
%(WHOTHO) =0, (3.3.31)
ou bien, en utilisant les relations entre les données macroscopiques
g_poO 0 (3.3.32)

Remarque 7. (3.3.32) correspond au systéme de Navier-Stokes incompres-
sible stationnaire pour un champ de vitesse wy o nul.
3.3.6 Décomposition de fy;.

fr1 se décompose en ses parties hydrodynamique et non hydrodynamique
selon la formule:

fr1 = fro (co(z) + c1(@)€ + ca(2)v® + ) (3.3.33)
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avec Yy satisfaisant les conditions d’orthogonalité suivantes:

fHO@/)mdv =0,

R3

/ §fromidv =0,
R

/ 0* frotbido = 0.
R3

v

Déterminons ¢y, ¢; et ¢q. Comme uy g9 = 0,

§fH1dU = MNHOU1,HI,
R}

3
/szmdv = é(nHOTH1+nH1THO)-
R3

En multipliant successivement le second membre de ’équation (3.3.33) par
1, € et v? et en intégrant par rapport a v, on obtient les relations suivantes:

3
ngr = Cohpgo + §C4nHOTH07
1
NaoUl,H1 — §ClnHOTHO>
) 2
naolm +nmToo = conuolro + §C4nHOTH0-

Les coefficients ¢, ¢; et ¢4 vérifient donc les relations suivantes:

ng1 3T

D= e 2Ty
NHo HO
R 2uy 1
1 — 9
Tho
1 T
g = ———.
Tro Tho

D’ou

n 2u v? 3. T
fH1=fHo< i, 1,H1§+( ) H1+wH1).

NHo THO THO a 5 THO
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Il reste maintenant a déterminer la composante orthogonale frot g1 de fr;.
En substituant fg; par 'expression précédente dans (3.3.30),

2
f%fHo = @ (fHO(@ + QULHlf + (U— - §)@ +"7Z)H1)afH0)

N HO Tho Tho 2 Tho

N1 2U1 1 v 3. T
+ Q<fHO’fHO<nHO+ THog (THO Q)THO

+ le)) -
Le noyau de 'application linéaire

L:¢— Q(fro,[ro9) + Q (frod,[Ho)

étant de la forme
ker L = {a + B¢ +*},
I’équation précédente se simplifie en
0
fa—foo = Q(fro,faovm) + Q(fuotm1,fro), (3.3.34)

Or, d’apres l'expression de fgq,

3 1
ggf _ £ a5 (110) Tio — $T0 D0 55 (Tro) o
0" Ty

™

v2 0 n v?
+ T—26_<THO)%) exp(———).
Ho 0% TZ,

D’apres 1'équation (3.3.31),

%(nHO)THO = —%(THO)TLHO-
Donc,
0 ’U2 5 3:0) ’U2
Y _ _ Y v
fafoo f(THO Z)W%TEO B L0 exp( THO)
D’ou,
0 V2 5 1 0
fafHo = <€(T—HO - §)T—HO@_xTHO) fHo-
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De plus,
Q(fro.frovm) + Q(froVm1,fro) =
/ ; B(|’U* — 'U‘,<U>k - U,W>>fH0(.T,U)fHQ(.T,U*)
R3, xS?
(wm(%,vl) + TPHl(SU,Ui) —Ym (377?1) - IDHl(SLHU*)) dwdv,
B N3 v? v_f
= el | B
(Y (z0") + Y (20)) — Y (z0) — Ym(z.)) dodv,. (3.3.35)
On pose alors
: g . v
= Tro v Trro
et 1
E(0) = —5 exp ( - vz)
T2
La relation (3.3.35), devient donc
2
Q(fro,fruom) + Q(frovmr, fro) = %E@)/ E(v.)
HO R3, xS?
(del('ru,U/) + ¢H1<5L’7Ui) - wH1<'T7,U) - 1@{1(%“*))
B (|27* — 0|/ Tho,(0s — 17>W>\/THO)d .
wdvy,
THo
soit
2
Q(fro:frov 1) + Q(fHoVH1,fH0) = ;—ZZE(@)ﬁTHo(SO(@))
ou
Crn(om@) = [ B) (o) + ) = (e
R3, xS
B B (|17* — 0|/ Tgo,(0s — 777W>\/TH0) _
YV (x,v*)) N dwdv,.
Donc (3.3.34) s’écrit
o, 5.1 0
Ly (Vi (0)) = £(0° = 5)—— 7= Tho. (3.3.36)
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Soit £A(]v|) la solution de

~ )

L €)= —€0 = D). [ ramBmar 0. @330

définie par exemple dans ([13],[22]).
Remarque 8. La seconde condition de (3.3.37) s’explique par la recherche
de EA(|9]) dans (ker(Lr,,))*, ie

g EA(Jv])E(v)dv =0, (3.3.38)
/R @A) E(w)do = (3.3.39)
/R Aol B(v)do = 0. (3.3.40)

Or, par raison d’imparité, les équations (3.3.38) et (3.3.40) sont automati-
quement satisfaites et par passage en coordonnées sphériques dans I’équation
(3.3.39), on obtient cette deuxieme condition.

La partie non hydrodynamique fgoty1 de fgo est alors donnée par l'ex-
pression,

b (0) = ——— -

Donc, fgp s’écrit:

2 = ~
fin = <Zi p ey (- S £AQUD%Tm) fin

HO THo Tho 2

3.3.7 Décomposition de fj, et de fZ,.

Par identification des termes d’ordre 0 dans les équations (3.3.7) et (3.3.8),
fio et fB, vérifient respectivement les équations suivantes:

0
£a—xf§o = Q(f10:fm1) + Q(f111,f10) (3.3.42)
et

0
§a—$fﬁo = Q(ffro-fm) + Q(ffi1.fro). (3.3.43)
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D’apres ([2]), application

X (¢a.08) — (Q(ff10.¢fm0) + Q(daff0:S10).Q(fFo.0.fm0) + QB Fo.f0))
(3.3.44)

admet pour noyau
ker A = { (o + 56 +70%0% + BE+10%) | (a*0P,87) € R2 x R?}.

On décompose les fonctions de distribution inconnues f#, et f5, en leurs
parties hydrodynamiques et non hydrodynamiques de la maniere particuliere
suivante:

A 2 ng -
A A [ P U1, H1 v 5. Tm1  EA(|D]) 0
- 4ol ()i Ty + 0
i = i (pﬁo gTHO (THO 2)THO pao Oz T 4
(3.3.45)
et
B 2 ng ~
B B [ Pm Uy, H1 v 5. Tm1  EA(|D]) 0
= +2§—— + - — — —Thno+ 95|,
v = Jiw (pgo gTHO (THO 2)THO pro Oz M B
(3.3.46)

olt (W4;¥p) € (KerA)t.
Comme p, = ni,Tho et & = \/%HO, le premier membre de l’équation
(3.3.42) s’écrit

gA_gAi v ~~2_5nﬁro ~
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En reportant (3.3.41) et (3.3.46) dans (3.3.42), elle s’écrit

Qfito.frm) + Q(fin.fro) = Q(ffio, — EA(|D]) frro) + Q(—éA(‘ﬁDfﬁmeo)
+ Q(ff10Y, fro)-

= THQE(), - EA(B) E(5))

+
O
—

|
Y

o
[

N
N

&
—

N
S—

&
—~~

N
S~—
=

A
NEMN g = -
= Lo, (=EA(|D
O 1 (~EA(RD)

& M O ()W, ().
HO

D’apres (3.3.36)

o , & 0 - 5 Bonpy . nponjgz,. D, 0
(8poOT§O+8xTHO§(U _2)T12{0 E(@) = (v _2)690TH0

d’ou
) ~
NHOMFO ~ ~ _Q A §
THO Q(E(U)¢A7E(U)) - apoOTI_QIO

Soit, C' une solution de ([27], [30])
QE(D)EC(9),E(D)) = —EE(D).

E(%).

Alors,
£C(|a) @

A
A o LYHO-
NP 0%

Ya(v) = —

Finalement,

A 2 & ~
A A (P U1 H1 v 5 Ty SA(|D]) 0
— T LY S et L I
Jin Jio (pﬁo 5THo (THO 2" Tho pao Oz
§C(0) 0 A)

2 a. PHo
nHOpH() 837
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ou

A 2 c ~
fﬁo(nHl +2§U17H1 v 3 THl B SA(|U|)3

A
= + (o — T
Ji ni Tho (THO 2" Tho pro Oz o

— E0() 0 ) (3.3.47)

A 2 PHo
NP 0%

Un raisonnement analogue pour la composante B implique que f&, peut
s’écrire de la maniere suivante

B B pgl U1,H1

Jm = fao| =5 +2£T + (
Pro HO

£C(v) 0 B)

B 2 PHo
NP 0%

-2) - ~—Tho
Tho 2" Tho pro Oz

ou

B 2 & ~

B B [ m U1,H1 v 3.7Tm  EA(|9]) 0
= + 26— — = - —T

Jm fHO(nfm £THo Tho 2" Tho pro Oz T

REC) 6’pB ) (3.3.48)

B o . 1YHO
nroP o 0%

3.3.8 Equations fluides a 'ordre 1.

En considérant les termes d’ordre 1 et en intégrant (3.3.10) selon 1, & et v?
sur R3, on obtient le systeme:

0
97 ( . Sledv) =0,

0
97 (/R% £2fH1dU) =0,
% (/R% £v2fH1dv) =0.

La premiere équation s’écrit

5 ([ @marz) <o
R3

or THO
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Ce qui entraine d’apres la relation (3.3.14),

0

— (ngour,p1) = 0.

ox

La troisieme équation s’écrit

8 92 9 QUI,HI
8_90(/]1%350 Jrodv Tuo )

_8%< — Ty 22 5€v2A(|@|)E(f})dv> =0. (3.3.49)

pro 0T HO 3
HO 2 R3
T2, /R

5
SQUQfHodU = ZpHOTHO-
R3

Donc

50 o (0 1 o - N
o) = 5 (@t [ @Raqans(i).

Par passage en coordonnées sphériques,
~ 4
EVPAD)E(D)dd = / S A(r) exp(—r?)dr.
R4

1
R3 3me

et en posant

16
1572

Yo = / T6A(’r‘) eXp(—TZ)dT,
R4

(3.3.49) s’écrit

9 v 8 (0 :
a_x(pHoul,Hl) = 52% <%(TH0)THO) .

Or, comme pyo = THongo et que u1,g1M o est constante sur [—1,1],

0 o (0 1

Remarque 9. Pour le cas des sphéres dures, on a v, ~ 1.922284066 (/22]).
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Montrons maintenant que

UL HT = Ve — Do 3.3.51
1,H1 B o Dz HO ( )

ol 7, est une constante qui sera définie ultérieurement par la formule (3.3.53).
L’intégration de (3.3.47) sur R selon £ et le fait que uf,, = 0, entrainent

_ ~\ £2 ~\ 7~ \/THO 2 A
Uy g1 = (/R% E(v)¢ C(v)dv) pigonm 55 P Ho- (3.3.52)

Par passage en coordonnées sphériques, 1’équation (3.3.52) devient

4 vV THO a A

3 pHonEO %pHO

Uy,H1 =

/R+ C(r)r*exp(—r?)dr.

Soit, en posant

4

Ve = §/R C(r)rtexp(—r?)dr (3.3.53)

dans la relation précédente, on obtient I'expression (3.3.51). D’o1, le systeme
suivant

0
- =0 3.3.54
apoO ) ( )
0
_655 (nHou1,H1) =0, (3'3'55)
0,0 1 0
%%(%(THO)TEO) = —nHoul,Hla_xTHOa (3.3.56)
T2 0
HO A
= —, — D%, 3.3.57
U1, 11 7, B o apoo ( )
uP =0, (3.3.58)

ou pro = nrolmo, pﬁo = ngoTHO et pf‘m = nEOTHo.
Remarque 10. Lorsque le nombre de Knudsen tend vers 0, le flot uy g tend
également vers 0 (ugo = 0). On s’attend alors au niveau de la mécanique
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des fluides a ce que la température Ty satisfasse la loi de Fourier, i.e a ce
que le second membre de I’équation (3.53.56) soit nul. Ce n’est pas le cas,
puisque le second membre de (3.3.56) est

1
0 T2, 0 0
2 (Tyo) = — 20~ p4 (T 0.
nHoul,Hlax( HO) i pflo apoOax( HO) 7

Ceci signifie que le flot uy g garde une influence sur la température a la
limite. Cela met donc en évidence leffet fantome comme défini dans ([24],

[8])-

3.4 Satisfaction des conditions de bord.

3.4.1 Fermeture du systeme a 1’ordre 0.

On se restreint & des conditions aux limites pour f# données par
FA-10) = M_(v), fA(10) = M. (v),

ol "n—’II = 1+ 7 avec 7 suffisamment petit a déterminer. On impose aussi la
contrainte suivante sur la masse de la composante B,

1
B —
/ ngodr = m.
-1

Pour que fj, vérifie les bonnes conditions de bord, il faut et il suffit de

choisir pour la composante A, ni,(—1) = 1, ni,(1) = T TH,(=1) =1 et
A — I

Tio(1) =

Pour f5,, étant donné que

1 v2
/§<0 T P T

on a pour £ > 0,

2

([ st el = -t

Le méme résultat étant aussi satisfait en 1, f5, vérifie bien des conditions
de bord de type Maxwell diffuse.
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On a donc trouvé que les termes d’ordre 0 obtenus dans le développement
asymptotique de (f4,fP) satisfont les conditions aux limites (3.2.3, 3.2.4,
3.2.5, 3.2.6).

Lemme 3.4.2. [l existe 1y et il existe X\ > 0 tel que pour tout T € R satis-
faisant || < 719, le systéme (3.58.54, 3.3.55, 3.3.56, 3.3.57, 3.8.58) posséde
une solution vérifiant les conditions de bord:

ngo(=1) =1, Tuo(=1)=1, no(1)=1+7, |Tao(l) —1| <A,
(3.4.59)

et la contrainte sur n%,

1
/ nhodr =m, (3.4.60)
-1
ou m est une constante positive fixée.

De plus, on a les estimations suivantes: il existe X > 0, tel que (pour tout x
€ [_171] )

[ Tro(z) = 1 < A1, njgg(x) = 1] < A7, Jupmn ()] < A,
(Tro)'(2)l < A7, [(nig)'(@)] < A7, |(njgo)'(2)] < At (3.4.61)

Remarque 11. Les estimations (3.4.61) seront utilisées lors de la démonstration
du lemme 3.7.1.

Preuve du lemme 3.4.2.

Dans un premier temps, on considere le systeme (3.3.54, 3.3.55, 3.3.56,
3.3.57, 3.3.58) muni des conditions de bord suivantes:

nao(—1) =1, npe(1) =1, Tuo(=1)=1, Tgo(l) =1,

1
B —
/ ngodr = m.
-1

1
A
(Tr0s Ny, w1, 1, Npg) = (17 1707%)

et la condition sur n%,

Pour ce systeme,

est une solution constante.
On recherche une solution du systeme satisfaisant les conditions de bord



86 CHAPITRE 3. EFFET FANTOME POUR UN SYSTEME D’EQUATIONS CINETIQUES.

(3.4.59) ainsi que la contrainte sur la masse (3.4.61), comme perturbation
de cette solution constante.

Déterminons dans un premier temps 1.
D’apres les équations (3.3.55), ngoui g1 est constante sur [—1,1]. Donc, il
existe une constante 6 telle que:

nuou1, 1 = 0. (3.4.62)

L’équation (3.3.56) peut donc s’écrire en effectuant le changement d’incon-
nue 1" =Ty — 1,

2 1" 1 (T,>2
017" = 5 <T (1+1T) +7(1+T)%>'

On note ¢ = T'(—1). On peut voir T comme la solution du probleme de
Cauchy;,

" 20 T (1)?
T = — - :
Y2 (1+T)z 2(1+7)
T(-1) = 0,
T'(-1) = c (3.4.63)

On se restreint a 1’étude des solutions bijectives de ce probleme. Soit

1 1
e=T7"1 Douy(T)= T et (T) =—

Donc

(17)>
1 26

el = 204T) 7T'(1+T)3

1
u(T) = T est solution de I’équation de Riccati suivante:

W(T) = wT) 20 (u(@))?
20+T7) 7% (1+7)2

La fonction z définie par z(T') = est alors solution de:

1
u(T)

— 2(T) 20 1
=501 IR ETE




3.4. SATISFACTION DES CONDITIONS DE BORD. 87

z est alors donné par ’expression:

2T 4 ¢
2(T) = 2—uo.
(1+17)2
Il s’ensuit
1+7T)2
u(T) = 720—’_ )? )
—T+c
2
Cela revient donc a résoudre:

Le théoreme de Cauchy-Lipschitz garantit alors que la solution du probleme
de Cauchy (3.4.63) est globale sur [—1,1].
On cherche maintenant une condition suffisante sur ¢ pour que pour tout =z,

20
T(x) <7.Pour — >0,
V2

/ﬂ»‘ _Ts) ds < 4—9
-1 %T(S) +c 7

Ainsi, pour tout z € [—1,1],

T(r) < 2 (exp(0) 1) < .
Y2 Y2
en choisissant ¢ tel que
e
0<e< +99
exp(%) -1

On cherche maintenant une condition suffisante sur ¢ pour que pour tout
x € [-1,1], T'(x) < 7. En divisant I’équation (3.4.63) par 7" et en intégrant
sur [—1,z], on obtient

) 29/“” ds J 1/”C T’ J
= — 5— = ———ds.
0" w0+ T) 2) 04T
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D’ou,

T'(z) = cexp (i—f /_ 1 % - /_ 1 G%/T)ds) . (3.4.65)

Or, étant donné que 3/_5 > 0, (3.4.64) implique que pour tout = € [—1,1],

T'(xz) > 0. De plus,
/ &5y
L Q+7)

D’ou, en choisissant ¢ tel que

40
0<c<Texp(——),

V2

on obtient

T'(z) < . (3.4.66)

20
Le cas — < 0 se traite de maniere analogue.
V2
Déterminons maintenant ni,. D’apres I'équation (3.3.54), il existe une constante
a telle que
(n4o 4+ n80)Tro = . (3.4.67)

D’ou, comme pour tout x € [—1,1], To(x) # 0,

nB, = <Ti - né,o) . (3.4.68)
HO
L’équation (3.3.57) implique

0 _ § (pIIL}IO)I

S e L : (1 3.4.69
2 \/THQTLgO ( )
D’o, en utilisant (3.4.67),

(Tio — 5-0v/Tho) N 20
Tro 59e(Tt0) 2

(nfio)' + niio
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En appliquant la méthode de variation des constantes, on résout 1’équation

précédente avec la condition de bord n4,(—1) = 1 et on obtient
20a [T 1 * Tiro — 2Trob

A () =1— a/ 3eXp<_/<HO 5H0)d8))dy.

b 1 (Tho)> y Tho

0
La condition ny,(1) = 1 + 7 fournit alors la relation suivante entre « et 6:

-
w)(s)ds)dy'

1 B 1
(Tro)? exp( fy( Tro
Il reste a déterminer une autre relation entre a et 6. D’apres (3.4.60) et

a:—% 1
?fq

(3.4.68),
1 d 1
_x_/ nioda.
-1

m-+7T=«
1 To

m—+T7+ 2
* LO*%THOGdS)dyd:c.

. exp ( f Yy THo

o =
1 4 20 1 o
-1 T—;o + 3 f71 f—l (THO)%
Cette seconde relation permet d’éliminer . Ce qui entraine I’équation sui-
vante sur 6:
1
dx
Fo) = — / dr (3.4.70)
—1 Tmo

avec
| Y Tho — 2Thot
— _exp (_/ (HO—SHO)(S)dS) dy,
v Tro
[ e (= [ R s Y ay
y HO

) 26 20 / 1 I(z,0)dx.

= J(0
50 +5 |

L’application qui a # associe F'(f) étant strictement monotone, il existe 0y

tel que l'expression (3.4.70) soit vérifiée.

On cherche maintenant une estimation de 6 en supposant que # > 0. Le
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cas 6 < 0 se traite de maniere analogue.
La relation (3.4.64) évaluée pour x = 1 entraine

D’apres l'estimation obtenue sur 7", on a

) =2 <M) <7

Yo 2+T1

Ce qui implique

0< — <27 (3.4.71)
Y2

(3.4.71) appliquée & I'équation (3.4.69) entraine qu’il existe d; € R tel que

|(pizo)'| < di. (3.4.72)

A

D’autr? part, étant donné que niy, = ;—;’2, d’apres (3.4.72) et (3.4.66), il
existe k; € Ry tel que
|(n30)'| < k. (3.4.73)

Donc, en dérivant (3.4.68) et en utilisant les inégalités (3.4.66, 3.4.74), on
obtient qu’il existe ko € R tel que

()| < kar. (3.4.74)

Par ailleurs, les équation (3.3.57) et (3.4.72) impliquent qu’il existe
c1 € R, tels que

|ur | < et

3.4.2 Couche de Knudsen a l’ordre 1.

Pour toute la suite de cette étude, on note

1+2x 1—=x
T = : = ]
€ €
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[, et fB, définis en (3.3.45) et (3.3.46) ne pouvant pas vérifier les conditions
aux limites f#,(—1,0) = fH,(1w) = 0 et fB,(=1,0) = fB,(1,v) = 0, on
rajoute des termes de Knudsen pour chacun des deux bords. On requiert de
plus pour ces termes qu’ils aient une limite nulle pour 2’ et x” tendant vers
I'infini.

On écrit alors fi, f{* et fZ sous la forme

filzw) = fm(z, )+fK1(x U)+f1<1( 0), (3.4.75)
fMzw) = finlzw) + fi7 (@) + fr1 (2 v), (3.4.76)
o) = fi(ew) + fi7 (@) + f2 (2" 0). (3.4.77)

Remarque 12. Les conditions de bord pour fij, et f5, sont liées auz termes
de Knudsen.

, r_ 1 A .
Dorénavant, on note M = n_;}meO’ ie

~ 1 v?
= ()
(7T o) 2 T'ho

et
MA =ndoM, MPB =nb M.
Comme dans ([2]), on introduit I'espace H muni du produit scalaire

(1) = ((FAFP) 5 (9%.6))
= i f (v)g™(v) M (v)dv + niy 5 P (v)g? (v) M (v)dv.

On note par || |3 la norme associée.

Proposition 1. [l existe des conditions de bord en —1 pour les termes de
Hilbert du premier ordre fii, et f5, définis respectivement par (3.5.47) et
(3.3.48) et des termes de Knudsen fi; (') et fE7(a',v), tels que

0
§

o ,le (SL’ U) Q(MA<_17U>7fI;1<x17U>> + Q(f[‘?l_(x',v),M(—l,v)),
0

fa ,le (SL’ U) = Q(MB<—1,U),fI}1<SL’I,U)) +Q(f}§;<xlvv)7M(_17U>>v
(3.4.78)
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ot M = MA+ MP et fro, = fi; + 57
De plus, on a la propriété asymptotique suivante: ff(‘; et f}?f peuvent s’écrire
sous la forme:

f}?;(l’l,v) = MA<—1,U)Z)1147<SL’I,U),
f[?l_(xlav) = MB(_lav)bjlg_(x/av)a

ot pour ' tendant vers oo, bf* et bP~ convergent exponentiellement vers
0 de la fagon suivante:

11+ o)) 2~ (2 ) e < exp(—0a'),
(1 + o) 26 (2 ) 12 < exp(—oa’), (3.4.79)

pp & >0 avec o < 2vy, ot vy est défini en (3.6.536).

De méme, il existe des conditions de bord en 1 pour les termes de Hilbert fi,
et B, ainsi que des termes de Knudsen f?f et f21 tels qu’une proposition
analogue de la proposition 1 soit satisfaite en 1.

Preuve de la Proposition 1

Nous allons appliquer une méthode analogue a celle développée dans le cas
d'une composante de gaz dans ([6], [5]). D’apres ([2]), il existe (b{'~,b7")
et (df’, d? ’) solutions uniques de

9 A— _ 1 A —
5@51 (') = m(Q(M (—=Lv),M(—1v)b; (z',v))
+ Q(MA<—1,’U)()‘147(.I‘/,’U)),M(—LU))7
8 B—y( 1 _ 1 B — (]
5%51 ('v) = m(Q(M (—=1Lv),M(=1v)b; (z',v))

+ Q<MB<_1vv)b1187 (x’,v)),M(—l,v)),

bf7<071}) = _\I’ﬁu(—l,’l}), é > 07
blB(Oav) = _\Pgl(_lav)v 5 > 07

SMA(—I,v)bf_(x',v)dv =0,

RS

EMB(—1,0)bP~ (' w)dv = 0

R3
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et
fidA_(x' v) = ¥(Q(MA(—1 v),M(—10)d] (' v))
or' t ’ MA(—1) o
+ Q(MA(—1,v)df*(:€',v),M(—1,v))),
gt (@) = e (QUI (1) M (L) (o)

+ Q(MB(_lvv)dlB_ (ZL‘/,’U),M(—I,U))),

A= (0w) =0, £€>0,
dy=(0,0) =0, £>0,

éMA<_17,U)dA147<xI7U)dU = 17

R3

[ Lo @y =1
RS

avec b = b~ + b8~ et dy = df~ +dP~.

De plus,
x’ 1_1)1_1’:100 bA (xIﬂ}) = bfoo ,0 + bl ,00 4’U
x/li»r}rloo bB (xIﬂ}) = blBoo ,0 + bl ,00 4’U

lim di' (z'w) = df&o* f+d1oo4v

' ——+o0

1
lim dP~(a'v) = dB’0+2£+dloo4v
/' ——+o0

S pA- pB— - A B— - -
ol by 0y 010,00 D1.00.45 10000 @1 000 € di o 4 désignent des constantes.
On choisit alors les conditions de bord en —1 pour p4, et Ty de la maniere
sulvante:

Tai(—1) = 2uim(=1)di 4+ b1 4

3 _
np(-1) = §TH1(—1)+2U1,H1( 1)di's o+ biso-
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Ainsi, (fii1,fE7) définis par:

o= (2ur,m (= D)(di (' w) — df:oo £ — dlooOU)
+ (b - bfgo 0 D1 00a? )).fHO>
w1 = Qum (DA —dil o — & = diav?)
+ (0 - blBgo 0 l,oo,4v2>)f507
satisfont les équations (3.4.78) et les estimations (3.4.79) ([2]). O

Afin de satisfaire les Condltlons de bord en 1, on raisonne de maniere ana-
logue. On choisit fi, f25, pd (1) et Ty1(1) de la maniere suivante:

I?T(xav) = (2U1 m(1 )(dA+( —v) — dl 00,0 —&— dl ,00,0V )
+ (b - bf‘; o bioo 409 fito),
I]?IL (zw) = (2“1 m( ( —v) — d?;ro 0 —§— dl 00,0V )
+ (b7 - blB:o 0 bi’—oo 4“2))fﬂo)
T 1 o TII + TII +
m(l) = T 2uy, 1 (1)dy oo 4 + T b voa | 5 (3.4.80)
A nrr 3 A+ TH A+
ng (1) = n—I §TH1(1) + 2U1,H1(1)d1,oo,0 + TI by ,00,0

(3.4.81)

Remarque 13. On a:

[ estrono= [ et =
R3 R3

ce qui permettra d’obtenir pour la composante B des conditions de bord de
type Maxwell diffuse.

On pose

2 _ _ 2
= le( 71}) f‘: I?T(g,’l}), er = f[lgl (gav)a

B+<2

W =G0 e = Al e =it P (34.82)
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3.5 Etude des termes d’ordre 2.

3.5.1 Décomposition de fys.

frH2 se décompose en ses parties hydrodynamique et non hydrodynamique
selon la formule

fr2 = frolco + 1€ + cav® + ), (3.5.83)

avec g9 satisfaisant les mémes relations d’orthogonalité que ¥y, données
dans le paragraphe 3.3.6. Une expression explicite de 1yo est donnée dans
([22]). Elle est établie en utilisant que

f%fm = Q(fu2,fr0) + Q(fro,fu2)- (3.5.84)
Un raisonnement analogue a celui effectué pour fg; implique que
6 = P2 O Tity | i Tm B u%,Hlj
pH£1 H22 7;?;)11 Ulnlio Lo Lo
g = 2( T;JO + - T;qo , (3.5.85)
o = 1 Thgo  nimTm 2“%,1{1). (3.5.86)

Two ‘Tao = nuoTwo 3 Tao

3.5.2 Décomposition de fj}, et de f5,.

En identifiant les termes d’ordre 1 dans les équations (3.3.7) et (3.3.8), fi
et f5 sont respectivement solutions des équations suivantes:

0
S%J‘ﬁ = Q(ff10.S12) + Q(f111.fm1) + Q(fig2:f10) (3.5.87)

et

5%]‘51 = Q(ffio-fu2) + QUf i, fr1) + Q(f fiz: fro)- (3.5.88)

De méme que pour fro, fit, et f5, se décomposent en leurs parties hydro-
dynamiques et non hydrodynamiques selon la formule

fiiy = (66 + a1€ + cav® + Yua + 1) filos (3.5.89)
[y = (c§ + &+ cav® + s + 970) fio: (3.5.90)
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avec
A A A 2
A= PHz _ E(Tm Ny Ty, YiE
0 — A )
pHO 2 Tho Mo THo THo

B B B 7B 2
B_ P 5 THy 1y THl) ~ Wm

0= F — 5 B )
Pro 2 Tuo g Tho Tro

et ¢; et ¢4y donnés par les relations (3.5.85) et (3.5.86). L’équation (3.5.87)
devient alors

A

f fH1 = ZHO (Q(fr2,fm0) + Q(fro,fH2))
=+ Q(leale)+Q(fH0‘PH27fHO)-

On est alors ramené & résoudre

3 0
QB EG) = b (651 - QUhofm) )
3
- THO (E S — Q(leale))-
"o

L’existence d’une telle fonction (%, est donnée par le lemme suivant
Lemme 3.5.3. Soit,

T: E(0)p,E(0)).
6= F QEE).E()
Alors, ker T' est formé des fonctions constantes.

Preuve du lemme 3.5.91.
Soit ¢ € ker T. En utilisant le changement de variables v +— ', on obtient

L[, BB@)be) = o).
1 !

=5 | [ BB ew) - o) dudv.ds
1 / /

= / 3 / BB (6(0) — 6(0)dvdv.ds

2

; /R3 /]RSXgZ E()E(v.)(6(v) — ¢(Ul))2dvdv*dw =0
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Donc,
(V(v,o.w) € R* xR* x §?), ¢(v') = ¢(v),
avec
V=0 — (v —v,w)w.

On choisit v, =0 et w = ﬁ Ce qui entraine

(Vv € R?), ¢(v) = ¢(0).
Or, en intégrant les équations (3.5.84) et (3.5.87) par rapport a v,

9,
/Rs(gﬁ_xfél — Q(fi11,fm))dv =0
et

/Rs(gé%fm — Q(fm1,fm))dv = 0.

D’ot1, un tel @4, existe d’aprés 'alternative de Fredholm.

Détermination de ¢4,.

97

On va écrire p4, comme la somme de deux termes s et 43, solutions

respectives des deux équations suivantes

~ ~\ A o T[?; le fA
Q(E(2),E(0)¢ip) = n—HEQ(th — n—g)’
gy a2y Two (§ 0 4 &0
QEONED) = 22 (gl ot ).

Or, d’apres les expressions (3.3.41, 3.3.47),

A A A HO 3
ngo  Mipyo PHO  Pro  MHOPHy 0T Tz,

S Jih _ (pm i, EC(RD 0, ) E()

(3.5.91)

(3.5.92)
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L’équation (3.5.91) devient donc

A
PHo  Ppo HO

QUE@)¢isE®) = (pi—pi) (27“;’H1@<5E<@>,E<6>>

+ 7{)@ (|o]?E(2),E(v))

Tho
+ 2 (1PE®EC(aDE®))
1,0 . SN -
+ (ST ($AUTDEG) () ED)) )
Soit C1, Cy, C3, Cy, Cs, Cg solutions des équations suivantes
QE().E@C\(3) = @Q(EE®).E®)) E@),
Q(E(0),E(0)Co(0)) = Q([0E(2),E(v)) E(v),
Q(E(0),E(0)C3(0)) = Q(EA(|9])E(v),E(D)) E(D),
Q(E(0),E(v)Cy(v)) = Q(&E(@)EC(VI)E(@) E(v),
Q (E(0),E(0)C5(v)) = Q(IQIQE(@%EC(I@I)E(@) E(v),
Q(E@).E®C(®) = Q (Ao E®)EC(o)E®) E@),

leur existence étant garantie par le lemme 3.5.91 et l'alternative de Fred-

holm.

Ak sécrit alors

A
Al D1 P Ui 1 o Tm . ATuos O .
= | — =% | (2—=C —C — T ) C
P2 <pHO pém) ( TH(] 1(1)) + THO 2(1)) + Pio ( v HO) 3(’0))

9 A

9zPHO0 (PH1 - - T - V1o, 0 -
+ =0 (PR (10| E(D) + == Cy (D) + —~ Ty0)Cs (¥

NP (pHO£ (IPhE®) Tro «(%) PHO <8 0)Cs )>
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On résout maintenant (3.5.92). D’apres les expressions de fi; et de fi,,

Thy (& g0
- <nHO§ fin — Hofafm)
Tf?iro J P Tgro 0 U1,H1 §C(|?7|) A
= (émxp fHo>) p— (éax(% T Jin = . Ho)>
TI?;VO & 0 o 9T .4 E 0 o 9. Tm
+ (£  — DR (i —§>T—HofHo))

T ( & 0, EAG) T
+ <nH083:( PHo  Ox fHO) nHoﬁa:( PHo  Ox firo)

e ()

NHo

Par ailleurs, le second membre de 'égalité précédente peut étre simplifié.
Les trois derniers termes se traitent par un simple calcul de la facon suivante

Tin (0 (éAﬂ@\)aTHo f> T 0 <5A<| 3)) 0T fA>
ox HO or HO

nHOnHo PHO oz nHO PHO oz
1 19) 19) ~
= (T (—pi) [EPA(8) E (D
o (g o) (i) [EPADE (D),
Tf_’l0 0 9 O Ty 9 O Ty
e (P = )7 ) an 7 (1o - 2>Tmeo)
T -
—ﬁm ik [€12(10 |2——> (o),
HO
TI:-SIO U1,H1 . Tgo 0 S~z O E(f’)
og L (26 f) =~ 2 P - 32
- —2<3TH0>&<\§| o~ 2)EG).
Ox ngov 1.

Le premier terme se calcule de la maniere suivante:

9 (pm _ EA gE(@) A ﬁ ~~2_§
2 (B sty = (ot B+ e T - 2
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On simplifie maintenant le second terme. En tenant compte de 1’équation
(3.3.57),

TI?;TO a U1 JH1 é (|’l?‘)
nHOnHog&c( § fHo — ﬁ fHO)
2 g 2B 8
— ( 8$‘<|€| 3( ))(ngoul,Hl) -+ <M)8_(TLHOU,1 Hl)
Ty T
- £(|§‘20<‘6|)E(@)) THO@%]??[o
83: T[—%o PHO

_ €PC(e)E®) 0 <\/T—H0 0

} 3.5.9
T% 0r " pHo 8:5 o)) ( 3)
HO

On va alors calculer le second membre de I’égalité (3.5.93) en regroupant
les termes 2 par 2, a savoir le premier avec le troisieme et le second avec le
quatrieme. Or, d’apres les équations (3.3.55) et (3.3.57), on a la relation

o, 0 VT o
ax<nH0u1H1) 8.’,17( Do 837 )

Ce qui entraine que

2P E®), 9, 4

3 )_(nHouLHl)_
Ty "

EPC(e)E®) o (\/T—HO 0

Th%ro or " pmo oz H

( #o))

B(7)

2
THO

0 Tpo O x - -
= 5o 05 piho) (21E7e — P C(aD)

De plus, le premier terme et le troisieme terme peuvent étre réécrits

0 20PE®), (0 so (12 D) E(D)
%<T7§m)— (a—xTHo> €] (\U\ _§>T—%

HO
et

O ([ zom - E@\ (0 VB s e
a:('f' C('”')TE,O) = (5m) (- - DlePcianE
1
>
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Soient D¢, Do, D3, D, et Dy solutions des équations

QUE®).EG)D.(®) = [EPA()E®),
QUE)E@)D(#) = 8207~ 3)E(),
QUE®),EG)Ds(®) = (I~ EPCI)EW)
QE@EOD@) = (60 - 3) + (3 — Dyl
1 E(v
- 1 vs() 2L Tso
QUE®).E@)Ds() = &~ D))

leur existence étant assurée par le lemme 3.5.91 et I’alternative de Fredholm.
a2 s’écrit alors

1 0 0
A2 _ —T s A D ~
PHo nHonﬁo (8:1: HO) <8po0) 1(9)

Tyr O 0 Ui 1 ) .
+ + 2(=—"To)————== | Ds(v
(pHOnHo 8$pHO (8 HO)”HO\/,-ZTO 2( )

0 VT 0 4 D3(~)

+ (—T ) ( ——Puo)——— + | 52 ¢C([of)
ox "N ppe 9 HO Tz, ox HY T3
E®
+ o (T ) Ds0) (3.5.94)
HO

3.5.3 Equations fluides a 'ordre 2.

Comme pour l'ordre 1, on intégre 1'équation (3.3.10), selon 1, &, v* et on
considere les termes d’ordre 2.
La premiere équation s’écrit

(nHOUHZ + nHlul,Hl) = 0.

dx
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La troisieme équation entraine d’apres ([22]),

0
npot,m =1L m + (nrour,me + nmiurm) = Tro
ox ox

0 5 0 190
= ~PHog -t m + 125, (Téoa_xTHl) .

D’autre part, en multipliant I’équation (3.5.89) par &, en intégrant par rap-
port a v et en utilisant le fait que

/ ngQd,U = 07
R3
on obtient

n

A A A A H1 A A

NpoUy go + ”H1U1 H1 = MpoUi,H2 + nHO—nH U1, + , E S0P H2dv.
0 R

Or, étant donné que u?m =0 et que usz =0,o0on a

A A A
NpoWy e + npnug g1 = NEoU1 H2 + 11 H1-

En posant

/ € filoihady = / Eflyihdv + / € filoidy

on obtient la relation

. <PA ng1
U1,H2 = —g~ — —ULH1-
nHO NHo

Déterminons ¢“. En posant

5= [ i 5= [ tan, fi= [ cCoyin
04 = /§C4 dv, 05 = /§C5

on obtient
A
FA oA g A [(PH1  Pm ( Tm 0 03 )
=n —_— - == 201 + ——07 + T
/ f OQOHQ HO (pHO pgo) 1%1,H1 \/T—HO 2 (655 HO)nHO
9. A
2= 0 1)
n apoO< PH1 54+( THo) 5 )
Pro “\Npov THO vTHo N Ho
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et en posant

d1 = / §D1(v)dv, d2 = §D2<U>d1}
R3 R3

d4 = §D4(U)d1),

RS

on obtient
V1o, O 0
[ sttt = TR D)ot

(va Tho, 0 4
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d3 = £D3(’U)d’U
R3

d5 = €D5(’U)d’l}
R3

)

Nool 0
%mwwﬂﬂ<m@@

nHo NHO 0
0 V1o O
+ NV THO(8 THO)&C( py 1 axpﬁro)ds
0 n4 0
+ (%THO) — 0 (%pﬁro)dzl
pHOT[—Q]()
A a A A 8
+ DO (T )y o PHUTHO (2 ) d
T§ 890 T2 890
HO HO

On rappelle que v, a été défini en (3.3.53). Par un raisonnement analogue,

on obtient

nHO HO
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avec

B
B _ B Pa1 Pm (25 T _tHL ET 03 >
) N0 <— —5 ) 1Uu1, 1 + T 2 1 <8:1: HO)—nHO

PHO Pro
d . B
3:PHo PH1 THl 0 Js
+ 2 1+ (- Tyo) - )
PHO \NpoV THo vTHo ! ( HO)”HO
V1o O 0
d
+ P (8:1: )(0 pHO)l
X (THl\/THO< 0 B ) nﬁoul,mg >d
Nro 6 Pro ngo Ox 2
0 VITxo O
BT T, B )ds
+ Ny HO(@ Ho)ax( oo O —~—PHo)
0 0 nB 0 BnB 0
+ (5=Tno) nio (5=Pho)da + HO(— Z1)%+pH17§IN(_THO)d5
890 8 T2 al‘ T2 al‘
HO HO
(3.5.95)
On a alors le systeme fluide suivant:
0
— =0 3.5.96
0
S \NH1U1,H1 ™ NHOUL,H2) = U, -0.
8:5( + )=0 (3.5.97)
0
npot,m =1L + (nrour,me + nmiurm) =T o
ox ox
0 5 0 10
= “PHoZ Ut e (Tﬁoa—me), (3.5.98)
A
n
Uy,g2 = SOT — ﬂul,gl, (3599)
Ngo  THO
©P = 4, (3.5.100)

Uy =0, (3.5.101)
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avec
A
A A (PH1  Pm ( T d 03 )
= n —_— = == 201u + 09 + T
o <pHo pg0> BV it T

9 . A
52 PHO P 0 Js5
+ & e+ 7.
PHO <TLH0 V THo \/ THo ! ( )2 N o )

o <8LU )(%pHO) dl a Pro02

" QM(_THO)dQ—anO\/THO(a THo)ax( o Hoa Piro)ds

300 or

NHo

0 0 nd. 0 nd. 0
+ (5=Thro) ngo <_pgo)d4 + go (_pgl) Ye + leg = (5=THo) ds.

et P défini par (3.5.95) out les inconnues sont pyy, Ui yo, U4y, Th1, .

3.5.4 Résolution du systeme fluide d’ordre 2.

De la méme maniere que pour la résolution du systeme (3.3.54, 3.3.55, 3.3.56,
3.3.57, 3.3.58), on a le lemme suivant pour le systeme (3.5.96, 3.5.97, 3.5.98,
3.5.99, 3.5.100).
Lemme 3.5.4. Il existe 9 € R tel que pour tout 7 € R* satisfaisant
T < T9, le systéme (3.5.96, 3.5.97, 3.5.98, 3.5.99, 3.5.100) posséde une
solution vérifiant les conditions de bord:
T (—1) = 2uy g1 (—1)dy oo 4 + b1,00,4,
T T
Thi(1) = i 2uy 1 (L)df o 4 + Hb1oo4 ;
Ty R Ty

3 _
np(—1) = §TH1(—1) + 2uy 11 (—1)d] o 0 + b1,00,45

n 3 T
np (1) = <l) (aTm(l) + 2u1,H1(1)dioo,4 + T—Illbl,ooA)

nr
1
B —
/ ngdr =T.
-1

De plus, on a lestimation suivante: pour tout x € [—1,1],

T (z)| < 7. (3.5.102)

et la contrainte sur n,
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La preuve du lemme 3.5.4 n’est pas donnée en détail, car elle est tout a fait
analogue a celle du lemme 3.4.2. La derniere estimation (3.5.102) s’obtient
en calculant Ty, de fagon explicite.

Remarque 14. L’estimation (3.5.102) sera utilisée lors de la preuve du
lemme 3.7.1.

3.5.5 Couche de Knudsen a ’ordre 2.
On rappelle que

1+2x 1—=x
T = : = ]
€ €

fils et fHy définis en (3.5.89) et (3.5.90) ne pouvant pas vérifier les conditions
aux limites fi,(—1,0) = fi,(1w) = 0 et fB,(—=1,0) = fB,(1v) = 0, on
rajoute des termes de Knudsen pour chacun des deux bords. On requiert de
plus pour ces termes qu’ils aient une limite nulle pour 2’ et x” tendant vers
I'infini.

De méme que pour l'ordre 1, on écrit fo, f5' et f£ sous la forme

Pl ) = fro(m0) + Fra( )+ fi(* ), (35.103)
F ) = fibalew) + 5 )+ S0, @500
FPG0) = Fiale) + F ) 4 B ) (35.109)

Proposition 2. Il existe des conditions de bord en —1 pour les termes de
Hilbert du second ordre fi, et fB, définis respectivement par (3.3.47) et
(3.3.48) et des termes de Knudsen fiy (2' ) et fB5 (x'w), tels que

0
§%f£§(x’,v) = Q MA(—I,U),fI;Q(ZL‘/,’U)) + Q(f}?g(:p’,v),M(—l,v))
+ QUfiy (¢ 0),f i (@) + Q(figy ('), A M)
+ QA™MA, fi, (' v)),

MP _lav)afI;Q(x,v'U)) + Q(fﬁ;(x',v),M(—l,v))

'), fr (@' 0) + Qfgr (2 v),A™ M)
A™MPE fr (2 0)), (3.5.106)

(

(

(
8 B—/, 1 o

iz (@) = Q

(

(
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. p— A— B—
0l fro = fio + [r2 €t

— M(— A arAl_
A_M:M ]\i( 1’U),A_MA:M ]\i( 1,1})’
MP — MB(-1
A~ME = - (=LY (3.5.107)

De plus, on a la propriété asymptotique suivante: f;?; et ffg peuvent s’écrire
sous la forme:
iz (a'0) = MA(=10)by ™ (2" v),
frez (@' 0) = MP(=1,0)b5 " (2 v),

ot pour x' tendant vers +oo, b‘24_ et B~ convergent exponentiellement vers
0 de la facon suivante:

11+ [0))205~ (2" )|l < exp(—oa’), (3.5.108)
(L + [o]) 268~ (2" )l < exp(—oa’)

pp &' >0 avec 0 < 271, ot vy est définie en (3.6.56).

M—M(—1 . ,
Remarque 15. AM = # vue comme une fonction de x' est bornée
sur les intervalles compacts uniformément en €. D’aprés le théoréme des
accroissements finis, il existe x* tel que

) B 13 ,
Soit
|ATM| < 7]z |M(—1,v). (3.5.109)

Le méme résultat est valable pour A~M4, A-M?5.

Preuve de la proposition 2.
On va appliquer une méthode analogue a celle développée dans le cas d'une
seule composante de gaz dans ([6], [5]). D’apres ([2]), il existe (b3 ~,b5 ) et
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(d‘;_,df _) solutions uniques de

0

1
g A=

MA(=1,0)
+ QM (=1,0),M(=10)b,
+ (fK1 ('), frea( (z',v))
+ QA M4 lexv)

J 5 ., 1
f%bg (@'v) = m(Q(MB(—
+ Q(MPB(=1v),M(—1,0)b,
+ Q(le ('v), fra( (2'v))
+ QAME fr (2w )
béL‘i(OvU) = _\I,g2<_17v)7 é > 07
bf_(o,v) = —\I/gz(—l,'l}), §>0,
EMA(—1,0)b5~ (2 w)dv = 0,
RS
EMB(—1,0)b5~ (' w)dv = 0
R3
et
d ., , _ 1
f@déél (') = m(Q(M( 1

+ Q(M(-1v),MA(~1w
o » ., 1
f@df (.T,U) - MB<—1,U)
+ QM (=1v)dy™(

d3=(0,0) =0, &>0,
d?=(0,0) =0, £€>0,

SYSTEME D’EQUATIONS CINETIQUES.

(@(MA( Lo (' 0). M(~1))

> (7'0))
+Q(fK1 (z',v),A™M)

7v)b12137 (.T 7v)7M(_17U))

y (')
)+ Q(fy (2 0).A7M)

0)dy (2 0), M (=1,v))

a3~ ().

(Q(MA(—LU),M<—1,U)CZ5 (xIﬂ}))

x',v),M(—l,v))),
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éMA<_17,U)dA2Ai<xI7U)dU = 17

R3

SMB(_lvv)d2B_ (:p’,v)dv =1,

RS

avec by = by~ + b0~ et dy =d5 " +db.

De plus,

lim b3 (2'w) = b;‘oo 0t 0200 4v
z/—-+o00

lim by~ (a'0) = b2Boo 0T 0y 4”
x/—4-o00

lim dji(2'w) = d;‘go o+ &+ dy 07
' =400

lim df~(2'w) = dB_ ot &+ d2c>o4v

< pA- B— - A B— — fo
o by o 0y 05 .05 02,0045 0000 Aa000 € dy o 4 désignent des constantes.
On choisit alors les conditions de bord en —1 pour p4 et Tyo de la maniere
sulvante:

Trz(—1) = 2(uymp2(—1) + (ngiur,a1)(—1))dy o0 4 + b5 004
2
— (T (—1) - guim(—l)a

5}
Pia(—1) = §TH2(—1) + 2(uy,ga(—1) + (ur,min) (—1))ds o o + b0
- (”}31T1}41)(_1) - uiH1<_1>'

Ainsi, (fi5,f25) définis par:

k2 = (2(U1 12(=1) + (naun ) (= 1))(dy ™ = dys o = € = dy o0 40)
+ (b b?; 0 bioo,4v2))fﬁoa
iy = urma(—1) 4+ (ngruym)(=1))(dy~ = dF o — € — dy o 40°)
+ (b - bf,;,,o - im,4v2))f507
satisfont les équations (3.5.106) et la propriété (3.5.108). O

Afin de satisfaire les conditions de bord en 1, on raisonne de maniére ana-
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logue en choisissant py,(1) et Tyo(1) de la maniere suivante:

Tial1) = Tin(1) (2(ua(D) + (200 ) (D) e

n
+Tr0(1)bg o0 4 — —HlTHl(l)),
N HO
5 TA nd T4 u?
A A H2 H1 +H1 1,H1
pa (1) =p 1<——1+—— 1)) + =—==(1
72(1) = ppo(1) 2(THO nHOTHO)( ) Tors (1)

U1,H2 N1 Uil At A )
—2 1)+ D)yt o+ 05t o),
(F2(1) + L ) o+ 0L

N A+ B+ / . BN N A— B— N
ou fr5 et frs sont définis de maniere analogue a fz, et fi,. De méme

que précédemment, on pose

_ 2 2 _ _ 2
725 = Ié;(ng)vaé:: é;(g7v)77£e :fll?z (gvv)v

2 _ _ _
Vol = R (S0) Yae = e e Ve =l Tt (35.110)

et
A+ — M — M(1,v) A+ A — MA—MA(LU)
€ ’ € ’
AP — MB —MB)(LU).
€

3.6 Etude du terme reste.

3.6.1 Le terme reste.

Dans ([10]) (resp [14], [15]), les auteurs résolvent I’équation de Boltzmann
d’évolution en décomposant la fonction de distribution selon un développement
asymptotique et d’un reste, et controlent le terme reste. Dans notre cas, on
adapte la preuve exposée dans ([14], [15]) a la situation d'un gaz a deux
composantes. Le terme reste 2 f# (resp. €3 f5) pour f4 (resp. f?) est défini
comme la différence de 4 (resp. f7) et de son développement asymptotique,
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de la fagon suivante:

fA(a)

P ()

= Mt e(fh o)+ AT O+ A —0)

b2 (fhlan) + I )+ )

+ Efi(xv), (3.6.1)
= 2k (o) + B0+ BT 0)

b () + i )+ B )

+ 2 fF(xw). (3.6.2)

En injectant les expressions précédentes dans 1'équation (3.2.1) et en te-
nant compte de (3.5.87, 3.5.88, 3.4.78, 3.3.42, 3.3.43, 3.5.106), on obtient les
équations a satisfaire par f7 (resp. f5).

0
Zrit = 2(QOI )+ QUAID) + QU + < fi )

+ QUfp.fi+efo) +E2Q(fr . fr) +°A,

e 8 = 2(QUMP ) + QUEM)) + QU 72 1)

3
et
avec
et
A =
+
+
+

+ QUR.Ji+ef)+Q(fF.fr) +€°B,
fr= fz? + 1R,

0
—xfﬁ‘z + QU f2) + QU ) +2Q(f5 f)

- ¢
1132 (xlvv)vAJrM) + Q(AJFMAqu;Q(xIvU))
is (a"0),A7M) + QA MA, fi,(a" )

QU (") Sl o) + QU () s o) ).
(3.6.3)

/‘\

Ol Q&L ™I

T/ T T/
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0
B = L -t QUL+ QUES) + QUL S
b2 (QUES WA M) + QUATMP,fy (e )

b QUEW )&M) + QAP ")

b L (QUE W) i) + QUES W) i) )

(3.6.4)

On rappelle que les quantités fi, f{, f, fo, f5', f£ sont définies respecti-
vement par les équations (3.6.35, 3.4.76, 3.4.77, 3.5.103, 3.5.104, 3.5.105).
Par ailleurs, f# et fF vérifient des conditions de bord suivantes:

Av_ Av_
71,5 + 5’7/2,5

fé(_lav) = o2 , §£>0,
At At
k) +€ k)
fﬁ(lvv) - _7178 e2 T ) £< 0,
Vo +evss
_ 1, 2,
fl?(_lﬂ}) :OZRBM*<U)_%7 £>O7
B+ B+
k) _'_8 ’
FROw) = afu My () - 222 ¢ <o,

ou vy et a;B sont donnés dans ce qui suit par les formules (3.6.11) et
(3.6.13). On rappelle que les termes e fyffe, fyﬁg, fyfj, fyfg, fyfj, Voo

7;’5, yég, vﬁj, 75,;, vfj sont définis par (3.4.82, 3.5.110).

Afin de simplifier I'étude de fF, on change d’inconnue en utilisant la décomposition

en somme directe: L? = RMP @& (RMB)L. Pour toute fF € L? il existe
A € R tel que

fE=AM" + R,
La condition
1
/ fRdvdz =0
71 RS
détermine
1

A= —— [ RBdxdv. (3.6.5)
m
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Pour toute fonction R(x,v), on définit I(R) par

1
I(R) = —— | Rdxdv.
m

On effectue ensuite le changement d’inconnues suivant:

fa = R
fR = I(R°)M” +R".

de telle sorte que R4, RP et R = R* + R” sont solutions des équations

suivantes:
5%}%’4 = é (Q(M*,R) + Q(R*,M)) + Na(R) + Na.(R*,R?)
+ 2 Q(RY,R) + I(RP)Q(RA,MP) +5A), (3.6.6)
g%RB = 2 (QUMPR) + QURPM)) + N(R.R)
+ & (I(RB) (Q(MP R) + Q(R".M")) + Q(R",R) + aB)
(3.6.7)
ol
Na(R) = Q(ff* +f5 . R), (3.6.8)

Na(RYRP) = Q(RA,f1 + e fs) + I(RP)YQ(f + ef{,MP),  (3.6.9)

et
Ns(RP.R) = QUfF +=fP.R) + Q(R® f, + <o)
+ I(RP) Q(ff+eff,MB>+Q<MB,f1+ef2>—ga%MB |
(3.6.10)

On choisit alors

oy = I[(RP)T (3.6.11)
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et les conditions de bord pour R, R4 et RP s’écrivent:

RY(—10) =¢*, €>0, RY1p)=(*, €<,
RP(=1w) = ("7, €>0, R°(1w)=Brs M, + (5", €<0,

(3.6.12)
avec
1
_ (T \? (ng
_ 7t
ﬁRB = aRB — aRB (TI) (n—l (3613)
et
_ — A
A— ’Yi4,€ + 6,}/;6 A+ _’Yﬁ: + 572,;_
C - 52 9 g - 62 9
b M tEM: g e TEne
C - 82 9 C - 82 .

La condition

ERP(10)dv =0
R3
détermine
o = [ erP oot [ et
€0

£<0

et par conséquent OzEB.

3.6.2 Un probleme linéarisé.

Les solutions (R4, RP) des équations (3.6.6, 3.6.7) vont étre construites
comme les limites respectives d'une suite d’itérations. Dans un premier
temps, on considere les problemes linéarisés suivants:

%RA = %(Q(MA,RHQ(RA,M)) + Nau(R) + Nao(RA,RP) + £2D4,
(3.6.14)
5%1%3 = é (Q(MP.R) + Q(R".M)) + N5(R"” R) +£>D",

(3.6.15)
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satisfaisant les conditions de bord (3.6.12). On rappelle que les quantités
Na(R), Na(RARB), Np(RB,R) sont définies respectivement par (3.6.8,
3.6.9, 3.6.10). On va estimer les termes R, R*, R® en fonction de (D, D4, DP)
et des conditions aux limites (3.6.12). Ensuite on traitera le cas non linéaire.

3.6.3 Décomposition du terme reste.

L’étude de I'équation de Boltzmann linéarisée s’effectue par un change-
ment d’inconnue afin de transformer 'opérateur f — Q(M,f) en 'opérateur
f— —%Q(M M 3 f). Cependant, lorsque la maxwellienne M dépend des

variables x et t, ce procédé rajoute un terme supplémentaire M *%f a%(M 3 f)
qui se comporte comme |v]|?f et ne posséde pas de signe. Pour pallier cette
difficulté, on cherche comme dans ([10], [14], [15], [12]) R, R* et RP sous la
forme:

R = VMg++\/M,h, (3.6.16)
RY = VMAG* + /M. h?, (3.6.17)
RP = VMBg® +\/M,h", (3.6.18)

ou M, est la Maxwellienne globale suivante:

avec T, > sup,e_y,1) Tro(). De ce fait, il existe ¢ > 0 tel que pour tout
(z,w) € [-1,1] x R3,

M, >cM, M, >cM*, M,>cMP.
Comme R = R4 + RB,
vnd o, vnPB 4

9=/ 9 +\/ﬁg,
h = h* + 5. (3.6.19)
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En utilisant les relations (3.6.16, 3.6.17, 3.6.18), les équations (3.6.14) et
(3.6.15) peuvent s’écrire

() 7 i () ()
- é(Q(\/WgA,M) + QMY Mg) + Q(VMLI M) + Q(M* /D1

+Q(VMAGY + /M.BA i + e fo) + Q(f{* + e f{ NV Mg+ /M.h)
HI(VMBgP + /MAP)Q(fi + e f5', MP)

et

<§%93) VMP 4 2\/34—3 (%MB) g%+ (E%hB) VM.
= é(Q(\/WgB,M) + QM Mg) + Q(v/M.hP M) + Q(MB,\/MJL)>
+Q(VMB P + /M, fi + e o) + QY + e fF VMg + /M.h)
+I(VMBgP + \/MhB)(Q(MB,le b efB)+ QUfE + e fP MP) — §%MB).
On considére la norme suivante:

1
2

£ = (/[1,11xR3(1 + |v|)f2(x,v)dxdv) , (3.6.20)

et le systeme orthogonal pour le produit scalaire issu de la norme || ||, %y,
WYy, Yy défini par:

Yo =VM, Yy =EVM et w4:(vz—gT)\/M.

Cette norme s’étend aux termes de bord, h4, hf, hA et hf. Si f_ est I'un

de ces termes
1= ([ )

On décompose ensuite g selon ses parties hydrodynamique g + g; et non
hydrodynamique g. g peut s’écrire selon la formule:

9 = po(z)¥o + pa()ts. (3.6.21)
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Pour les composantes A et B, on définit de méme les systemes orthogonaux
suivants:

W= VIR, =V et v = (v — ST)VALA,
Uy = VMB, W =¢VMP et yf = (vF — ST)VMP,

g et gP s’écrivent alors selon leurs parties hydrodynamiques g4 + gi! et
%+ gP et non-hydrodynamique g et g2, avec §* et g% qui se décomposent
selon:

9% = o + pid
@B = pég% + Py 1/’4 (3-6-22)
et

1 =D 1/117 91 =D 7/11 (3-6-23)

Remarque 16. D’apres [’expression du noyau de ['opérateur de Boltzmann
linéarisé pour un gaz a deuz composantes, on a: pit = pP et pi! = pP Ces
deuz égalités interviennent de facon décisive dans la preuve de la propriété
4 qui permet de controler le terme reste d’un probleme linéarisé pour une
norme L? a poids.

Par unicité de la décomposition de g,

VA VB Ve ViR, R, VAP,

9=W9+fg, 9= \/ﬁgl+\f91, 9= \/ﬁg+\/ﬁg
Les couples (g4,h?) et (g” hP) sont définis comme étant les solutions des
systemes:

0
E5eo" ' = S (@) + QM V)
¥ ém (KAR) + KE0) + LL(3.6%) + E4(7),

9 - 1 1 B
S%hA +ptot@ +gf) = gwaf(h) +-(—v+ X, KR
Nai(o(g1 +79) +h)

NA (oG + gi') + h* 0P (G + g) + hP)
ed*. (3.6.25)

+ o+ o+
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et

End” F 1P = L (QUMVATEG®) 1 QAT M)
T e/ MB
+ é)@pél (KZ(h)+ K (h")) + Li(3.9"), (3.6.26)
8 B B _B/—=B 1— B ]‘ — 1 B
Eqph tuo @° +9) = RCLE (h)+g(—V+X7K*)h
+ Np.«(o(g+g1)+h)
+ NZ(o®(G" +g7) + h°) +%d",
(3.6.27)
ou
d* = M.2DA, dP = M. D",
() =1, |v] <4,
X4(v) =0, |v] >,
et
Xy =1—= Xy
KNf) = QU VL)
KE(f) = —=QUI"/AL)),
L4(5.6%) = \/%(Q(ff+€f237m§)+Q(VMB§B,f1+afz))
- MPB§Pdvdz) (Q(f] +efy ,MP)
- Q(MB,f1+ef2)—g%MB), (3.6.28)

Ly(9.9") =

(QUMAG™ i+ 2 2) + QU +ef VM) )
(3.6.29)

MA
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LY (P = - ; QUM +efst, MP)( /v BgPdvdr), (3.6.30)
1
Na(f) = m@(ffﬂff,\/ﬁ*f), (3.6.31)
Noulf) = = QUP +efP /IS, (3:6.32)
NAPAST) = QWAL S+ eh)
11 !
- Uit et [ AL v,
(3.6.33)
NE(E) = QUM 2 h)
1 1
o[ VAL QU+ s M)
+ Q(MBafwefz)—S%MB) (3.6.34)
et Q(M,/M,h*) se décompose selon
\/%Q(M,\/Mh“‘) = (—v+ KHrt, (3.6.35)

ou v, qui est appelée fréquence de collision, est définie par:

v(zw) = /RB . (Ve —V,W)M (x,0,)dv,.dx.
X

Remarque 17. Dans le cas des sphéres dures, il existe deux constantes v
et vy telles que

vo(1+ |v]) < v(zw) < vi(1+ |v]). (3.6.36)
De plus, on demande & g4, h4,
suivantes

g2, hP de vérifier les conditions de bord

gA(—l,v = 0, £>0,
gA(l,v = 0, £<0,

)
)
WA (—10) = A MIE €0,
MA(1e) = (MYMIE £<0 (3.6.37)
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et
) = 0, £>0,
) = B My (v)(MP)"3(1p), €<0,
WB(—10) = M. (P, €>0,
) = M.2(BuM, + ), €<, (3.6.38)

avec les notations suivantes([14], [15]):

By = EVMBgB(1,v)dv, (3.6.39)
£>0
Bz :/ &/ MR (1v)dv + £Ctdv, (3.6.40)
>0 £<0
A_ L0 oAy ga_ M
B __ 12 B B __ MB
pf = &5 5 (M®)), o = [

On définit également les fonctions h?, hf, hE et hf de la maniere suivante

R = M, 24, €>0, =0, £€<0,

_1
W= M2, £<0, B =0, £>0,

_1
RB =M. 2P, ¢>0, WP =0, €<0,

_1
R =M. 2P ¢<0, P =0, £>0.

Les termes restes R4 et RE vont étre controlés en utilisant la norme suivante:

[flrgo = sup sup (1 + [v])"|f (2.v)] exp(Bov?), (3.6.41)

z€[—1,1] veR3

pour un 3y convenablement choisi. On utilisera la méme notation pour les
fonctions ne dépendant que de la variable v.
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Dans un premier temps, on établit ’estimation suivante sur les solutions
(R4, RPB) du systeme linéarisé (3.6.14, 3.6.15), avec (3.6.12).

Proposition 3. Pour tout r > 3, il existe ¢, €g, 1y et By tels que pour tout
£ <egoetn<mny, RY et RP satisfont les estimations:

1
‘RA|T750 + |RB|T750 < CgQ(‘DA‘T*Lﬁo + ‘DB‘T*L%)
Cc _ —
U o + 167l 10 i+ 1C ).

Ensuite, on en déduit le principal résultat de ce chapitre:

Théoreme 3.6.1. Pour nj; assez proche de ny, pour certains Trr assez
proche de T; et ¢ assez petit, il existe une solution (f4,fP) du systéme
(8.2.1, 3.2.8, 3.2.4, 3.2.5, 3.2.6) de la forme

(FLF5) = (o +efit + 215 + ¥ fr figo +eff + 2 fy + 2 fR)
ot
1
I flloc + 1fR oo < ce.

Remarque 18. Les hypothéses du théoréeme sont obtenues dés que les hy-
potheses des lemmes (3.4.2) et (3.5.4) sont satisfaites.

3.6.4 Forme exponentielle.

Afin d’estimer les termes restes, on utilise la forme exponentielle des équations
(3.6.24, 3.6.25, 3.6.26, 3.6.27). On considere f solution de

o . 1 1
§o—f+-vf=_G, (3.6.42)

vérifiant les conditions de bord

f(=1w)=f, &€>0, f(lp)=/f, &<O. (3.6.43)

Dans la suite de notre étude, on utilisera les notations suivantes ([14]),

1 v x,x’ /
U.G(xw) = vz /1 G(z'w) exp(—(bg—é)dx, >0,
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¢$,a:’
€€

1
U.G(z,w) = —é/ G(2' w) exp(— ydz!', €<0,

Vo™ = xqeso01f exp (—gb:’;)

et

D10
VT = Xqe<or [T exp ( ;{5 :

D’apres la forme exponentielle de I'équation (3.6.42, 3.6.43), sa solution peut
s’écrire sous la forme:

=V + Vo +UG.

Les équations (3.6.24, 3.6.25, 3.6.26, 3.6.27) peuvent s’écrire sous la forme
(3.6.42). En effet, I'équation (3.6.24) peut s’écrire:

O 4,V a_1 A A
— —gt = —(Kg*+ S 3.6.44
5,9 + 29" = Z(Kg" +57), ( )
avec
1

A _ A —1/7-A 1Ay _ A~A

SA = \/_AQ(M VMg) + xy0 (K2R 4 K1) — eptg
+ eL4(9,6™) + L4 (5P) (3.6.45)

L’équation (3.6.25) peut s’écrire:

) 1 1
—ht + -t = = (x, KhA 4+ 24 3.6.46
Eo i+ o = (K + 27, (3.6.4)
avec
74 = —epto (g + gi") + X, KL D+ eNau(o(G + g1) + h)
+ eNAoA (G + o) + 0PG5 + hP) + 3a. (3.6.47)

L’équation (3.6.26) peut s’écrire

0 v 1
5%93 + ggB = g(KgB + 5B, (3.6.48)
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avec
S = QUM V) + xa05 (KPh+ KIWP) — 50" + 2L (3.6%).
NIVE
(3.6.49)
L’équation (3.6.27) peut s’écrire:
fghB LY l(y K!hP + ZP) (3.6.50)
ox 5 g ’ o
avec
27 = —epPo(§” + 97) + X, K2h + eNpu(0(g + 91) + 1)
+ eNE(oB(g® + gP) + hP) + 3dP. (3.6.51)

On multiplie I'équation (3.6.24) par v M4 et (3.6.26) par vV M5 et on ajoute
les deux équations obtenues puis on ajoute les équations (3.6.25) et (3.6.27).
On obtient alors compte tenu des relations (3.6.19) que g et h sont solutions
des équations

) 1 1
5%9 + V9= E(Kg +5), (3.6.52)
avec
S =x,0 'K.h —epg + L (55,9), (3.6.53)
L=K-—u,
L6"0) = QU+ efa/ M3 + QT3S + <)
(i) o0
+ QM fi+efo) - f%MB), (3.6.54)
et

0 1 1
—h+ —vh =—-(x,K.h+ Z), 3.6.95
Eht —vh = (%, K.h+ 2) (3.6.55)
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avec
Z = —epo(g+gq) +eNdo(@+ o) + ho® (G +g7) + 17) + €%,
(3.6.56)
NALST) = e (QUA+ efo/ A0 + QW/ALLf +212)

— %(/ M2 fEdvdz) (Q(fl +efo,MP)

0
+ Q(MP fi+efs) - faMB). (3.6.57)
3.7 Controle du terme reste.
3.7.1 Estimations L? sur le terme reste.
On rappelle que la norme || || a été définie en (3.6.20) et que T a été défini

au paragraphe 3.4 et qu’il désigne un petit parametre.

Lemme 3.7.1. Pour 7 défini dans les lemmes 3.4.2 et 3.5.4 les opérateurs
L', N,, LY, LY, LY, N4, Ng,, N* NE définis par (3.6.54), (3.6.57),
(3.6.28), (3.6.29), (3.6.30), (3.6.31), (3.6.32), (3.6.33), (3.6.34) satisfont

respectivement les estimations suivantes:

I+ DT LA < A+ 2D,
I+ o) LA < wALAT+ 121D,
I+ oD T LAAFII < U+,
I+ ) LA < 7l
I+ D) TINCELDN < (A + 12D,
I+ o) Nas (DI < 7l
I+ o) Na (I < 7L,
I+ W) INAGAN < U+ 1FEID,
I+ ) NEUE < 720D,

Preuve de la premiere inégalité du lemme 3.7.1.

D’apres la propriété ([14], [16]): pour toutes fonctions telles que

(14 |v))2p € L2 et (1 + |v])29) € L2

/IQ(\/iso,\/_@/))l2
g (L+|v[)M

< [ @ leblePdo | 1+ lebiofae,
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on a

0 B
I+ DT LS < (Al + el DAL+ 2D + elég M-

En premier lieu, le lemme 3.4.2 entraine qu’il existe ¢ > 0 tel que
0
— Ml <er.
- M| <

Estimons maintenant || fi]|. fi se décomposant de la maniere suivante,

fl(:L‘,U) = le(l‘,U) + f[}l(l‘/?v) + f;l(l'”,'l}),

on est ramené & estimer chacun des trois termes du membre de droite.
Montrons dans un premier temps que

[l < e (3.7.1)
Soit £ défini par

L(¢) = Q(fro®,fro) + Q(fro,frod)

D’apres (3.3.30), la fonction ¢py défini par fry1 = éu1fuo est solution de
I’équation

0
£(¢H1) = S%M-

Or la restriction de £ a l'orthogonal de son noyau est inversible et telle que
I1£7Y]] = ¢. Donc d’apres ([14]), il existe ¢ > 0 tel que

1,0 0
L7 €G- MI < ellé Ml

D’o1, en utilisant le lemme (3.4.2), on peut majorer la partie non hydrody-
namique de ¢ notée Yy, de la maniere suivante

V|| < 7.

Il s’agit maintenant de controler la partie hydrodynamique de ¢g1. On rap-
pelle qu’elle est égale a (3.3.41)

23T
(@+2u1,1{1€+(v___) Hl).

Ngo THO THO 2 T—HO
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D’apres le lemme (3.4.2), pour tout = € [—1,1],

Uy,H1

) <ecr
Tor(@)l <

et d’apres le lemme 3.5.4, on a pour tout x € [—1,1],

Finalement, ||¢n1]| < 7, ce qui entraine l'estimation (3.7.1) sur fg;. On
rappelle que f,, s’écrit:

(@) = (2u1,m<—1><d1 (t'0) — dr oy — € — dyo %)
+ bl_(x/ﬂ)) - bl_,oo,O - 1_,00,41)2) fHO'

Montrons un résultat analogue pour fy,, c’est a dire qu’il existe ¢ > 0, tel
que pour tout ' € [0,%] et tout v € R3,

/1 (@' w)]] < er.

D’apres ([7]), étant donné que

dy(0,v) =0, pouré >0 et /R3 £dy (0,v)dv =1,
on a

[y (@ )] < (o = 7)e™ et |dy ool + |disal < 1,
pour tout v €]0,[. D’apres ce qui précede, |uy g1(—1)| < 7, donc:

201,10 (1) (d5 () — di oo — € — i) Froll < 7
Egalement, d’apres ([7]), étant donné que

by (0,0) = ¥y1(0,0), € >0, et g &dy (0,v)dv =0,
on a

by (") < 7(o = 7)e™ et bl + [broeal <7
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pour tout v €]0,5[. Ce qui entraine la majoration souhaitée sur f,,. Par
un raisonnement similaire, on obtient la méme majoration sur f,.
Par un raisonnemnt, analogue, on montre que || f2|| < ¢ pour ¢ > 0. O

Proposition 4. [l existe eg > 0, 179 et ¢ > 0 tels que pour e < g9 et 7 < T,
les solutions de (3.6.24, 3.6.25, 3.6.26, 3.6.27 3.6.37, 3.6.38) satisfont les
estimations sutvantes:

A
el
b eV (IRAI+ IR+ W21+ IRZI), (372

1WA+ IRZ] < el

< (H(HH)H Frearml
S (IR + I+ B2 )+ IR2)), (373)

131+ 119”1

A dB
vy el

+ T(HhAH IR+ IRE ]+ 1A (3.7.4)

On rapelle que 7y est défini au lemme 3.4.2.

gl + gl + 171 + 1571 < e<(]

Remarque 19. L’inégalité (3.7.4) fournit un contréle pour la partie en
grande wvitesse du terme reste. On remarque que les parties non hyrodyna-
miques ainsi que les composantes radiales (termes d’indice 1) des parties
hydrodynamiques de la partie en petite vitesse du terme reste gagnent un
ordre en e par rapport auxr composantes de masse et d’énergie (termes in-
diciés par 0 et 4) de ces mémes parties hydrodynamiques.

Remarque 20. Dans le cadre d’une seule composante de gaz ([14], [15]),
les auteurs obtiennent pour le terme g1 le méme ordre en £ que pour la partie
en grande vitesse. On en verra une explication au cours de la démonstration
de la proposition 4, lors du contréle de gi* et de gP. Cela provient du fait
que dans le cas d'un gaz a une composante, le flux [ £gdv est nul tandis
que pour un gaz a deuxr composantes, fRS g%dv et fRS £gPdv ne sont pas
nécessairement nuls.
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Preuve de la proposition 4.

7'l 19°].

La preuve consiste a majorer dans un premier temps |||, ||g g,

g7l 971 et [lg71l par [Ih*] et [|AZ]| puis & controler [|h4] et [|AZ]].
Premiere estimation de ||g*|| et de ||g”||.
Considérons A défini par

A (gA,gB) — (ﬁl(gA,gB),£2(gAagB))a

avec

1 1
Li(g%.¢%) = N (VMAg" M) + —=Q(M* vV MAg* + VMBgP),

VA VA
Lo(gtgP) = ﬁ@wﬁgw) 4 ﬁ@w,mf + VATBgP).

On considere ensuite le produit scalaire noté (.,.) et défini par:
(FL12)g%")) = [ fHo)g(o)dv+ | [P (w)gP(w)dv.
R R

On multiplie (3.6.24) par eg*, (3.6.26) par eg?, on ajoute les deux équations
obtenues et on integre sur [—1,1] x R3. D’o,

1
e(Tga+TIyp) — /R3/1£1(QA Advdx—/RB/ Ly(g*,6%) 9P dvdx
1

3 Ra/ w (G2 + pP(5P)?) dedv
/)

(
—1
1

(AAA BAB—B
1—1

— S—

wtgtgt + 1" 9Pg") dedv

X404 (K10 + K2h) g dvda

1
X,05 (K'hP + KPh)gPdvdx
3
1

| SIAGP) + LG5y duda
1
1

eLy(5,6%) g dvdz, (3.7.5)

3

+
i i
——— —

1
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avec

7= [ s oido= [ sl =10)pan
et

T = [ &(g"L0)dv— [ &(gP(~1))dv.
RS RS

En décomposant g* selon (3.6.22), on obtient que u*(§*)? s’écrit comme la

somme des termes

%g%(ln(MA))pf‘(x)Pf@)@bf(v)@/’f(”)’

pour (z,7) € {0,4}%. Or, ces fonctions étant impaires selon la variable &, on
a:

[tz =o

R3

Par une démarche analogue, on montre que
[ Py =o.
R3

D’apres l'expression de pu? et u?, on a

1
[ ] s+ w325 dodo| < er(lg 115"+ 13 13"
R3 J -1

Par ailleurs, d’apres ([2]), on a l'inégalité spectrale suivante:
(Ag™9").(g"97)) < =(nlg* I +nlg”I?).

Remarque 21. L’inégalité précédente est la généralisation de l'inégalité
spectrale pour un gaz a deur composantes ([7], [17]).
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L’inégalité (3.7.5) devient donc,

o= —
eTpn + Top) + o (I + 117°1%)
< cre(lg Mgl + g% Mg" 1D
+ |/ / X401 (KR + K2R) g dvd|

+ |/ / x,05 (KLhP + KPh)gP dvdz|
R3

1 [ 1A + IhG Adv|+|/Lng )P do.

(3.7.6)

Montrons alors que

[ B0 + B@ ot + v+ [ L3P + 97w
R R

al
:%(/Fﬁmw)(/ﬂ@ gMB)d>

Par définition de LY, LY et de L1,

(3.7.7)

| @@ + @ Dapdo+ | Lha.aMagde =0

Il reste donc a prouver que

/ (LY@5™) + D4 (3
]R3

A9 + g1
_ % (/ \/Wg%dx) (/R a5 %MB)dv).
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/3 (L4(3,9™) + L4(g ))(gf+gf)dv+/ L5(3,6") (g7 + gf)dv
R

R3

Q(/MAG! g1 + 94
g fl +€f2) + Q(fl —|—€f2 ,\/_g)) (W) dv

g7 + g
+ RS QUMEG® fi+cfo) + QU +fs VMg )> <ﬁ) dv
1

_a(/gdedx) /RS (Q(ff‘+5f§l>MB)( 1\/@4)

B B 1B B 97 + g7
HQUY + el M) + QM fy ) (5 =5 ))dv

=l ( / Wg%da:) ( /. gf(gﬁ—xMBMv) -

g gf

AT ¢pt = &p?

R3

Etant donné que

et

gf_gf_z?’A_z?’B
\/MA_\/W_(U_?M_(“_?M’
on obtient

/ (Q(\/MAAAf +efo) + QU +ef \/MA)) (gfl+gf) dv
RS g 2 1 2 g \/W

b [ QAT it ey + QP + 23T (22 ) ao

; ; g + g3
— /]RS (Q(fl +efo,VMg) + Q(V Mg, fi +sf2)) (W) dv =0

et
By O + 97 B -
/R3 (Q(ff+8f§4,M ) \/M—Azl)jL(Q(f1 +efB MP)

FQUIP.fi + ) (P00 )y

—/ (QUMP fi +ef) + QUf +< MB))(g“g‘l Jdv = 0
- - 5J 1 2 1 25 \/W = V.
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Ce qui entraine la formule (3.7.7). Ainsi, en appliquant le lemme 3.7.1, on
obtient I'estimation suivante:

1
[ (£haa" + TGP )a" + 1h(0.3%)9") dvds
rR3J 1
< er (157 gt’ I+ g1+ "I gl + 11g”1D) -
D’apres l'expression de pu et u?, on a
1
/ 3 / (u9%g" + 1P §"9") dadv
rR3J 1

Ainsi, en revenant a l'inégalité (3.7.6),

< er(lg* g™+ Ng” Ng=1D-

M- _
e(Zga + IgB)+5(||gA||2+I|gBI|2)
< cre(llg? gl + 118" 1g°]))

1
+ | / / X404 (KEhA + K2h) g dvdz|
R3 J -1

1
+ | / / X405 (KA + KPh)gPdvdz|
R3 J -1

+ere (137 Mg Il + g™+ gD g™ 1+ g™1D) -

(3.7.8)
Afin de traiter les termes
e (15 11+ (191 + g% DAl + g®1)) -
et
cre(lg* g™l + 1197 113°1D),
on applique la propriété suivante: (pour tout o > 0),
.V
bl < —. 3.7.9
b < o0+ (379

Ce qui implique que pour tout o > 0,

e (195 lgl 1L+ U™+ a7 D Ag |+ 113°1)
_ _ T2%? R
<a(|lg’|I>+ 177 + 1I7°]1%) + ?(HQAHQ + 137117
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L’inégalité (3.7.8) devient donc
M= _
e(Zyn + IgB)+§(!\gA|!2+|lgB|!2)
1
+ | / / Xy0a (KW + K2h)g* dvdz|
R3 J -1

1
+ | / / X405 (KAP + KPh)gPdvdz|
R3 J-1

7'252

+ ol lI® + a1 + 115717)-

Par continuité des opérateurs K!, K et KB, on obtient:

M- _
e(Zga + IgB)+Z(HgAHQ+HgBHQ)
< eIk + IR D U™l + 119”11)
+ ollgllI> + e (197117 + 1971%). (3.7.10)

D’apres les conditions de bord (3.6.37) satisfaites par g#, Z,a > 0. Il reste
a montrer que Z,z > 0.

2

P00 o= Gye)? [ Jel s o

B 2 _
R g(g (].,U)) dv = £<0 MB(l,’U)

£>0

ou,
B = | /APy (L)
£>0
L’inégalité de Cauchy-Schwarz entraine

Bea < (| EMP(Lw)dv)( [ €(g%)*(Lv)dv).
§>0 £>0
Dongc, étant donné que

([ eravan | g M ()

———dv) =1,
£>0 £<0 M5B(1,v)

| so"uoyar=o
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Pour achever le controle de ||g#| et |g?||, on a besoin d’estimer ||gi||, |¢Z|,
15411 et 11571

Estimation de || g!|| et de ||g7]|.

D’apres ce qui précede,

ERE(2,v)dv = 0.

R3

En décomposant RP et en utilisant le fait que

£GP dv =0,
R3

on obtient
/3 (52\/Wp? + eV MBGP (x0) + é\/ﬁ*hB) dv = 0.
R
D’ou,
cp? = — SE\/Wdev — /SSMthv.
R R
Ce qui entraine la majoration

lg?’ll < (gl + 271D (3.7.11)

Or, d’apres l'expression du noyau de I'opérateur de Boltzmann linéarisé pour
un gaz a deux composantes ([2]), on a la relation suivante

Py =pr-
Donc,
lgitll < e(llg” [l + 17 ]) (3.7.12)

Premiere estimation de [|g#| et de ||§?]|.
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On multiplie (3.6.24) par ¥ et on integre sur [—1,1] x R3,

* 2 agA A ‘ ArAg A
&\ 5 ) ¥idvdy = — pgeEd; dudy
—1JR3 31’ 1 JR3

1 1
- VvV MAGY M
+ QWM™ VM7))&y dvdy
1 /[ B
! / /R o K2+ Ko dudy

o [ ] @h@a" + haPevtdedy,

Posons,

¢i'(x) = / i &g dudy.
1 JR3

D’apres la formule de Green appliquée a I’équation précédente,

o) = ot - [ [ ) (@50t ) avdy
w2 [ e (QUATG ) + QU Vi) ) vy
+ % / ' /R 3 vogl[th+KihA}§¢{‘dvdy
(

4 / Lh(5.6%) + L4 (5%)edidudy.
1 JR3

Pour controler le terme ¢:1(—1), on applique I'inégalité de Cauchy-Schwartz.
Ce qui entraine:

| / 204 (— 1) A(—10)del
<([ st 0)i( / P WA (—La)dv)
< R35<g (—1v))dv)z.
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On obtient donc pour i € {0,4},
1/2
}(b?(_l)} < (IQA) / .
De méme on a, pour i € {0,4},
1/2
0P (-1)] < (Z,2)"".
Donc, pour i € {0,4}
1/2 c_ c
6 (@) < (Zga) "+ 7llgl+ Mgt + <7 + - HhAH + - HhBH
+ er(lg?ll + 19°1). (3.7.13)
De méme, pour i € {0,4},
1/2 i c
[0 (@) < (Zye) " +7lg®l + Zlg%l + <l + - HhAH + - HhBH
+ er(lg?ll + 1g”1). (3.7.14)

Ces deux inégalités permettent alors de controler les termes ¢ (z) et ¢P ()
pour i € {0,4}. Montrons par exemple que cela permet de controler les
termes pj () et pi(x). i et ¢ vérifient le systeme suivant:

¢64—p0D§O+p1D01+p4 04+/§ wé‘dv,

¢4 = 40 + i D41 + P4 44 + 5 @Z)fdv, (3-7-15)

avec
A _ 2,,A 1A
ng—/[Ra§¢z¢de-

Or, par raison d’imparité, D64,1 = Df,1 = 0. Donc, en inversant le systeme
(3.7.15), on a

W= o («zso / £ Adv) o <¢4 / €2 Adv)

(3.7.16)

Or, d’apres (3.6.22) et par orthogonalité du systeme ¥, 1y,

1
141 < / () + i @)P) de
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Soit d’apres (3.7.16),
1
1940 < | (64 + 164 ) do -+ cllg”-.
D’apres (3.7.13),
1541* < Zga +er)lg° + E—Cz (g1 + g% 1 + 14017 + [87]1%)
+ er(1917 + 115711
Par une démarche analogue, on obtient que §? vérifie
15711 < Zys +eTllg"|* + 8% (g™ + g™ 1 + 212 + A7)
+ er(191° + 115711

En ajoutant les deux dernieres inégalités et en choisissant ¢ et 7 suffisam-
ment petits,

A A C /= —
16717 + 1717 < Zga +Zyo + 5 (19717 + [9°1° + 15717 + 127)%) -

En majorant Z 4 + Z,s par 'inégalité (3.7.10) et en choisissant ¢ suffisam-
ment petit, on obtient

N ~ g C
g 1Z + 116717 < =llg? I + -1 + 1Al + g1
C /= —
+ = (1701 + 1717 + 141 + 12717)

D’apres I'inégalité (3.7.11) et en décomposant g et g” selon
gt=gi+9"+7 et g¥ =g/ + 5" +7"% ona

R+ 1RZID g+ 1971)
— (P21 1RZID g+ gl + g™l + 11571

C /= —
+ 5 (817 + 1% + 147 + [1R71P) -

g™ 1% + 11711 <

oM™ o

+

En utilisant a nouveau les inégalités (3.7.10, 3.7.11, 3.7.12) et en choisissant
7 suffisamment petit,

AR+ RN+ 1971 + er(lgl* + 17" 11%)

c — —
+ 5 (817 + %17 + 4P + [R51) - (3.7.17)

g™ I* + 1g°1* <

MmO
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Afin de majorer le terme <(||h4(| 4 |AZ])) (|9 + |g7]]), on applique & nou-
veau la propriété 3.7.9. Ce qui entraine, pour tout o > 0,

c A A A A
“(IRA+ IR+ g < o™ l* + 19711%)

C
(AP =+ [IRZ ).

+

4oe?

En choisissant o suffisamment petit et en revenant a 'inégalité (3.7.17), on
obtient

A N C - —
[t I el T v R i R g ) (3.7.18)

On va maintenant majorer ||g|| + ||g?|| en fonction de |h*|| et de |h?]|. En
utilisant I'inégalité (3.7.18), on a:

AR+ 1RZ DAz + 1971

(R =+ IRE 2.

AR+ IRZ DA+ 1971 <

MODlom o

_'_
Il reste a controler le terme de (3.7.10)

c _ _
~(IA 1+ IR A+ 1871+ g2l + llaID-
D’apres (3.7.11) et (3.7.12),

c _ _

(A IR DA+ 171+ g2l + lla'l)

< (IR IR ID A+ g1+ IRA -+ 1R

(L

On applique ensuite I'inégalité (3.7.9). Ce qui entraine pour tout o > 0,

C

c
- hA hB —A —B < hA 2 hB 2
AR+ 171D < 5 (AT + 1)

+ o(llg*lI* + Ig°11*)
D’ot, (3.7.10) implique que
_ _ c
lg (1 + I3[l < g(HhAH +[[RZ). (3.7.19)
Ce qui entraine d’apres (3.7.18),

~ N C
g1+ Ng%1 < R+ A7) (3.7.20)
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Controle de ||h?].
On multiplie (3.6.25) par eh? et on integre sur R? x [—1,1]. Do, en posant

Tha = é(h'A<17U))2dv - f(hA<—1,U))2dU’

R3 R3
on a

1 1
5ZhA+/ / l/(hA)le‘d’U:—E/ / ot (@ + g hAduda
r3 J—1 R3

1
+ / / (X, K h)h dvdz + / / ((x, K)hhAdvda

R3 J—-1 -1
+€/ / Na(o(g + g1) + h)hdvdx

R3

ve [ / NAGAG + g) + hA 0P (g% + gP) + hE)hAduda

1
+&° / / (d*r™)dvdz.
R3 J—1

D’apres (3.6.36), le lemme 3.7.1 et la continuité des opérateurs K}, KA, KP

* )

1
eTpa + 1| RA)? < |/ / (X, K h™ ) dvdx|
R3

- |// (X, K h ) hdvdz|
-1

+ere([g + Nl + IR+ 70+ gl + IRZIDIRA

b S
Or,
1 1 %
[ [ttt < ) ([ ] R ) e
-1 JR3 _1JR3
o R
T 1+

De méme, on a

\/ / Y, K.h)h A dvdz| < HhAHHhH |!hAH(HhAH+”hBH>
R3 v (1+ ) B (1+7)
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De plus, d’apres les conditions de bord (3.6.37) vérifiées par h?,
Tpa = —c([|[R2]1° + (W ]1%)-

Donc,
c
IBA17 < —— (B + [IB711%) + ce(|1h2]1° + [|p21%)
(1+7)2
+ cre(|lg? + gl + 11871+ llgr [l + 1hA ]+ IhZ [ (|24
dA

+ &t .

LN Ferl

Ce qui entraine finalement, en choisissant 7 et ¢ suffisamment petits et
suffisamment grand et en utilisant I'estimation (3.7.19),

A 1
P12 < a2 + 12 1P) + ¥l ! 1P+ | —— +7 | Ih°]%
1+ || (147)2
(3.7.21)

Estimation de ||h%||.
De méme que pour Zj4, on définit Z,z, par

Iys = g EMP (L) %dv — | £(hP(—1w))%dv.

RS

En multipliant (3.6.27), par eh? et par intégration sur [—1,1] xIR?, on obtient

1 1
//u(h3)2d:cdv = —5/ / nPol(G? + gP)nPdvdx
R3 J -1 R3 J -1
1
+ / / (¢, K2)h)hP dvdx
R3 J—-1
1
+ / / (O, K )hP)hP dvda

Np.(0(G+ g1) + h)hPdvdx

(dPhB)dvdr — £T,5.

L./,
n // B(g® 1 ¢B) + hP)hPdvdz
°L, /
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Par continuité des opérateurs K!, K5, on a:

h hB hB 2
8712 < ere(i?0 + laP P + e [ LI P,
(I+7)2  (1+7)>

+ ere(g + gl + 1% 0 + Mg 1L+ 1hA )+ IRP DR
dB
1+ v

+ & HIRZ | = eZye.

D’oti, en appliquant la propriété 3.7.9, en choisissant 7 et ¢ suffisamment
petits et 7 suffisamment grand et en utilisant les estimations (3.7.19, 3.7.12,

3.7.11),

1 dB
IP* < e(——— + 7)[IR** + €9 12 = eZys.

(1+7)z (1+ [v])
D’apres (3.6.38) et par définition de Zys,
Lo = —c (18us]” + B2 + IRF)1%) -

I1 reste a majorer |3,z|. Par définition de (s,

1Bus]| < ( §<M*>%h3<1,v>dv) IR

£>0

D’apres ’équation (3.6.49) mise sous forme exponentielle, on obtient pour
£>0,

P1,-1
24

(bl,m
s )dx.

1
WP (10) = Ve (W) exp(= 222 + - [ (%I + 27 exl -

Ce qui entraine,

(bl,m

: Ydxdv + ||hE|| + th”

1 1
s < 2= /§ 0 / (P + 27 expl(=
> —

D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwartz,

([ e+ 29 oxpl- 2 )
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Finalement, étant donné que

! 1 2¢1$
/ _5€Xp<_ s )dz < ¢,

(RGP + = 270 + AIRZ ]+ IRE]D. (3.7.22)

c

NG

De plus, par définition de Z? (3.6.51) et en utilisant le lemme 3.7.1,
=25 < ere(lg®ll + g7’ Il) + X, KA

+ ere(lgll + llgi'l + IBA1 + g7+ Nl Il + 127])
B

|G| <

+ &9 12, (3.7.23)

(1+ o)
D’apres (3.7.19) et (3.7.11) ainsi que l'inégalité
_ c

I EZRI < —— (Ih*]] + 1R7])),
(1+7):
on obtient en choisissant ¢ et 7 suffisamment petits et v suffisamment grand,

d® 9
ol
(1 + |vf)

1

1711 < e(IRZ17 + 1REN) + e(—— + DIRA* +&°
(147)

(3.7.24)

En ajoutant les équations (3.7.21) et (3.7.24) et en choisissant € et 7 suffi-
samment petits et v suffisamment grand,

IRZ1+ R < ev/e (IIh2) -+ A4+ IRE ]+ [IAZ11)
a4 d?
+ cg? + .
(It + )
En revenant aux estimations (3.7.18, 3.7.19, 3.7.12, 3.7.11), on obtient les
inégalités (3.7.3) et (3.7.4). O

3.7.2 Estimations L*> a poids sur le terme reste.

Pour le controle dans L a poids du terme de reste, on utilise les normes
suivantes:

[flr = sup sup(1+|o)"|f(z0)], r=0,
z€[—1,1] veR3

v = s ([ s

z€[—1,1]
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Le but de ce paragraphe est de controler g4, g%, h, h® en norme | |,.
Enoncons en premier lieu les deux propositions suivantes dont la preuve
figure dans ([14]),

Proposition 5. Pour tout r > 0, il existe une constante c telle que pour
toute fonction G telle que (1+|v|)"G € L™, U, satisfait l'inégalité suivante:

0.1, < d ..
1%

Proposition 6. Pour toute fonction G telle que (1 +|v|)"G € L™ et § > 0
et pour tout r > 2, il existe Cs tel que

N(U.G) < %nu—%an +0|Gl,.

A, B|,. Cela nécessite dans un pre-

Il s’agit maintenant de controler |g*|, et |g

mier temps une majoration sur |g|,.

Proposition 7. Pour toutr > 1, il existe des constantes c et H, strictement
positives telles que

lgl- < e(N(g") + N(g7)) + Hy(N(h") + N (1))

a4 d?
+ eVl gy I+ e )

c
+ S URZ1+ IR+ IRZI + [1RE),

Preuve de la proposition 7.
D’apres I'équation (3.6.52) mise sous forme exponentielle,

9=Vg"") +U.(Kg+5), (3.7.25)
avec
g%t = B My (MP(1,0)) 2. (3.7.26)
D’apres la proposition 5 appliquée a 1’équation (3.6.52), on a
9], < c‘y_lKg}r+c}y_15‘r+c|ﬁga»|. (3.7.27)
Or, par continuité de K, on a pour tout r > 1 ([14]),

v Kg|, < sup sup(L+[o)) " g(zw)| =clgln (3.7.28)
z€[—1,1] veR3
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et

}zflKg‘i <c¢ sup /RB g*(z,v)dv = ¢(N(g))> (3.7.29)

z€[—1,1]
Donc, en revenant a (3.7.27) on a
9], < clgl,_y + ¢S, + clBys].
Ainsi, d’apres (3.7.29) et une récurrence immédiate, on a

9l, < eNlg) +¢ 3 ISl + clByo] < eN(g) +clS|, +clB,sl (3.7.30)

k=0

Majorons |S|,. Par définition de S (3.6.53),

|S|r S ’X'Yo-_lK*h

L e(lpgl+ 1LYG",9)])- (3.7.31)
Or, par continuité de K,

|Xo0 ' KLh| o < sup sup [(1+ [v])"x,07"| sup sup |K.hj
" z€[—~1,1] vER3 z€[-1,1] vER3

< H,N(h).

Par ailleurs, d’apres ([10]) on a,
IL'(5".9)

De plus, les fonctions (1+4|v])");(v) étant bornées sur R? pour tout i € {0,4},
on a

L < ellg®l +gl) < e (NG + N (G7)) -

9, < ¢ Sup ](Ipo(x)l + [pa(@)]) < eN(9).
ze[—1,1

D’ou, en revenant a (3.7.31)
1], < ce (N(g*) + N(G®)) + H, (N(h*) + N(h?)) . (3.7.32)
11 vient donc en appliquant I'inégalité (3.7.32) au second membre de (3.7.30),

lgl, < eN(g) + cs (N(§*) + N(§")) + Hy (N(h*) + N(h®)) + c[B,s.
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On recherche maintenant une majoration sur N(g). D’apres la proposition
6 appliquée a I'équation (3.6.52) , on a pour tout § > 0,

Cs ., _ _
N(g) € L gl + 01K gl + LS + 61S], + clByel. (3.7.33)

Az
NG
Or, d’apres (3.7.28, 3.7.31) ainsi que l'inégalité précédente,

[Kglr < eN(g) +ce(N(§") + N(§%)) + Hy(N(h™) + N(h")) + ¢[Byp].

Donc, en utilisant I'inégalité précédente dans (3.7.33) et en choisissant ¢
suffisamment petit, il vient

N(g) < %Ilv‘lKgll +ce(N(Gh) + N(GP)) + Hy(N(h*) + N(h"))
+ fu v LS| + ¢l Bysl.

Or, par continuité de K,
[y Kgll < cllgl
et par définition de S (3.6.53),
lv=1S|1 < Cyllhll + ere(llg™ ] + 1157 1).

Donc
N(g) < %HQH +ce(N(g") + N(g7)) + H, (N (h") + N(h"))
+ %Ilhﬂ + CorvVe(lgh ] + 19711) + ¢l Byn .

Pour poursuivre le controle de |g|,, estimons §,5. D’apres la forme expo-
nentielle de I’équation (3.6.48), on a pour £ > 0,

1! .
90l < 22 [ 10"+ 5%)(a)| exp(~ S
Donc,
el = | [ 0oy
1 % B % ! B _‘bl,x
< [ eran (] 150" 4+ 5%) |z exp(= 22 ) an
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En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et compte tenu du fait que

/ EMP(1v)dv = 1,
£>0

on a

ol < ([ 1a + 52 el S hanra)

D’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz par rapport a la variable x, on a

( /_ 11 (K g® 4 SP)(z0))| ﬁlﬂ eXp<_¢?g) d:c)2
< (/_11 |(Kg® + SB)(x,U)Fdx)(/ 1 eXP(—zaﬁl,x)d:c).

=

1
1 8& 8&

"1
/_1 g exp(——€¢1 m)dl’ < c.

Finalement, on obtient la majoration suivante

Bys] < %(HKQBH +1157]).

Ainsi, par continuité de K, par définition de SP (3.6.49)

15,01 = = (g1 + gl I+ 1A+ 713 + 131D ).

Et, en utilisant la proposition 4, on obtient

ol < v (Il + Il

T+ o)™ (o]
C
+ 5 (P21 P2+ RN+ [1R21) -

O
Proposition 8. Pour tout r > 3, il existe des constantes c et H., telles que

(19" +19°) < c\/5(|!< ol el ) et (%, + 7]

(|hA| + |12t + RE] + BT ).

A
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Preuve de la proposition 8.

On raisonne comme pour la preuve de la proposition 7.

g et gP, solutions des équations (3.6.44) et (3.6.48) peuvent s’écrire sous
forme exponentielle de la maniere suivante

g' = U(Kg"*+ 5%, (3.7.34)
g° = VI("") + U(Kg” + 57), (3.7.35)

avec gP* défini en (3.7.26). Donc, d’apres la proposition 5 appliquée a
I'équation (3.7.34),

197 < | Kg™r + c|S7,
Par continuité de K, on a pour tout r > 1 ([14]),

Kg, <c sup sup(1+ o) Ughwo) = gl (3.7.30)
z€[—1,1] veR3

et
2
|[Kgd2 <c sup / (9")*(zv)dv = ¢ (N(g™h)". (3.7.37)
z€[—1,1] JR3
Donc, pour tout r > 1,
|9A|r < C|9A|r—1 + C|SA|7"-
Soit d’apres (3.7.37) et une récurrence immédiate, il vient
lg%|, < eN(g +cz 154, < eN(g?) + ¢/, (3.7.38)

k=0
En effectuant la méme démarche avec (3.7.35), on montre que
1971 < eN(g +ZCISB|k+C|ﬁgB| < eN(g") + ¢l S|, + ¢l Byn|.
k=0

D’apres les définitions de S4 et SP (3.6.45, 3.6.49) ainsi que l'inégalité

<A@ (VaTg ) | <l ()
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on obtient
54, < elgle + (o0 K2R + Xy 03 KR + el
+ e (LY@ + [La(3)]:)
et
1571, < clgle + (X075 Kbl + [xo05 K WP + el g7 + €| LE(9.97)]5-
Or, par continuité de K2, KB et K},
‘XVUAlKAh‘ < C,N(h), ‘XvaglKihﬂr < C,YN(hA),
Ix,05'KEPh|, < C,N(h), |xyo5'K!h"|, < C N(RP).
De plus, pour les mémes raisons que (3.7.17), on a
137%] < eN(g?), (3.7.39)
57|, < eN(GP). (3.7.40)
Par ailleurs, pour toutes fonctions f, f4 et fZ telles que (1 + |v|)"f
L+ o)) 4, (14 v f% € L, on a ([10])
T LA(F N, < e (Ul + 1) [ LA (P, < el P
v Lp(ffD)], < e (1f1+1F71) -

Ces inégalités entrainent alors, compte tenu de (3.7.39), (3.7.40) et de la
proposition 7

1L4(9.9M)], < e (1911 +15%m1) < (NG + N(g7))

L (G7)], < clg®lrn < eN(g7),

1L5(5.9%)], < e (19141 +15%141) < (NG + N (G7)).

D’ou,
|57, < clgle + Cy (N(B) + N(hP)) + e (N(3*) + N (57)) |
[57], < elgle + Oy (N(W) + N(hP)) + e (N(3") + N (57)) -
Ainsi, en majorant |g|, grace a la proposition 7,

1S4, < e(N(g™) + N(g")) + Hy(N(h") + N(h"))

d4 d?
- o (It i)
SRR+ I+ W20+ 1) 3741
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et

[SPl, < e(N(g™) + N(g™)) + Hy(N(h?) + N (h"))

Ve _ @
T ooV [
oy e
C
bSO + B4+ A7) + B2 (3:7.42)

D’ou, d’apres (3.7.38, 3.7.39, 3.7.41, 3.7.42) ainsi que la proposition 7,

9% + 19"l < e(N(gh) + N(g™) + cH, (N (h*) + N (k"))

d4 dB
+ el Iy
C
+ SURA IR+ A7)+ [R21). (3.7.43)
£

Pour poursuivre le controle de |g?|, et de |g?|,, il est alors nécessaire d’es-
timer N(g?) + N(g?).
Estimation de N(g*) + N(g?).

D’apres la proposition 6, on a pour tout ¢ > 0,

N(U.(Kg* + 5% + N(U.(Kg® + SP)
NV (B, My (ME(1,0))72)).
Cs
NG
%nv-lsAn T otSP)) + 65, + IS7],).
+ 1By N (M (MP(1,0))7%), (3.7.44)

N(g") + N(g")

IN 4+ IA

(Il Kyl + v~ Kg®ll) + 6(| K g, + [ Kg",)

+

car comme ‘ilg”

< 0 pour £ <0,
V(M (MP(1,0))72) < M (MP(1,0)) 2.
Or, par continuité de K ([14]),

|K9A|7" < C|9A|7"—1 < CN(gA) + C|SA|7’7
|Kg®|, < clg®lr1 < eN(gP) + ]S,
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D’apres (3.6.45) et (3.6.49), on obtient finalement pour tout § > 0,

Cs
7
S(N(g*) + N(g")) + H,(N(n") + N(h"))

A dB
VR + I )

c
+ S IRZ]+ IS+ IRZ] -+ [RZ1).

N(g")+ N(g")

IN

—= (Il Kg ) + [l KgP | + [l 4| + [l SP])

+

+

Soit, en choisissant § suffisamment petit,

Cs
7

+ Hy(N(h") + N(h)) + ev/e(|

N(g") +N(g%) < —=(lv ' Kg'll + v Kg®| + v s + [lv ' S*))
A dB
|+ 1] 1)
(1+v]) (14 v])

+ (HhAH + R+ IRE ]+ 1R (3.7.45)

Par continuité de K et d’apres la proposition 4,

dA dB
(H< T+ \)H H<1+| \)H)
(IRAN -+ IR+ IRZ ] + (1R

1K+ [ Kg%] <

+

(B\w| )

Egalement, par définitions de S4 et SP (3.6.45, 3.6.49) et la proposition 4,
A dB

L )

(1+v]) (1 + |vf)

(IRAN -+ IR+ IRZ] + (IR

I S+ TSP < ee(l

+

ow)lw| )

Ainsi, en revenant a l'inégalité (3.7.45), on obtient pour tout § > 0,

N(g") +N(g"%) < a(lg"l + 19" )+ﬁ(l!< +|v\)”+”(1+|v\)”)
+ %(HhAIHHhA!HHhBH+HhBH)
+ HV(N(hA)jLN(hB)). (3.7.46)
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Fin de la preuve de la proposition 8.
D’apres les inégalités (3.7.43, 3.7.46), on a pour tout 6 > 0 suffisamment
petit,

A dB
A B A B
7+ 195 < 0(lgM + 1gP)) +evE +
197 + 19”7 (Ig°] + 19°1») (II(1+| |)II ||(1+|v|)

+ ;(Ilhfll+||hf||+||h§||+llhfll)
+ Hy(N(h*) + N(h7)).
Ainsi en choisissant ¢ suffisamment petit
dB
< VAl gl + )
£ OB IR+ A7)+ 021
+ Hy(N(h") + N(h7)).

Or, pour toute fonction f telle que (1 + |v|)"f € L*, on a pour r > 1,

NP < s sup(Pa)i+ o)) [ T <1

z€[~1,1] veR3 1+ [v])

D

192 + 19"

Donc, pour tout r > 1,
N(h*) + N(B®) < c(|h?], + [B5]). (3.7.47)

De plus, pour toute fonction f telle que (1 + |v])f € L* et
(1+[v))3f € L*°, on a ||f]| < |f|z- D’ot1, pour r > 3,

A
9 + 1971 < evEll I+ D
(1 + [o]) (1+|v\)
(IhAI + [R2t e+ RE] + RS L) + Hy (1h4 + [RP]).

O

Pour achever le controle de |g#|, + |gZ|,, il reste & estimer |h4|, + |R®|,.
Proposition 9. Pour tout r > 3, il existe une constante c telle que,

A dB
)
(1+ [o]) (1+]v])
+ 3(IV‘ldAI +[v71d"),)
+ SO0+ B2+ (B, + 2.

WA, + WPl < eex(||

Q
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Preuve de la Proposition 9.

h* et hP | solutions des équations (3.6.46, 3.6.50) peuvent s’écrire sous forme
exponentielle de la maniere suivante,

o= V(R + V(R + U(, K + 27,
WP = Vo (BB) + V(P 4 By Mo (M,)77) + U.(x, K hP + ZP).

D’apres la proposition 5, par continuité de K}, K4, KB et compte-tenu du
fait que
VoRA < |2y, VIR < | |r, Vo hZ], < [RE),,
VZH(BE + s M (M) ™2)|, < [WF], + el Bys |,

on a.:
B4, < — ||,
1+ 1+~
+ ﬂ—:(|g I+ g0 |-+ |BP] + 19 + g + [R7Y))
+ Std + [+ R,
et
P, < —1h|,

1+ 1—|—
+ 7(13% + |9l |- + [BP) + |3 + |gi] + |2 r)
+ v P, + |hP], + |hE, + | Busl.

D’apres les inégalités (3.7.22, 3.7.23), on a
c —
|Brs| < g(HhBH +ere([g”( -+ llge | + 1R + 12711
+ CT€(||§A|| + gt |+ IR+ G20+ Nl Il + 1RP )

+ &)

).
(1 + [vl)
Ainsi, en utilisant la proposition 4, |3;5| est contr6lé de la manieére suivante:

Bral < e(IR2 + AN+ IREI+ (IRE])

dA
(”(1+|v|>”+”<1+| |>”)

MIU\
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De plus, pour toute fonction f telle que ||f|| et |f|. soient définies, on a
|1l < 1fls- D’ot, en choisissant v suffisamment grand, 7 et ¢ suffisamment
petits,

IhA|r+|hB\r < 7e([g®l + lo7'lr + (9] + |gi'ly)
ex ([ td |, + [ 1dP),) + (WA, + [Bl] + [BE + [hE]
(3.7.48)

Afin de controler le terme

re(lg%) + o'l + [9°1 + gt ]r),

on utilise que
g4 <o + loi'ls + 10 et [g°) <19”| + 17| + 13”1,
avec pour tout 7 € {0;1;4},

9" < N(g), et |97 < N(gP).

D’ou, on obtient
er(|7% + g1l + [9°1 + 191) < er(lg?]s + N(g™) + 1¢°|. + N(g")).

La proposition 8 appliquée a I'inégalité (3.7.46) entraine la majoration sui-
vante sur N(g?) + N(g?),

c dB A B
N+ M) < Ve (il + sl ) + H (7 + 101
S B2+ [l + 2], + 51,

L’inégalité (3.7.48) devient donc en choisissant € et 7 suffisamment petits,

et < e (Il + e

+ ei(lrtdY, + [vidB),)
C
+ S UR2] + [l + [RZ] + [PE]).
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Preuve de la proposition 3.
o4 et op étant bornés, R4 et RP vérifient I'inégalité

_1
M2 (IR + [RP]) < (IW4] + clg™] + |hP] + clg]).

On rappelle que

1
2Ty "

avec T, > Txo. Soit By =

1 _1
| M. 2RA|7" + | M, 2RB|7’ < (|hA|7" + C|9A|r + |hB|r + C|gB|7")-
Les propositions 8 et 9 impliquent alors, pour tout r > 3,

Ry + B2y < ev/E(IdA] + [d2]) + & (o), + v 1d?),)
&
+ B2+ [P + 1B+ [RE]).

Or, étant donné que

W =AM, b =ML, BT =P
Wi =M 2, d* =DM, 3, d° = DPM. 2,

en utilisant I'estimation ||d|| < |4|5 ainsi que (3.6.36), on obtient pour tout
r>3,

4 7,80 P LYC — 4 r—1,60 B r—1,60
[R50 + |R |y < c/e(|DY + | D7 )
C
+ 8_2(|§f|7’750 + |Cf|7”,[30 + |Cf;|7",ﬁo + |Cf|7",ﬁo)'

3.7.3 Convergence du procédé itératif.

Les restes des problémes linéarisés solutions de (3.6.14, 3.6.15) ayant été
controlés précédemment, ce paragraphe traite des termes restes des problemes
non linéaires, solutions des équations (3.6.6, 3.6.7). Ils sont construits comme
la limite d’une suite d’itérations de termes restes pour des problemes linéarisés.
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Théoreéme 3.7.1. Pour tout r > 3, il existe ¢, ¢, eqg, 1o et By tels que pour
tous e < g, et T < 1o, le probléme (3.6.6, 3.6.7) posséde une unique solution
(RA,RB) satisfaisant ’estimation suivante:
A 3 a2
R 18 < 0 (AL + 1Bl) + exn(=5) )
On rappelle que la norme | |, g, est définie par la formule (3.6.41).
Preuve du théoreme 3.7.1.

On obtient les solutions R4 et RP aux problemes, comme les limites des
suites Ry et RP définies de la fagon suivante:

R = R} =0,
et pour tout k > 1,
1
€

%Rf = —(QURLM) + QM Ry)) + Na(Bi) + Nao (R BY)

£ 2(QURE L Ryc) + TRE DR MP)) + %A, (3.7.49)
J 1 B B B
S%Rk = E(Q(Rk M) + Q(M”7,Ry)) + Np(Ry, ,Ry)

+ & (IRE)QMP, Ri) + QURE,MP)) + Q(RE., Ri 1)

+ &B, (3.7.50)
satisfaisant les conditions de bord

Ri(—1v) =¢*, £€>0, Ri(1wv)=¢*, €<0,
RP(—=1,0) =¢"7, £€>0, RZ(Lw) = fBpeM, +("F, €<0. (3.7.51)

D’apres la proposition 3, appliquée aux équations (3.7.49, 3.7.50, 3.7.51),
1
‘Rﬁ|rﬁo + |RkB|Tﬁo < ce? (‘DA‘Tfl,ﬁo + ‘DB‘T*L%)
c _ _
+ g(KA |7",[30 + |§A+|r,ﬁo + |CB |rﬂo + |§B+|r,ﬁo)>

avec

DY = eA+ Q(Ri \,Ri1) + I(RY )Q(Ry 1, MP),
D¥ = eB+I(R{ ) (QM" Ry1) + QR MP)) + Q(Ri_1, Ryn).-
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On rappelle 'inégalité suivante ([14]),
MEQR.S)|1 < [M SR |M25].. (3.7.52)
qui implique que

|Q(R1?—1>Rk—1) + I(Rf—l)Q(R?—17MB)|T'—1,ﬁO
< (|Rk*1‘7’,ﬁo + ‘Rl{il‘?’,ﬁo)‘Rﬁflhﬁov

et
(IR )(Q(MP Ri 1) + Q(Ry, M) + Q(RY 1, Rk —1)|r—1,5,
<R Lo | Ria gy + [REA 12 5o
Donc,
|DA|7"—1,[5’0 < E|A|7’—1750 + (|R/€—1|7",50 + |Rl§71|7’ﬂo) |R;<c471|7’7507
|DB|7"—1,50 < E|B|7’—1ﬂo + (|R/€—1|T,ﬁo + |Rl§—1|7’ﬂo) |Rl§—1|7’750'

R et RP satisfont donc la formule de récurrence suivante

1
|R;<:4|7’750 + |RI§|T750 < g2 |Rk—1|7",50(|R;e471|7",50 + |Rl§71|7’ﬂo)
/

3 C C
+ ce? (|A|7’7ﬁo + |B|r,ﬁo) + g eXp(_g) (3753)

Soit ¢; > c.
Montrons alors par récurrence sur k la propriété suivante, pour ¢ suffisam-
ment petit et pour tout ¢’ < ¢,

Z

3 C
[Biclro + 1B o < 122 (| ALy + | Blr) + cexp(—=—)  (3.7.54)

La propriété est vérifiée pour k = 0, car R} = R} = 0.
Supposons la propriété vraie au rang k—1 et montrons-la au rang k. D’apres
(3.7.53) et la formule (3.7.54) au rang k — 1,

. 90/
Bl 1Bl < 268 (@b + Bl + o= 25

/

3 Cc C
+ e (Al + Bley) + 55 exp(—)
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D’ou,
3
|R?|r,ﬁo + |R/§|7"760 < g2 (|A|rﬂo + |B|rﬂo) (20%52(|A|rﬂo + |B|rﬂ) + C)

' L ' 2 Jd—
exp(——) [ 2e2¢? exp(—— —exp(— .
b el o= D)+ G- “T9)

(3.7.55)

Pour le second terme du membre de droite, en choisissant e suffisamment
petit, on a
/" 2 / /"
1 c d—c
2e3¢? exp(—— — exp(—
p(= )+ 5 el

3

Quant au premier terme du membre de droite, le lemme suivant est utilisé
Lemme 3.7.2. Pour A et B ayant été définis respectivement en (3.6.3) et

en (3.6.4),
1
[Aluo + [Bluso = OC).

La démonstration du lemme 3.7.2 sera effectuée apres la preuve de la propo-
sition 3.7.1. La propriété est alors démontrée alors au rang k. La majoration
obtenue étant uniforme en k cela prouve le théoreme 3.7.1.

Existence d’une solution pour le probleme (3.6.6, 3.6.7).
On pose WA = R — R} | et WP = RE — RP | D’apres (3.7.49, 3.7.50),
ils satisfont les équations

f%WkA = é(@(MA,Wk) + QWA M) + Na(Wy) + Nan (WAWE)

+ 2 QR + QWA R 2)
+ IWEQIRE M) + I(RE QWL M7))
et

f%WE = é(@(MB,Wk) + QWP M) + Np(Wy)

+ 2 (QUREL W) + QUVE Ry ) + TWE)Q(RE, M)

+I(RE)QOVE,MP))
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avec les conditions de bord

Wa(—1p) =0, £€>0, Wi1w)=0, £<0,
WP (=10) =0, £€>0, Wl(lv)=fwsM;, £<0.

D’apres la proposition 3, on obtient pour (W, W) la majoration suivante,

|Wl;4|7",50 + |chB|7",/30 < \/g(|DA|r,ﬁo + |DB|r,ﬁo)

avec

DY = QR Wi) + QWi Ria) + I(WP)Q(R;_,,M7)
+ (R QWi . MP)

et

DB - Q(RE—hWk—l) + Q(WlilaRk—Q) + ](WE)Q(RE—UMB)
+ I(W2)QW,Z,,MP).

Ainsi, en utilisant I'inégalité (3.7.52) et l'estimation trouvée précédemment
sur Ri! et RZ, on obtient

3
Wil + IWls < ev/ee(eh(Alg, + Blrs,)

C/

+ exp(=2) ) (Wikilrgy + W [10):

€
D’ot, d’apres le lemme 3.7.2 et en choisissant ¢ suffisamment petit,

A A
|Wk |7’,ﬁo + |WkB|7",[5’0 < C€(|Wk71|7’ﬂo + |WI£1|7’750)'

Ainsi, en choisissant a nouveau ¢ suffisamment petit, on montre que la suite

((R?,RE )) est de Cauchy dans un espace L x L & poids et donc
converge. ~ MM

Unicité de la solution du probleme (3.6.6, 3.6.7).

Soient (R, RE) et (Ry,RP) deux solutions du probleme (3.6.6, 3.6.7). En
considérant les quantités Ra' — Ri' et RP — RP et en raisonnant comme pour
I’étape de l'existence, on a

B = Ry + | RS = RY |1y < col|RS' = Rl + |RY = RP|).
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Ainsi, en choisissant ¢ suffisamment petit, on obtient I'unicité de la solution.
O

Preuve du lemme 3.7.2.
Estimons 2Q(fx, ('), AF (2" w)). On rappelle que 2/ = ML et que
1=z 1-1,1] est découpé selon

€
—1,1]=Q_uUQuUQ,,
avec n suffisamment petit, ou

Q_=[-1, =149 xR* Q=[-1-n,1-7n] xR* Q, =[1-n,1] xR

l,l/ —

_1
On va alors estimer (1 + [v])" "' M, > Q(fr,(2'0), f17 (2" ,v)) successivement
sur 2, Q et 2. On rappelle que d’aprés I’énoncé de la proposition 1,

fin = Jfin + fK1 ’
avec
A= MA(=1)b et fET = MP(—10)bP~.
On est donc ramené & étudier 2Q(f7 (2/,v), ff (2" v)). L'inégalité (3.7.52)

appliquée sur le domaine €2, s’écrit:

Y
sup [(1+ o))" M. 2 Q(fiey (2 0). fict (2 0))]

(z,0)€Q4

_1
< sup [(1+ o) M2 fry (2 )
(z,v)EQ4

x s |(L oML MAL)b (2 0))]
(z,0)eQ4

D’apres la définition de M,, il existe ¢ > 0 tel que

_1 1
M, 2 MA(—=10)<c et M.>M*(1w)<c

De plus,
1 r _% A—y
sup = (1 + [v])" M, * fiey (2'0)]
(xv)ey €
= 1 1 -
<c sup (L4 ol e EE (AT b)) 2o
(z,0)€[—1,1]xR3 € €
« 1+=x
<c  oswp |+ ) e TR (—= ).
(z,0)€[-1,1]xR3 €
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Or, d’apres ([7], [2]), il existe ¢ > 0 tel que tel que pour tout v €]0,p],

© 1
sup |1+ o]) e E b (L
(z,0)€[—1,1] xR3

v)| <e.

D’ou, il existe ¢ > 0 tel que

1 1.1 _ -
o O MR QUR ) it () | < @
x,v)ell_

Par un raisonnement analogue, on montre qu’il existe ¢ > 0, tel que

1 L _ N
Lo (14 [ol) M. *Q(fiy (@) fii (" v)| < @
x,v)ell_

et

_1
S (14 )™ M2 Q(f ey (2 0), fid (2" )| < @
T,v)€E

On obtient des inégalités analogues pour

QU (@' ). fiey (2" v))

ainsi que pour les autres termes de A. Ceci termine la preuve du lemme

3.7.2. U

Preuve du théoreme 3.6.1.
Pour nj; assez proche de n; et pour certains Tj; assez proche de T7, le
développement asymptotique

(fito +efit +E2f8 + 3 fa fho +efE + 212 + 3 f5)

a été déterminé. Pour e assez petit, le théoreme 3.7.1 controle le reste
(fA,fEF). Ceci montre le théoreme 3.6.1. O

Remarque 22. En augmentant 'ordre du développement asymptotique, on
peut obtenir un reste a tout ordre.
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Chapitre 4

Modeles hydrodynamiques
inélastiques pour la diffusion
d’impuretés dans un gaz.

Travail effectué en collaboration avec Lorenzo Pareschi, Université de Fer-
rare, accepté pour publication dans Math applied letters.

4.1 Introduction

Par une équation de Boltzmann linéaire inélastique, on peut décrire I’évolution
d’un gaz granulaire constitué de particules de masse m entrant en colli-
sion de maniere inélastique avec un fluide en équilibre thermodynamique
constitué de particules de masse my. Par exemple, le cas de fines particules
polluantes interagissant avec I'air ou un autre gaz est traité dans [5]. Lors-
qu’on s’intéresse aux modeles fluides obtenus en prenant les moments de
I’équation de Boltzmann inélastique, on voit que la seule quantité conservée
est le nombre de particules inélastiques ([9]). Il en résulte qu'une approche
hydrodynamique conventionnelle de type Euler entraine une seule équation
décrivant I'advection de particules inélastiques ayant la méme vitesse que le
fluide.

Le but de ce chapitre est de trouver des modeles hydrodynamiques pour de
telles équations de Boltzmann qui fassent intervenir des équations dissipa-
tives pour la quantité de mouvement et la température du gaz. On présente
un ensemble fermé d’équations d’Euler inélastique pour des molécules Max-
welliennes comme celui considéré dans ([9]).
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Avant de décrire plus précisément le probleme considéré, mentionnons divers
travaux traitant du méme probleme. Dans ([9]), les auteurs montrent dans
le cas d'un noyau Maxwellien 'existence et 1'unicité d’un état d’équilibre
pour I’équation de Boltzmann linéaire inélastique. Cet état d’équilibre est
une fonction Maxwellienne possédant la méme vitesse macroscopique que le
fluide, mais de température inférieure. Ce résultat a été généralisé au cas
des spheres dures dans ([6]).

Dans ([10]), un modele hydrodynamique de type Euler inélastique est dérivé,
pour des collisions supposées presque élastiques. La masse et la quantité
de mouvement sont conservées mais 1'énergie ne l'est pas. Dans ce cas
I'opérateur de collision inélastique se décompose en la somme de 1'opérateur
de Boltzmann classique plus un opérateur dit de friction responsable de la
dissipation de I'énergie. Une étude numérique est effectuée dans ([7]).

Ce chapitre est organisé comme suit. La deuxieme partie traite du modele
de Boltzmann linéaire inélastique et d’un modele pour des molécules Max-
welliennes. La troisieme partie considere la fermeture pour le systeme des
trois premiers moments et dérive un systeme d’Euler inélastique.

4.2 L’équation de Boltzmann linéaire inélastique.

On considere 1’équation de Boltzmann linéaire inélastique

Z_{(t,x,v) +v- V. f(txw) =Q(f,M)(tx,v), (4.2.1)

ou Q(f,My) est défini par

1

Q(faMl) = %

/R3 . B(v,w,w)[éf(v*)Ml(w*) — f(v)My(w)]dwdw.

(4.2.2)
(vi,w,) désignent les vitesses précolisionnelles. Elles sont données par les
expressions

vy = v—2a11__2%[q.n]n,
w, = v+2(1—-a) ] __2% [g.n]n. (4.2.3)

ol ¢ = v — w est la vitesse relative ([8] [14]), « et 3 étant des parametres
adimensionnés correspondant au rapport des masses et a l'inélasticité. Ils
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vérifient 0 < a<let 0 < g < % et sont donnés par les formules

o — my ’ 5:1_6'
mi+m 2

(4.2.4)

B(v,w,w) désigne le noyau de collision, \ le libre parcours moyen et e €]0,1]
le coefficient de restitution. Le cas e = 1 correspond aux collisions élastiques.
Cette équation linéaire décrit 1’évolution de la fonction de distribution f(t,z,v)
de particules de masse m ( repésentant le gaz granulaire ) entrant en col-
lision de facon inélastique avec un fluide donné constitué de particules de
masse m;.

Le fluide est supposé étre a ’équilibre thermodynamique avec une vitesse
uy et une température T Cela signifie que sa fonction de distribution M,
est la Maxwellienne normalisée donnée par

1
(27TR1T1)%

v —u1|2)
— Tap 1 )

M —
1(v) 2R, T}

exp ( (4.2.5)

avec R; = % et kg, la constante de Boltzmann.
Remarque 23. La limite élastique correspond au cas 3 — 0.

Dans ces conditions, on montre (cf [9, 6]) que les états d’équilibre station-
naires sont donnés par les distributions Maxwelliennes proportionnelles a

froN mo \3/2 _m|v—u1|2
M(v) = (27rRTﬁ> P ORTE [ (426)
ou
f ks o (—a(-R
S om’ T 1-a(1-p8) RV

On remarque que M* possede la méme vitesse macroscopique que le fluide
et une température inférieure a celle du fluide. On se place dans un cadre
de molécules Maxwelliennes, i.e d'un noyau de collision

Blvww) =S, (vww)€R> xR x§% (4.2.7)

Ce modele pour molécules Maxwelliennes est alors donné par

s, S
a—J; +v-V,f = Y A%XSQ[éf(v*)Ml(w*) — f(v)M;(w)]dwdw. (4.2.8)
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4.3 Limite hydrodynamique et équation d’Euler.

Afin d’éviter le terme e% dans (4.2.8), il est utile de considérer la forme faible
de (4.2.8). Plus précisément, on définit par (-,-) de la maniere suivante. Etant
donné une fonction test réguliere p(v),

00)= [ o), pelivelt

v

Alors
@) =5 [ [ ) - oD oM wideds, (439

ol la vitesse post-collisionnelle v* est définie par
v =v—2a(l - f)(q w)w. (4.3.10)

On remarque que ¢ = 1 est un invariant de collision contrairement a ¢ = v
et ¢ = v

L’existence d'un équilibre Maxwellien pour une température non nulle (4.2.6)
permet de construire des modeles hydrodynamiques pour le flot granulaire
considéré, de facon analogue a la dérivation du systeme d’Euler a partir
de I'équation de Boltzmann. Ce faisant, on obtient des équations pour la
quantité de mouvement et 1’énergie, satisfont un systeme de la forme

0, 1, » 3. -
§(P<§(|U| +-T) = S,

0
(pu> :Slv 9

ot
ou S; et 5’1 sont des termes dépendant de u; et 17 seulement. Or ce systeme
étant trivial, la masse p est la seule variable hydrodynamique pour laquelle
une équation non triviale peut étre dérivée, a savoir I’équation d’advection
([9]) )
a—? +V - (pur) = 0. (4.3.11)
Dans le but de réaliser une fermeture pour les équations des quantités de
mouvement et de la température qui soit dissipative, on suppose que la
fonction de distribution f est une Maxwellienne locale ayant la vitesse et la
température du gaz polluant.

__ ety o ud)l
M(zw,t) = R T p< SRT(wd) ) . (4.3.12)
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En prenant ¢ = v dans (4 3.9), on obtient

waon) = =202 [ [ - wuasani
R3
. (4.3.13)
omme o
(¢ w)wdw = —q. (4.3.14)
s2 3
(4.3.13) possede l'expression suivante,
—4a(l —
oo = =205 [ [ arwin)o - wdude. (1315
]R3 R3
Etant donné que
/ vM©W)dv = pu et / wMy(w)dv = uy, (4.3.16)
R3 R3

I’équation vérifiée par le premier moment possede ’expression suivante

0 _ 4Sa(1-p)
atpu+v (pu®@u) + V(pT) = —

Pour le second moment, on calcule (4.3.9) avec ¢ = $|v|*. Donc,

plu; —u). (4.3.17)

GlP.Qun) = / L2000 e-e)

+ 40*(1-5)%q- w” (v) My (w)dwdvdw.
(4.3.18)
Or ([2],[6]),
/ g w|dw = %ﬂqlz, (4.3.19)
SQ
a0 wpo = Fig-w. (4:8.20)
s2

D’ot, en intégrant le membre de droite de (4.3.18) par rapport a la variable
w, on obtient
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Glorean) = ZRU=DE [ o)
4o (13;5) S/R% /R |q[2M (0) M (w)dwdv.  (4.3.21)

De plus,

[ wBM@do = puf +38), [ PM @)= plln + 3R
d’out

/R3 /Ra<‘v|2 —v-w)M(v)M;(w)dwdv = p(3RT + |ul* —u-u;) (4.3.22)
et

/ |q‘2M<’U)M1(U))dU)dU = p(3RT + 3R1T1 + ‘U‘Q + ‘U1|2 — 2U1 . u)
R, /RY

(4.3.23)
D’apres (4.3.23) et (4.3.22), le membre de droite de (4.3.21) est égal a

D = 2a*(1 - B)*p(3RT + 3RTy + |ul* + |u1|* — 2u; - u)
— 2a(1 = B)p(3RT + |ul* — u - uy). (4.3.24)

Finalement, on obtient le systeme d’Euler inélastique suivant:

(0
a—§+V-(pU)=0,
0  45a(1- p)
PtV (pu®u) + Vo(pT) = ————p(ur — u)
o, 1 , 3 1 o 5.\ 4pS

\ @(P(§|U| +§T))+V'(/)(§\U\ +§T)) = D(z,t)
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4.4 Conclusion

On a dérivé des approximations hydrodynamiques pour des équations de
Boltzmann linéaires et inélastiques qui mettent en jeu les équations pour
la vitesse macroscopique et la température des particules. Dans ce but, la
fermeture du systeme des moments est réalisée par rapport a un état loca-
lement Maxwellien qui ne constitue pas un état d’équilibre pour l'opérateur
de Boltzmann. Ainsi, un systeme d’Euler inélastique est dérivé.
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Chapitre 5

Simulations hybrides de
Monte-Carlo pour la diffusion
d’impuretés dans Dair.

Travail effectué en collaboration avec Lorenzo Pareschi et Elisa Ferrari de
I"Université de Ferrare.

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse a I’écoulement d’un mélange de N especes
différentes d’'impuretés. Elles sont traitées comme des gaz granulaires inélasti
ques et sont constituées de particules de masses m; et de diametres §; (i =
1,2,...,N), interagissant avec un fluide, par exemple de l'air, constitué de
molécules de masses my, et de diametre J,. Soient f;(z,v,t) et fy(z,v,t) les
fonctions de distribution respectives du polluant numéro 7 et de I'air. Leur
évolution peut étre décrite par un systeme couplé de N + 1 équations de
Boltzmann inélastiques pour des spheres dures:

N

of; 1 1
9 TV Vafi= > = Qi (firf3) + = Qip(firfo)
j=1 T ib
o : N (5.1.1)
b
: vm = ’ — j j ) )
5 +v fo 5 Qv (fo,fp) + ;:1 ) Qjp(firfo)
out=1,....N et g = €ji, €i = €vi, € = pp sont les nombres de Knudsen

correspondant aux interactions.
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Les collisions sont supposées inélastiques avec les coefficients de restitution
respectifs e;;, e;, €, dans [0,1]. On se place dans un cadre de spheres dures.
Les opérateurs de collision de Boltzmann Q; ;(f;,f;), pour ¢,j = b,1,... N,
peuvent alors s’écrire sous la forme:

5, 1
Quj(fiti) = 5= | {aw)] {_in@*)fj(w*) — fi(v) fi(w)| dwdw, (5.1.2)
T JRr3xS2 eij
ou ( ) désigne le produit scalaire euclidien, ¢ = v — w est la vitesse relative,

5, | |
0 = — 5 ! correspond & la distance entre les centres des particules et

w e S?.
Les vitesses précollisionnelles v, et w, sont données par le systeme

1
ve=v—0aj 1+ — ) (v—www

€ij (5.1.3)

we=w+a; |1+ —)(v-www,

€ij
ol qj = ﬁ, de telle sorte que avj; = 1—av;, pour (i,5) € {b,1,--- ,N}2.
m; + m;

Les vitesses précolisionnelles correspondent aux vitesses qui engendrent les
vitesses (v,w) apres le choc. Notons (v*,w*) les vitesses post-colisionnelles,
c’est a dire engendrées par (v,w) apres le choc.
Le nombre de particules de chaque espece est conservé car

/R3 Qi;(fi,fj)dv =0, {i,j} € {b1,--- N} (5.1.4)

et la quantité totale de mouvement est conservée car

N
Z/S mbUQb,j(fb,fj)dU—i- /3 mp v Qp (o, f) dv

N N
+Z/Rgmini,j(fi,fj)dH;/Rgmiu@,b(fi,fb)dv:0. (5.1.5)

i,j=1
Cependant, 1’énergie se dissipe car:

(V" —wrw) = —e;; (v —ww), (5.1.6)
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ou e;; € ]0,1[. En effet, & partir de la relation (5.1.6) et de la conservation
de la quantité de mouvement apres la collision,

mv* + mw* = mv + myw, (5.1.7)
le mécanisme collisionnel suivant est obtenu

{ vt =0 —aji(l+e) (v —ww)w (5.1.8)

*

w' = w+a;j(l+e;)(v-—ww)w.

On introduit les parametres d’inélasticité

de telle sorte que l'on puisse réécrire (5.1.8) de la maniere suivante

v = v —2a; (1= Fy) v —www
{wﬁ:w+2ﬂ—qmﬂ—@ﬁ@_wwwl (5.1.9)

Cela entraine la relation
mmq

(B(1 = B)lanl*) <0

o 2+ s [ = fof? = o = —4T2
qui exprime la dissipation de I’énergie.

Remarque 24. Les systémes (5.3.3) et (5.3.4) peuvent étre obtenus en
inversant le systéme (5.1.3).

Dans ce chapitre, on décrit dans un premier temps le modele physique,
puis on présente la méthode numérique ce qui permet d’obtenir dans une
derniere partie un certain nombre de résultats numériques. Pour les simula-
tions numériques, on supposera que le fluide est homogene en espace et que
sa distribution est maxwellienne. Quant au polluant, il ne sera pas supposé
homogene en espace.

5.2 Le probleme du polluant.

Dans le cas d’'un mélange de fines particules de polluant évoluant dans un
fluide, le modele peut étre simplifié en utilisant deux considérations:

— Ces particules sont en nombre suffisamment faible ie, les gaz granu-
laires ie polluants sont suffisament raréfiés, par rapport au nombre de
molécules du fluide, pour supposer qu’il n'y a pas de collisions entre
elles.
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— On suppose le fluide a I’équilibre thermodynamique, a la température
T, et a la vitesse macroscopique uy, et sa fonction de distribution égale
a la Maxwellienne normalisée:

my 3/2 my|v — up|? 3
My(v) = 3T, exp a1 [ veR’.

la premiere hypothese revient a supposer, pour ¢,j = 1,...,N, g;; >> 3 >

gy , de telle sorte qu’on puisse négliger les termes ei Q(fi,f;) dans le systeme
ij

(5.1.1).

Si f, = M, et que l'on fait 'hypothese que l'air est un gaz parfait, ses
moments satisfont le systeme d’Euler ([9]):

(0
£+vm'<pbub> =0,
0
/;)tUb + Vo - (poup @ up + ppT3) = 0, (5.2.1)
o0F,
8—tb + V (Ebub -+ prbub) =0 ,

ou la densité p,, la vitesse macroscopique uy, la température macroscopique
T, et I'énergie Ej, sont données par:

oy e (5.2.2)

Le systeme (5.1.1) peut donc s’écrire en utilisant N équations de Boltzmann
linéaires inélastiques simplifiées:

of; 3
vVt = 5 [ gl A = A0 )| duds
Jo = My,

(5.2.3)
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oug=v—wetet=1,...,N. Dans ces conditions, il est possible de prouver
([11], [17]) que les noyaux des opérateurs de collision @);; sont constitués
des fonctions de distribution Maxwelliennes suivantes:

by M \3/2 _mi|v—ub|2 5
M;(v) = (271'Tﬁ> exp o (- veR?, (5.2.4)

ayant la méme vitesse macroscopique que le fluide, et une température égale

a
i (L= aw) (11— Fa)
Y= (1= Ba)
Les températures sont inférieures a celles du fluide. L’existence pour chaque
constituant ¢ d’un équilibre Maxwellien a une température non nulle per-
met de construire des modeles hydrodynamiques pour le flot granulaire
considéré. Dans le chapitre précédent, on a dérivé un systeme d’Euler met-
tant en jeu des équations pour la vitesse macroscopique et la température
des particules de polluant ([5]).

T (5.2.5)

5.3 Méthodes hybrides

5.3.1 Présentation.

On se place dorénavent dans le cas ou N = 1, le cas NV > 1 pouvant se traiter
de maniere analogue. On se restreint au cas ou le fluide est homogene en
espace (et non le polluant). Le probleme (5.2.3) est alors réduit au systeme

0 52 1
Svovir= o [l [;f(w)fb(w*) = F) fu(w)] dwds
fo=M,

(5.3.1)
ou f = fi est la fonction de distribution des particules polluantes, § = dy,
est la distance entre les centres des particules, e = ey, est le coefficient de
restitution et € = &3 est le nombre de Knudsen.

5.3.2 Les Schémas TRMC. (Time Relaxed Monte Carlo.)

Les méthodes TRMC introduites dans ([10]) sont des méthodes numériques
servant a résoudre I’équation de Boltzmann dans un domaine ot le libre par-
cours moyen varie de valeurs tres petites, ou I'utilisation de la méthode de
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Monte-Carlo devient cotiteuse a des valeurs ou 'utilisation de cette derniere
est pertinente. Pour de grands nombres de Knudsen, elles sont définies
comme la méthode classique Monte Carlo (DSMC) tandis que pour les petits
nombres de Knudsen, elles remplacent la fonction de distribution par une
Maxwellienne locale. Le point de départ de la méthode est le splitting usuel
en temps de I’équation de Boltzmann dans (5.3.1). Il consiste a résoudre
séparément une équation de transport pur (i.e. a remplacer ) par 0), puis
I’équation de Boltzmann homogene en espace (i.e a remplacer V, f par 0).
Les principales difficultés résident dans la deuxieme étape dont on rappelle
les grandes lignes. C’est pour cela que 'on va s’attacher a la discrétisation
en temps de I'équation de Boltzmann homogene

of _1
ot ¢
On I’écrit sous la forme ([10], [5])

of 1
9

QUf M) . (5.3.2)

L= [P uf] (533)

avec la condition initiale f(x,v,t =0) = fo(z,v) ol p # 0 est une constante

et P un opérateur bilinéaire positif. L’expression de P sera donné ultérieurement
par I’équation (5.3.12). On effectue les changements de variable et d’incon-
nues suivants

7= (1—e™e), F(v,r) = f(uv,t) e/e. (5.3.4)

La variable 7 peut étre considérée comme un temps relaxé.
L’inconnue F' doit satisfaire

or 1
9 = ; P(F,M,),
F(v,0) = fo(v). (5.3.5)
En effet,
0 0 uwt Ot
S P) = (e o,
. 8 M pt €
= (G0 +Erwn) e,

1
= ZP(F,M,).
7
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Dans ce cas, la solution du probleme de Cauchy (5.3.5), peut s’écrire comme
une série formelle ([10], [7]), appelée somme de Wild de la fagon suivante

= > T h©), fizolv) = folv). (5.3.6)

Compte tenu du fait que

o0

Ze 1—6_?)k:1,

k=0

en remplagant dans la formule (5.3.5), M, par

sz 1 —67?)k,

on obtient que les fonctions f; satisfont la formule de récurrence,

k

Jra(v Z

En revenant a f et a la variable ¢, on obtient le systeme

P(fn,My), k=0,1,... (5.3.7)

7;IH

e e}

f(v,t) — e*ﬂt/s Z (1 _ e*ut/e)k fk(v)
=0 (5.3.8)
fer1(v Z (fn, M) .

Cette représentation permet de dériver une classe importante de schémas
numériques en utilisant une troncature pour m > 1 dans la premiere ex-
pression du systeme (5.3.8):

1
‘L

m

Frtl(y) = enAt/e Z (1 —MAt/a) Fr(v)+ ( e—uAt/e)mHMti(v) . (5.3.9)

k=0

ou f™ est une approximation de f au temps nAt, At étant un petit intervalle
de temps et M*(v) = M?(v) est P'élément du noyau de Q, donnée par (5.2.4).
Les fi sont définis par la formule de récurrence donnée par la seconde
équation du systeme (5.3.8) prise pour f = f". Cette formule de récurrence
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sur k débute par f! = f™ qui constitue une approximation de f(nAt).

11 est démontré ([10]) que les schémas obtenus de cette maniére sont d’ordre
m et qu’ils conservent les moments.

Par exemple, si on tronque les séries a m = 1, on obtient le schéma TRMC
du premier ordre caractérisé par la formule suivante,

fn+1 _ e—uAt/afgb + e—uAt/e(l _ e—MAt/a)fln + (1 . e—MAt/g)QMﬁ
= Af+ Bfr+ CM?,

(5.3.10)
ou fil = fret fIr = %P(f”,Mb).
Etant donné que A,B,C sont des constantes positives et que A+ B+C =1,
le schéma peut avoir l'interprétation probabiliste suivante:
Une particule extraite de f' ne subira pas de collisions avec une probabilité
A, entrera en collision avec une particule extraite de M, avec une probabilité
B et sera remplacée par une particule échantillonnée a partir de M* avec
une probabilité C'.
Remarque 25. Lorsque le nombre de Knudsen est grand, le paramétre C'
tend vers 1 et la méthode TRMC' du premier ordre correspond a la méthode
classique DSMC. La méthode d’Euler explicite appliquée a l’équation (5.3.3)
peut s’écrire

ALY o NP

€ 2 1 (5.3.11)
At At - _
= (1 - ) B = Ag 4 BA

ot A+ B =1 et A,B >0 pour la condition CFL suivante: pAt/e < 1.
De plus le schéma TRMC ne requiert pas de condition CF'L car

_ pAt

e = € [0,1].

5.3.3 L’algorithme de tri dans un domaine bidimensionel.

On simule le transport et la diffusion de N particules polluantes entrainées
dans un domaine de dimension 2 contenant un fluide, caractérisé par des
quantités macroscopiques homogenes. On prend une densité p, égale a 10,
une température Ty égale a 1 et une vitesse macroscopique nulle. On considere
comme instant initial le moment ou le polluant commence a se diffuser dans
le domaine. Ce phénomene se produit a partir d’une source située a la po-
sition (0.3;0.5) dans le domaine. A I'instant initial, le polluant posseéde une
densité p; = 1, une température 7} = 10 et une vitesse macroscopique
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u; = 0. La simulation est réalisée pour un domaine a deux dimensions en
espace de la forme [0,L,] % [0,L,]. La grille de calcul est divisée en M cellules
dans la direction x et en L cellules dans la direction y. De ce fait, les pas
d’espace ont pour tailles respectives dx = L—A; et dy = % Le nombre total
de cellules est Ne = M x L.

Dans le but de simplifier ’algorithme, la cellule numéro ic, dans la direction
x et numéro ic, dans la direction y peut étre identifiée par

ic =icy + (ic, — 1) M,

oul <ic, < Metl<ic, <L.

Apres I'étape du transport, afin de réaliser 1’étape de collision, on choisit de

réordonner les particules, en utilisant 1'algorithme:

Algorithme 5.3.1 (2D Sorting). — Pour chaque cellule d’indice ic, on
définit Np.[ic] comme étant le nombre total de ses particules. Apres
[’étape du transport, on l’initialise a 0.

— Pour k wvartant entre 1 et N, on calcule le numéro ic de la cellule
dans laquelle la particule dindice k se trouve. Pour chaque particule
se trouvant dans la cellule, on augmente Np.|ic] de 1.

— On donne alors de nouveaux indices aux nouvelles particules en partant
de la premiere particule de la premiere cellule.

5.3.4 Implémentation du schéma TRMC.

Calcul de p.

I s’agit d’écrire I’équation (5.3.2) sous la forme (5.3.3). On considere le
probléme homogene en espace (5.3.3), ou l'opérateur P(f,f;), est donné
dans le cas des modeles V HS (variable hard spere) par la formule

PUL = @) + 1) (n=n [ po-ulfwdn).  (B312)

L’opérateur Q*(f,fp) est le terme de gain de 'opérateur de collision Q(f, f3).
Pour que P(f,f;) ait un signe positif pour toute fonction de distribution f
(positive), il suffit de choisir p tel que

> 47r/ v —w]| fy(w) dw, v € R (5.3.13)
R3
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En général, cette condition ne peut pas étre satisfaite pour tout v € R3.
Pour y remédier, on tronque le noyau de collision ie on remplace |v — w/| par
le noyau borné |v — wly, défini par

o= wly, = min (v - w] %),
ou X est une constante strictement positive donnée. Il suffit alors de choisir
p=4rXpy,

ol p, est la densité du fluide.

Choix de X.

Contrairement au cadre de la méthode classique DSMC ([1], [4], [3]), ou le
calcul s’effectue avec le méme ensemble de particules, dans notre situation,
v est distribuée selon f et w selon M,. Afin d’estimer ¥, on peut choisir

S = max v, — o] + max |u, — al + [0 — 1],
i J

ou u et v désignent les vitesses macroscopiques respectives du fluide et des
particules de polluant échantillonnées. C’est ce choix de Y qui sera retenu
pour les simulations effectuées au paragraphe suivant.

Méthode de Nambu-Babovsky.

On applique la méthode classique de Nambu-Babovsky pour les modeles
V HS (variable hard sphere) avec la stratégie d’acceptation-rejet de Nambu-
Babovsky, de telle sorte que la collision entre une particule de polluant, ayant
une vitesse v;, et une particule de fluide, avec une vitesse w;, se produise
seulement si

NE < v —wyl,

ou £ € [0,1], est une variable aléatoire uniformément distribuée.

Remarque 26. La constante ¥ doit étre choisie suffisamment petite pour
éviter certains rejets inutiles. Un choiz idéal serait

Y = max; ;|v; — wj|.
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5.4 Reésultats numériques.

La simulation numérique représente I’écoulement du gaz polluant a I'intérieur
du domaine pour certaines valeurs de « et de ¢ et pour f = 0.1. On a
représenté a différents instants la densité de polluant dans le domaine.

La simulation est effectuée a partir de deux méthodes numériques: une
méthode DSMC et une méthode TRMC d’ordre 1. Au temps t = 0, la
figure (5.1) représente la densité initiale de polluant qui commence a étre
injecté dans le domaine & partir d'un point source. Les figures ( 5.2, 5.4)
représentent la densité du polluant dans le domaine pour des temps respec-
tifs de 0.5s et 0.9s, pour o« = 0.01 et pour € = 1. Les vues de dessus pour
ces mémes temps de calcul mettent en évidence la diffusion des particules
de polluant a l'intérieur du domaine. Notons au passage que les méthodes
TRMC et DSMC fournissent des résultats numériques analogues. Cela s’ex-
plique par le fait que 1'on est loin du régime fluide.

Par ailleurs, lorsque le fluide possede des molécules plus lourdes, son in-
fluence sur le polluant est plus importante. Cela est illustré par les figures
(5.6, 5.7) qui repésentent la densité de polluant pour 0.4s lorsque a = 0.05,
(6 =0.1 et e =1. On remarque que, comparée a la situation précédente, le
polluant s’est davantage diffusé dans le domaine.

En outre, lorsqu’on se raproche du régime fluide, on note une différence de
comportement entre les deux schémas. Ce propos est illustré par les figures
(5.8, 5.9) réalisées pour « = 0.01, 5 =0.1,t =0.8s et € = 0.1.
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Initial

0 0

Fi1c. 5.1 — Densité initiale de polluant.
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DSMC TRMC

10, o 10
8 8.
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04, 0,

0 0 0 0

Fi1a. 5.2 — Densité de polluant pour o« = 0.01, 8 = 0.1, t = 0.5s, ¢ = 1 pour les
schémas DSMC et TRMC.
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DSMC TRMC

2.5

0.5
02 04 06 038 02 04 06 038

Fi1G. 5.3 — Densité de polluant pour o = 0.01, 8 = 0.1, t = 0.5s, € = 1, pour les
schémas DSMC et TRMC. Vue de dessus.
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DSMC TRMC

10, o 10
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0 0 0 0

Fi1a. 5.4 — Densité de polluant pour o = 0.01, 8 = 0.1, t = 0.9s, ¢ = 1 pour les
schémas DSMC et TRMC.
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DSMC TRMC
11

0.9

0.8

0.7
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0.5
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02 04 06 038 02 04 06 038

Fi1Gc. 5.5 — Densité de polluant pour o« = 0.01, 8 = 0.1, t = 0.95 ¢ = 1 pour les
schémas DSMC et TRMC. Vue de dessus.
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DSMC TRMC
10, o 10
8 8

= E
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Fia. 5.6 — Densité de polluant pour o = 0.05, 8 = 0.1, t = 0.5s € = 1 pour les
schémas DSMC et TRMC.
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DSMC TRMC
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02 04 06 038 02 04 06 038

Fi1G. 5.7 — Densité de polluant pour o = 0.05, 8 = 0.1, t = 0.4s, € = 1 pour les
schémas DSMC et TRMC. Vue de dessus.



5.4. RESULTATS NUMERIQUES. 193

DSMC TRMC
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Fia. 5.8 — Densité de polluant pour o = 0.01, 8 =0.1, t = 0.8s, € = 0.1, pour les
schémas DSMC et TRMC.
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DSMC TRMC
1.4

1.2

0.8

0.6

0.4
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02 04 06 038 02 04 06 038

Fi1G. 5.9 — Densité de polluant pour oo = 0.01, 3 = 0.1, t = 0.8s, € = 0.1, pour les
schémas DSMC et TRMC. Vue de dessus.
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Chapitre 6

Perspectives.

e Concernant le chapitre 2, on peut considérer le méme probleme avec des
potentiels mous, sachant que le résultat a déja été obtenu dans ([3]) pour un
gaz a une composante et des condition de bord de type données rentrantes.
On peut également envisager le méme cas que celui du chapitre 2 pour des
molécules de masses moléculaires différentes.

e Pour le chapitre 4, le cas ou le gaz non condensable devient négligeable
peut étre traité. Les résultats numériques ont démontré que le gaz non
condensable venait se loger dans une couche mince proche de la paroi du
domaine ot le gaz condensable se condense ([1], [2]).

e Pour le chapitre 5, on peut envisager un modele non homogene en es-
pace pour l'air. Dans ce cas, la simulation s’effectue en utilisant un schéma
hybride dans lequel
— les quantités macroscopiques py,up, T, peuvent étre déterminées en uti-
lisant des méthodes de volume fini ou de différences finies.

— la distribution des particules de polluant est déterminée avec une
méthode TRMC.

Les deux étapes sont reliées en échantillonnant les vitesses macroscopiques
des distributions Maxwelliennes M, = M (py,up,T}) en utilisant 1’algorithme
de Box-Muller. Afin de réduire les fluctuations, on utilise la méthode de
Pullin ([5]).

On peut aussi considérer un modele ou les particules de polluant se situent
dans un milieu réactif. Il s’agit alors de coupler la diffusion des particules
avec des réactions chimiques ([4]).
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