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thousiasme qu’elle m’a communiqué. Son perfectionnisme et sa rigueur m’ont
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mon jury. Je tiens à le remercier à nouveau pour ses remarques et ses conseils
avisés.
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qui m’a initié aux EDP. Qu’ils trouvent ici toute ma gratitude. Je remercie
chaleureusement Florence Hubert, Claudia Negulescu et Clément Rau qui
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3.6.2 Un problème linéarisé. . . . . . . . . . . . . . . . . . 114
3.6.3 Décomposition du terme reste. . . . . . . . . . . . . . 115
3.6.4 Forme exponentielle. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121

3.7 Contrôle du terme reste. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124
3.7.1 Estimations L2 sur le terme reste. . . . . . . . . . . 124
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5.3.4 Implémentation du schéma TRMC. . . . . . . . . . . 183

5.4 Résultats numériques. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 185



TABLE DES MATIÈRES 7
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Chapitre 1

Introduction générale.

Dans ce qui suit, on introduit le cadre puis les différents problèmes étudiés.
Après avoir donné quelques rappels sur l’équation de Boltzmann dans un
domaine borné et les différentes conditions de bord du domaine, on présente
en 1.3.7, les quatre problèmes étudiés dans la thèse. Ils consistent en l’étude
cinétique de gaz à plusieurs composantes. En premier lieu, on établit un
résultat d’existence pour un système couplé de deux équations cinétiques
pour un gaz à deux composantes, dans un cadre stationnaire, pour des po-
tentiels durs. Dans le chapitre suivant, on se restreint à une situation de
sphères dures autour d’une Maxwellienne absolue et on donne un résultat
d’existence pour le même système à l’aide de développements asympto-
tiques et de restes contrôlés. On met en évidence un phénomène d’effet
fantôme et un système hydrodynamique limite lorsque le nombre de Knud-
sen tend vers 0. Dans les deux derniers chapitres, on étudie l’évolution de
la diffusion d’impuretés dans un gaz à l’aide d’une équation de Boltzmann
linéaire inélastique. On dérive un système fluide et on effectue des simula-
tions numériques par des méthodes de type Monte-Carlo.

1.1 Equation de Boltzmann.

1.1.1 Définitions.

Dans les années 1870, l’équation de Boltzmann a été introduite pour décrire
un gaz raréfié formé de particules sphériques de diamètre r, identiques sans
moment cinétique et donnant lieu à des collisions binaires élastiques. L’en-
semble des particules d’une même espèce est représenté par une fonction
de distribution f(t,x,v), qui est positive et dépend de 3 variables, la vitesse
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v, la position x et le temps t. D’un point de vue physique, f(t,x,v)dxdv
représente le nombre de particules dans un volume (dx,dv) centré en (x,v).
Cette équation ([12], [9], [13], [8], [26]) s’écrit de la manière suivante:

∂f

∂t
(t,x,v) + v · ∇xf(t,x,v) = λQ(f,f)(t,x,v),

où λ est un paramètre qui mesure le nombre moyen de collisions par unité
de temps subies par une particule test.
Le membre de gauche correspond au transport libre des particules et le
membre de droite aux collisions. L’opérateur de collision Q(f,f) est un
opérateur intégral, quadratique en f qui agit sur la variable v, et est défini
par

Q(f,f) =

∫

R3

∫

S2

B(v − v∗,ω)[f(t,x,v′)f(t,x,v′∗) − f(t,x,v)f(t,x,v∗)]dωdv∗,

(1.1.1)

où

v′ = v − 〈v − v∗ , ω〉ω, v′∗ = v + 〈v − v∗ , ω〉ω,
et ω parcourt la sphère unité S2 de R3. Il peut être formellement séparé
en deux parties entre un terme de gain et un terme de perte de la manière
suivante:

Q(f,f) = Q+(f,f) −Q−(f,f),

avec

Q+(f,f) =

∫

R3

∫

S2

B(v − v∗,ω)f(t,x,v′)f(t,x,v′∗),dωdv∗

et

Q−(f,f) =

∫

R3

∫

S2

B(v − v∗,ω)f(t,x,v)f(t,x,v∗)dωdv∗.

Les vitesses v et v∗ représentent les vitesses des particules avant collision
tandis que v′ et v′∗ désignent les vitesses après collision. Le caractère élastique
des collisions se traduit, au niveau microscopique, par la conservation de la
quantité de mouvement, de l’énergie cinétique du système constitué des deux
particules qui entrent en collision. De façon plus précise, on a:

v′ + v′∗ = v + v∗, |v′|2 + |v′∗|2 = |v|2 + |v∗|2.
B s’appelle le noyau de collision. Il sera décrit dans le paragraphe suivant.
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1.1.2 Libre parcours moyen, nombre de Knudsen.

Etant donné un gaz situé dans un domaine Ω, on appelle libre parcours
moyen l, la distance moyenne que parcourt une particule sans subir de colli-
sion avec d’autres particules de gaz. Afin de mesurer le degré de raréfaction
d’un gaz, on définit le nombre de Knudsen ([9]), Kn par la formule suivante:

Kn =
l

L
,

où L désigne la taille de l’objet étudié. L’équation de Boltzmann s’écrit alors
([9], [11], [13])

∂f

∂t
+ v · ∇xf =

1

ε
Q(f,f),

où ε est un nombre proportionnel au nombre de Knudsen. Lorsque ε tend
vers 0, le milieu devient plus dense et on passe d’une description statistique
à une description de mécanique des milieux continus.

1.2 Le noyau de collision.

On considère souvent la classe des noyaux de collision B(z,ω) qui ne dépendent
que de |z| et du cosinus de θ, angle de déviation entre v et v′.
Il existe principalement deux modèles d’interactions différents: le modèle
des sphères dures et ceui des potentiels intermoléculaires.
Dans le modèle des sphères dures, B s’écrit ([9], [26])

B(z,ω) = | 〈z,ω〉 |.

Physiquement, les particules entrent en collision comme des boules de billard.
Dans la situation des forces intermoléculaires, deux particules se repoussent
avec une force proportionnelle à 1

rs où s ≥ 2 , r désignant la distance entre
les particules. Le noyau de collision peut alors se factoriser ([26]) de la façon
suivante:

B(z,ω) = |z|γb(cos(θ)), avec γ =
s− 5

s− 1
.

On a alors la classification suivante

Nomenclature usuelle 1. Le cas γ = −3 correspond à un potentiel Cou-
lombien.
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Le cas −3 < γ < 0 correspond à un potentiel mou.
Le cas γ = 0 correspond à un gaz de Maxwell.
Le cas 0 < γ < 1 correspond à un potentiel dur.

La fonction b présente une singularité pour θ = 0, car en 0,

sin(
θ

2
)b(cos(θ)) ∼ cθ

γ−3

2 .

La fonction b étant non-intégrable en 0, afin de donner un sens à la quantité
(1.1.1), en général on tronque b, en supposant que b(cos(θ)) est nul lorsque
θ dépasse une certaine valeur positive θ0 telle que θ0 <

π
2
. C’est ce que l’on

appelle la troncature de Grad.

Remarque 1. Pour les tests numériques, le modèle V HS (Variable Hard
Sphere) est couramment utilisé. Il correspond au cas où b est une fonction
constante ([13]).

1.3 Conditions aux bords.

Lorsqu’on se place dans un domaine Ω borné, on définit des conditions de
bord de la manière suivante. Pour tout point x ∈ ∂Ω, on définit next(x)
comme étant le vecteur normal extérieur à ∂Ω au point x. On contrôle
uniquement les quantités suivantes:

{f(t,x,v), t ≥ 0, x ∈ ∂Ω,〈v,next(x)〉 < 0}.

Cela signifie physiquement, que l’on agit uniquement sur ce qui rentre dans
le domaine.

1.3.1 Conditions rentrantes.

Ce sont les conditions les plus simples au niveau de la modélisation. On
connâıt dans ce cas, la distribution des particules entrant dans le domaine.
C’est la situation qui se produit lorsqu’on injecte du gaz dans un domaine.

f(t,x,v) = fb(t,x,v), t ≥ 0, x ∈ ∂Ω, 〈v,next(x)〉 < 0,

où fb est une fonction donnée au bord.
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1.3.2 Conditions aux bords de type réflexion spéculaire.

Si on considère que le bord de notre domaine est parfaitement élastique de
sorte qu’il ne puisse pas exercer de pression sur sa surface excepté selon sa
normale, on peut prendre comme conditions aux bords,

f(t,x,v) = f(t,x,v − 2next(x)〈next(x),v〉), t ≥ 0, x ∈ ∂Ω, 〈v,next(x)〉 < 0,

Cependant ce modèle pour les conditions de bord peut être amélioré dans
la mesure où un gaz peut exercer des pressions obliques contre la paroi du
domaine.

1.3.3 Conditions aux bords de type réflexion diffuse.

Ce sont des conditions de bord qui modélisent un gaz qui heurte une paroi
sans se condenser.

f(t,x,v) =

√

2πm

RT0

(

m

2πRT0

)
3
2

exp(− mv2

2πRT0

)

∫

〈v′,next(x)>0〉
〈v′,next(x)〉f(t,x,v′)dv′,

(x ∈ ∂Ω,〈next(x),v〉 < 0) ,

(1.3.2)

où T0 est la température du bord ∂Ω, R est la constante des gaz parfaits et
m est la masse d’une moécule de gaz.

1.3.4 Conditions aux bords de type Maxwell: α ∈ [0,1].

Les deux conditions de bord de type réflexion diffuse et de type réflexion
spéculaire peuvent alors se généraliser à une combinaison convexe de ces
dernières de la manière suivante:

f(t,x,v) = α

√

2πm

RT0

(

m

2πRT0

)
3
2

exp(− mv2

2πRT0
)

∫

〈v′,next(x)>0〉
〈v′,next(x)〉f(t,x,v′)dv′

+(1 − α)f(t,x,v − 2next(x)〈next(x),v〉),
t ≥ 0, x ∈ ∂Ω, 〈next(x),v〉 < 0.

où α s’appelle le coefficient d’accommodation.
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1.4 Chapitre 2: Etude d’un système d’équations cinétiques
pour un gaz à deux composantes situé entre deux

parois.

Dans le chapitre 2, on se place dans le cadre de l’équation de Boltzmann
stationnaire pour un gaz à deux composantes mécaniquement identiques
dans le cas d’un potentiel dur et pour la géométrie d’un barreau représenté
par [−1,1]. Elle est donnée par le système suivant:

ξ
∂

∂x
fA(x,v) = Q(fA,fA + fB)(x,v),

ξ
∂

∂x
fB(x,v) = Q(fB,fA + fB)(x,v),

x ∈ [−1,1], v ∈ R
3, (1.4.3)

où ξ désigne la composante de v dans la direction x. On démontre un
théorème d’existence dans L1 lorsque la composante A, possède un profil
de type données au bord rentrantes:

fA(−1,v) = kM−(v), ξ > 0, fA(1,v) = kM+(v), ξ < 0, (1.4.4)

où k désigne une constante positive déterminée lors de la résolution du
problème et la composante B des conditions de bord de type Maxwell dif-
fuses:

fB(−1,v) =

√

2π

T−

(
∫

ξ′<0

|ξ′|fB(−1,v′)dv′
)

M−(v), ξ > 0,

fB(1,v) =

√

2π

T+

(
∫

ξ′>0

ξ′fB(1,v′)dv′
)

M+(v), ξ < 0. (1.4.5)

M+ et M− sont les fonctions maxwelliennes normalisées suivantes

M−(v) =

(

1

2πT−

)
3
2

exp(− |v|2
2T−

) et M+(v) =

(

1

2πT+

)
3
2

exp(− |v|2
2T+

).

On appelle β-norme d’une fonction f , la quantité
∫

(1 + |v|)βf(x,v)dxdv.
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Le théorème d’existence démontré fixe dans un premier temps les β-normes
de fA et fB. La constante k des données rentrantes de (1.4.4) est une incon-
nue du problème. Il s’agit de généraliser les résultats obtenus par L.Arkeryd
et A.Nouri dans le cas d’une seule composante de gaz ([3], [6]). Ce travail a
été effectué d’un point de vue numérique par Aoki, Sone et Doi dans ([23])
lorsque l’opérateur de collision est l’opérateur BGK. Le principal résultat
de ce chapitre est le théorème suivant:

Théorème 1.4.1. Soit β tel que 0 ≤ β < 2. Alors, il existe un k > 0 et
il existe une solution faible (fA,fB) au problème stationnaire (1.4.3, 1.4.4,
1.4.5) telle que fA et fB ont une β-norme égale à 1.

La démonstration est basée sur un théorème de point fixe puis sur un pas-
sage à la limite dans la suite des approximations.
La compacité sur la suite des approximations est obtenue de deux manières
différentes selon que les petites vitesses sont tronquées ou non. Dans le cas
des troncatures des petites vitesses, on montre que la suite des approxi-
mations est fortement compacte en utilisant un lemme de moyenne ([12]).
Lorsque les troncatures des petites vitesses ont été éliminées par passage à la
limite, on obtient que la suite des approximations est faiblement compacte,
en contrôlant le terme de production d’entropie.
Dans la dernière partie, les extensions du théorème 2.1.1 suivantes sont
données:

Corollaire 1.4.2. Soient β ∈ [0,2[, mA > 0 et mB > 0. Alors, il existe
un k > 0 et il existe une solution faible (fA,fB) au problème stationnaire
(1.4.3, 1.4.4, 1.4.5) telle que fA et fB ont pour β-normes mA et mB.

Le corollaire est alors généralisé à la situation de NA composantes et NB

composantes:

Corollaire 1.4.3. Soient β ∈ [0,2[ et mA1
, · · · ,mANA

,mB1
, · · · ,mBNB

des
quantités positives. Alors, il existe des solutions faibles fA1

, · · · ,fBNB
au

problème stationnaire (1.4.3) de β-normes respectives mA1
,...,mBNB

.

Ce travail a été soumis pour publication.

1.5 Chapitre 3: Effet fantôme pour un système cinétique

pour un gaz à deux composantes.

Dans le chapitre 3, on considère dans un cadre stationnaire un mélange de
vapeur et de gaz non condensable situé entre deux phases de gaz condensé
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représentées par deux plans verticaux. On suppose que le modèle est ho-
mogène en espace dans les directions y et z. On est alors ramené pour la
variable d’espace au segment [−1,1]. Les fonctions de distribution fA et fB

des deux gaz sont solutions de l’équation de Boltzmann stationnaire ([9],
[13]):

ξ
∂

∂x
fA(x,v) =

1

ε
Q(fA,fA)(x,v) +

1

ε
Q(fB,fA)(x,v),

ξ
∂

∂x
fB(x,v) =

1

ε
Q(fA,fB)(x,v) +

1

ε
Q(fB,fB)(x,v),

x ∈ [−1,1], v ∈ R
3, (1.5.6)

avec

ε =

√
π

2
Kn =

√
π

2

l

2
,

et

l =
1√

2πd2nI

.

l désigne le libre parcours moyen des molécules de vapeur à l’état d’équilibre
à la température TI et à la densité nI et d correspond à leur diamètre.
La composante qui peut se condenser, notée A possède un profil de type
données au bord rentrantes:

fA(−1,v) = M−(v), ξ > 0, (1.5.7)

fA(1,v) =
nII

nI

M+(v), ξ < 0. (1.5.8)

La composante qui ne peut pas se condenser, notée B satisfait des conditions
de bord de type Maxwell diffuse,

fB(−1,v) =
√
πM−(v)

∫

ξ′<0

|ξ′|fB(−1,v′)dv′, ξ > 0, (1.5.9)

fB(1,v) =

√

π
TII

TI

M+(v)

∫

ξ′>0

|ξ′|fB(1,v′)dv′, ξ < 0, (1.5.10)

où M− et M+ sont les fonctions maxwelliennes normalisées suivantes

M−(v) =

(

1

π

)
3
2

exp(−v2) et M+(v) =

(

1

π(TII

TI
)

)
3
2

exp(− v2

TII

TI

).
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On se place dans un cadre où TII

TI
et nII

nI
sont proches de 1, ie dans un

cadre de perturbation autour d’une Maxwellienne absolue M−. Le système
à résoudre est donc un cas particulier de celui étudié au chapitre 2, mais
sa démonstration repose sur des arguments tout à fait différents, à sa-
voir l’usage d’un développement asymptotique et d’un terme reste qui est
contrôlé. De plus, on met en évidence le phénomène d’effet fantôme.
Dans un premier temps, on effectue un développement asymptotique des
solutions. L’ordre 0 met en évidence deux situations différentes par les
équations fluides qu’elles entrâınent: uH0 = 0 et uH0 6= 0, où uH0 est la
vitesse macroscopique de la somme des composantes. Seul le premier cas
est étudié dans ce chapitre, le second étant laissé en perspective. Pour le
premier cas, on obtient le système fluide suivant

∂

∂x
pH0 = 0, (1.5.11)

∂

∂x
(nH0u1,H1) = 0, (1.5.12)

nH0u1,H1
∂

∂x
TH0 =

γ2

2

∂

∂x

( ∂

∂x
(TH0)T

1
2

H0

)

, (1.5.13)

u1,H1 = −5

2
γc

T
1
2

H0

pB
H0nH0

∂

∂x
pA

H0, (1.5.14)

uB
1,H1 = 0, (1.5.15)

où nH , pH et TH désignent la densité, la pression et la température de
la somme des fonctions de distribution des deux composantes et nHi, pHi

et THi leurs termes respectifs d’ordre i. On remarque que la température
TH0 dépend de uH1. Ceci influence le comportement de (nH0,TH0) même si
son terme d’ordre 0 vaut 0. C’est ce que l’on appelle l’effet fantôme. Ce
phénomène a été mis en évidence pour le cas d’une composante de gaz dans
([24]) et pour le cas de deux composantes de gaz dans ([2], [4], [1], [16]).
Dans un premier temps, le système (1.5.11, 1.5.12, 1.5.13, 1.5.14, 1.5.15) est
fermé dans un état proche de l’état d’équilibre. Ensuite, afin de satisfaire
les conditions de bord, on rajoute une couche de Knudsen à chacune des
composantes pour chacune des parois. Il s’agit ensuite de contrôler le terme
reste rigoureusement avec la norme,

|f |r,β0
= sup

x∈[−1,1]

sup
v∈R3

|f(x,v)| exp(β0v
2),
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où β0 est une constante déterminée au cours de la démonstration. Cette
étude s’effectue en deux étapes. Dans un premier temps, on contrôle le terme
reste pour un problème linéarisé. Ensuite, on contrôle les termes restes des
problèmes non linéaires en montrant qu’ils sont limites d’une suite itérative.
Le résultat principal de ce chapitre est le suivant:

Théorème 1.5.1. Pour nII assez proche de nI , pour certains TII suffisam-
ment proches de TI et ε assez petit, il existe une solution (fA,fB) du système
(1.5.6, 1.5.7, 1.5.8, 1.5.9, 1.5.10) de la forme

(fA,fB) = (fA
H0 + εfA

1 + ε2fA
2 + ε3fA

R , f
B
H0 + εfB

1 + ε2fB
2 + ε3fB

R )

où

‖fA
R‖∞ + ‖fB

R ‖∞ ≤ cε
1
2 .

1.6 Chapitre 4: Modèles hydrodynamiques inélastiques
pour la diffusion d’impuretés dans un gaz.

Ce travail a été effectué avec Lorenzo Pareschi de l’université de Ferrare.
Il a été accepté pour publication dans la revue Math Applied Letters en 2005.

L’évolution d’un gaz granulaire constitué de particules de masse m entrant
en collision de manière inélastique avec un fluide en équilibre thermodyna-
mique constitué de particules de massem1 peut être décrite par une équation
de Boltzmann linéaire dissipative. Par exemple, le cas de fines particules pol-
luantes interagissant avec l’air ou un autre gaz est traité dans ([5]). Elle est
donnée par

∂f

∂t
(t,x,v) + v · ∇xf(t,x,v) = Q(f,M1)(t,x,v), (1.6.16)

où Q(f,M1) est défini par ([14], [21])

Q(f,M1)(v) =
1

2πλ

∫

R3
w×S2

B(v,w,ω)[
1

e2
f(v∗)M1(w∗) − f(v)M1(w)]dwdω.

(1.6.17)
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(v∗,w∗) désignent les vitesses précolisionnelles. Elles sont données par les
expressions



















v∗ = v − 2α
1 − β

1 − 2β
[q.n]n,

w∗ = v + 2(1 − α)
1 − β

1 − 2β
[q.n]n,

(1.6.18)

où q = v − w est la vitesse relative ([8] [14]), α et β étant des paramètres
adimensionnés correspondant au rapport des masses et à l’inélasticité. Ils
vérifient 0 < α < 1 et 0 < β < 1

2
et sont donnés par les formules

α =
m1

m1 +m
, β =

1 − e

2
, (1.6.19)

où e ∈]0,1[ est le coefficient de restitution, le cas e = 1 correspondant aux
collisions élastiques. B(v,w,ω) est le noyau de collision, λ le libre parcours
moyen.
Le fluide est supposé être à l’équilibre thermodynamique avec une vitesse
u1 et une température T1. Cela signifie que sa fonction de distribution M1

est la Maxwellienne normalisée donnée par

M1(v) =
1

(2πR1T1)
3

2

exp
(

− (v − u1)
2

2R1T1

)

, (1.6.20)

avec R1 = kB

m1
et kB, la constante de Boltzmann ([9]).

Dans ces conditions, on montre (cf [14]) que les états d’équilibre station-
naires sont donnés par les distributions Maxwelliennes proportionnelles à

M ♯(v) =
( m

2 π RT ♯

)3/2

exp

{

−m(v − u1)
2

2RT ♯

}

, (1.6.21)

où

R =
kB

m
, T ♯ =

(1 − α) (1 − β)

1 − α (1 − β)

R1

R
T1.

Dans toute la suite, on se place dans un cadre de molécules Maxwelliennes,
i.e d’un noyau de collision de la forme

B(v,w,ω) = S, (v,w,ω) ∈ R
3 × R

3 × S
2. (1.6.22)

Ce modèle pour molécules Maxwelliennes est alors donné par

∂f

∂t
+ v · ∇xf =

S

2πλ

∫

R3
v×S2

[
1

e2
f(v∗)M1(w∗) − f(v)M1(w)]dwdω. (1.6.23)
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Lorsqu’on s’intéresse aux modèles fluides obtenus en prenant les moments
de l’équation de Boltzmann dissipative, on voit que la densité ρ définie par

ρ(x) =

∫

R3

f(x,v)dv (1.6.24)

est la seule quantité pour laquelle une seule équation non triviale peut être
dérivée. Elle est donnée par l’équation d’advection ([21]),

∂ρ

∂t
+ ∇.(ρu1) = 0.

Le but de ce chapitre est alors de dériver un modèle hydrodynamique met-
tant en jeu des équations dissipatives pour la quantité de mouvement et la
température du gaz. Pour cela, on suppose que la fonction de distribution
f est une Maxwellienne locale ayant la vitesse et la température du gaz
polluant, c’est à dire de la forme,

M(x,v,t) =
ρ(x,t)

(2πRT (x,t))
3
2

exp

(

−(v − u(x,v))2

2RT (x,t)

)

. (1.6.25)

On aboutit alors formellement au système d’Euler inélastique suivant,






































∂ρ

∂t
+ ∇x · (ρu) = 0,

∂

∂t
ρu+ ∇x · (ρu⊗ u) + ∇x(ρT ) =

4Sα(1 − β)

3λ
ρ(u1 − u),

∂

∂t

(

ρ(
1

2
|u|2 +

3

2
T )
)

+ ∇x ·
(

ρ(
1

2
|u|2 +

5

2
T )
)

=
4ρS

3λ
D(x,t)

,

où

D(x,t) = α2(1 − β)2(3RT + 3R1T1 + |u|2 + |u1|2 − 2u1 · u)
− α(1 − β)(3RT + |u|2 − u · u1).

1.7 Chapitre 5: Simulations hybrides de Monte-Carlo
pour la diffusion d’impuretés dans l’air.

Travail effectué en collaboration avec Lorenzo Pareschi et Elisa Ferrari de
l’université de Ferrare.
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On se place dans le même cadre physique que le paragraphe précédent. On
considère un domaine de la forme D = [0,Lx]× [0,Ly]. Le but de cette partie
est de simuler dans le domaine D la diffusion de particules d’un polluant
évoluant dans un fluide situé à l’équilibre thermodynamique. Leur évolution
peut être décrite par un système couplé de N + 1 équations de Boltzmann
inélastiques pour des sphères dures:























∂fi

∂t
+ v · ∇xfi =

N
∑

j=1

1

εij
Qi,j(fi,fj) +

1

εib
Qi,b(fi,fb),

∂fb

∂t
+ v · ∇xfb =

1

εb
Qb,b(fb,fb) +

N
∑

j=1

1

εjb
Qj,b(fj ,fb) ,

(1.7.26)

où i = 1, . . . ,N et εij = εji, εib = εbi, εb = εbb sont les nombres de Knudsen
correspondant aux interactions.
Les collisions sont supposées inélastiques avec les coefficients de restitution
respectifs eij , eib, eb dans [0,1]. On se place dans une situation de sphères
dures. On suppose que le fluide est homogène en espace et que sa dis-
tribution est Maxwellienne. Quant au polluant, il n’est pas supposé ho-
mogène en espace. On se place dans une situation de sphères dures. On
admet également que les impuretés sont en nombre suffisamment faible par
rapport aux molécules du fluide, pour pouvoir négliger les collisions entre
les particules de polluant. Cette hypothèse permet de découpler le système
(1.7.26) et de se ramener à étudier N systèmes de la forme







∂f

∂t
+ v ·∇xf =

δ2

2πε

∫

R3×S2

|〈q,ω〉|
[

1

e2
f(v∗)fb(w∗) − f(v)fb(w)

]

dwdω,

fb = Mb.
(1.7.27)

(v∗,w∗) sont les vitesses précolisionnelles définies en (1.6.18), q = v − w est
la vitesse relative, Mb est la distribution Maxwellienne du fluide et δ est la
distance entre les centres des molécules d’une particule polluant et d’une
particule d’air entrant en collision.
Plusieurs simulations sont réalisées. Dans chaque situation, on effectue la
simulation par un schéma DSMC et un schéma TRMC.
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Chapitre 2

Etude d’un système
d’équations cinétiques pour un
gaz à deux composantes entre
deux parois.

2.1 Introduction

On s’intéresse dans ce chapitre, à l’équation de Boltzmann stationnaire dans
le contexte d’un gaz à deux composantes pour des forces dures situé entre
deux parois comportant des tranches infinies dans les directions (y,z). Un
théorème d’existence est démontré dans L1 lorsqu’une des deux composantes
vérifie un profil de données au bord rentrantes et l’autre des conditions
de bord de type Maxwell diffuses. On considère un cadre cinétique dans
le cas d’un barreau pour un gaz à deux composantes, chacune des deux
composantes possédant des molécules mécaniquement identiques. Si fA et
fB sont les fonctions de distribution respectives d’un gaz A et d’un gaz B,
ce cadre est donné par le système:

ξ
∂

∂x
fA(x,v) = Q(fA,fA + fB)(x,v),

ξ
∂

∂x
fB(x,v) = Q(fB,fA + fB)(x,v),

x ∈ [−1,1], v ∈ R
3. (2.1.1)
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L’opérateur Q désigne l’opérateur de collision de Boltzmann. Il est donné
par:

Q(f,g)(x,v) =

∫

R3

∫

S2

B(v − v∗,ω)[f ′g′∗ − fg∗]dωdv∗,

= Q+(f,g)(x,v) −Q−(f,g)(x,v),

où Q+(f,g)−Q−(f,g) est la décomposition classique entre le terme de gain
et le terme de perte,

f∗ = f(x,v∗), f
′

= f(x,v
′

), f
′

∗ = f ′(x,v∗)

v
′

= v − 〈v − v∗,ω〉ω, v
′

∗ = v∗ + 〈v − v∗,ω〉ω, ω ∈ S
2.

Pour une introduction générale sur l’équation de Boltzmann cf [9]. La com-
posante de la vitesse dans la direction x est notée ξ.
〈v−v∗,ω〉 désigne le produit scalaire euclidien dans R3. Soit ω ∈ R3 représenté
par θ, l’angle polaire pris avec l’axe polaire v − v∗ et φ l’angle azimutal.
La fonction B(v− v∗,ω) est le noyau de l’opérateur de collision Q pris dans
le cas des potentiels durs égal à |v − v∗|βb(θ) avec,

0 ≤ β < 2, b ∈ L1
+([0,2π]), b(θ) ≥ c > 0 pp.

La condition de bord pour la composante A possède le profil données au
bord rentrantes suivantes:

fA(−1,v) = kM−(v), ξ > 0, fA(1,v) = kM+(v), ξ < 0, (2.1.2)

où k désigne une constante positive qui fait partie des inconnues. Elle sera
déterminée au cours de la résolution du problème.
La condition de bord pour la composante B est du type Maxwell diffuse.
Elle est donnée par la formule

fB(−1,v) =

√

2π

T−
M−(v)

(
∫

ξ′<0

|ξ′|fB(−1,v′)dv′
)

, ξ > 0,

fB(1,v) =

√

2π

T+

M+(v)

(
∫

ξ′>0

ξ′fB(1,v′)dv′
)

, ξ < 0. (2.1.3)
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M+ et M− sont les fonctions maxwelliennes normalisées suivantes

M−(v) =

(

1

2πT−

)
3
2

exp(− |v|2
2T−

) et M+(v) =

(

1

2πT+

)
3
2

exp(− |v|2
2T+

).

Remarque 2. Pour les conditions de bord (2.1.3), on a considéré le cas
R = m = 1 de la formule (1.3.2).

Notons pour f = fA + fB

ν(x,v) =

∫

R3
v∗

×S2

B(v − v∗,ω)f(x,v∗)dv∗dω,

la fréquence de collision associée à la fonction de distribution f . Dans le
contexte des gaz à deux composantes, des résultats numériques ont été ob-
tenus dans ([23],[14]) pour l’opérateur BGK lorsque k = 1. Le contexte
physique y est décrit de la façon suivante: fA représente physiquement la
densité d’un gaz sous forme de vapeur et fB la densité d’un gaz qui ne peut
pas se condenser sur les parois du barreau. Le cas des gaz à plusieurs com-
posantes pour l’opérateur de Boltzmann est traité dans les articles ([2], [4],
[1], [3]), lorsque le gaz non condensable devient négligeable. Il est prouvé
numériquement que ce dernier s’accumule dans une fine couche située contre
chaque paroi appelée couche de Knudsen. Ce problème sera développé d’un
point de vue théorique dans le chapitre suivant.
Dans le contexte des gaz à une composante, l’existence d’une solution faible
a été démontrée pour des conditions de bord du type (2.1.2) dans ([5]).
Dans le cas des conditions de bord du type (2.1.3), un théorème analogue
est également prouvé dans ([6]). Le cas de l’équation de Povzner est traité
dans ([15]) pour un gaz à une composante dans le cas des conditions de bord
du type Maxwell diffuse et pour les sphères dures.
Concernant les conditions de bord de type Maxwell diffuses en dimension
n quelconque, “ le biting lemma “ est appliqué dans ([12]) pour obtenir les
conditions de bord (2.1.3). Dans ce chapitre, le contexte étant la dimension
1 en espace, la condition (2.1.3) est obtenue par un argument de compacité
faible dans L1 grâce à un contrôle du flux sortant d’entropie.
Pour toute fonction de distribution f , on définit la β-norme de f de la
manière suivante:

Définition 2.1.1.

‖f‖β =

∫

(1 + |v|)βf(x,v)dxdv.
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Dans ce chapitre, on montre l’existence de solutions faibles (fA,fB) du
problème stationnaire au sens de la définition 2.1.2 suivante:

Définition 2.1.2. Soient mA et mB deux constantes positives données. On
dit que (fA,fB) est une solution faible du problème de Boltzmann station-
naire de β-normes mA et mB, si fA et fB appartiennent à
L1

loc((−1,1) × R3), ν ∈ L1
loc((−1,1) × R3), si

∫

(1 + |v|)βfA(x,v)dxdv = mA,
∫

(1 + |v|)βfB(x,v)dxdv = mB,

et s’il existe une constante k > 0 telle que pour toute fonction test
ϕ ∈ C1

c ([−1,1] × R3) s’annulant dans un voisinage de ξ = 0, et sur
{(−1,v); ξ < 0} ∪ {(1,v); ξ > 0},

∫ 1

−1

∫

R3

(ξfA
∂ϕ

∂x
+Q(fA,fA + fB)ϕ)(x,v)dxdv

= k

∫

R3,ξ<0

ξM+(v)ϕ(1,v)dv − k

∫

R3,ξ>0

ξM−(v)ϕ(−1,v)dv,

∫ 1

−1

∫

R3

(ξfB
∂ϕ

∂x
+Q(fB,fA + fB)ϕ)(x,v)dxdv,

=

∫

ξ′<0

|ξ|M+(v)ϕ(1,v)dv(

∫

ξ′>0

ξ′fB(1,v′)dv′)

−
∫

ξ′>0

ξM−(v)ϕ(−1,v)dv(

∫

ξ′<0

ξ′fB(−1,v′)dv′). (2.1.4)

Notons que le choix des fonctions test au sens de la définition 2.1.2 est un
choix naturel. En effet, d’après la formule de Green pour une fonction ϕ
quelconque,

∫ 1

−1

∫

R3
v

[ξfA(x,v)
∂

∂x
ϕ(x,v) + ξ

∂

∂x
fA(x,v)ϕ(x,v)]dxdv

=

∫

R3
v

ξfA(1,v)ϕ(1,v)dv −
∫

R3
v

ξfA(−1,v)ϕ(−1,v)dv (2.1.5)

D’après la définition 2.1.2, les fonctions test s’annulent sur
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{(−1,v); ξ < 0} ∪ {(1,v); ξ > 0}. Donc, l’équation (2.1.5) satisfait

∫ 1

−1

∫

R3
v

[

ξ(fA
∂ϕ

∂x
)(x,v) + ξ(

∂fA

∂x
ϕ)(x,v)

]

dxdv

=

∫

ξ<0

fA(1,v)ϕ(1,v)ξdv −
∫

ξ>0

fA(−1,v)ϕ(−1,v)ξdv.

D’après la formule (2.1.4),

∫

ξ<0

|ξ|(fA(1,v) − kM+(v))ϕ(1,v)dv

+

∫

ξ>0

ξ(fA(−1,v) − kM−(v))ϕ(−1,v)dv = 0. (2.1.6)

Finalement, (2.1.6) fournit les conditions de bord (2.1.2). De plus, la com-
posante B vérifie un résultat analogue.
Le principal résultat de ce chapitre est le théorème suivant:

Théorème 2.1.1. Soit β tel que 0 ≤ β < 2. Alors, il existe une solution
faible au problème stationnaire ayant une β-norme égale à 1.

Les grandes lignes de la démonstration sont les suivantes: dans le paragraphe
2.2 on traite de la construction d’une solution approchée du problème sta-
tionnaire avec un noyau de collision approché qui n’est pas symétrique. Les
preuves sont réalisées par des arguments de monotonie qui entrâınent l’uni-
cité de la suite des approximations successives. Dans le paragraphe 2.3, on
réintroduit la symétrie de l’opérateur de collision. A cette étape, on utilise
la compacité faible dans L1 de la somme des deux composantes qui vérifie
l’équation de Boltzmann stationnaire pour un gaz à une composante dans
un barreau. On passe ainsi à la limite dans les traces. Dans le paragraphe
2.4, des extensions du théorème 2.1.1 sont données, en particulier lorsque
mA et mB sont des valeurs positives quelconques.

2.2 Approximations avec des masses totales fixées.

Soit r > 0, p, n ∈ N
∗, µ > 0, α > 0, j ∈ N

∗. On définit χr,p comme
une fonction C∞

0 sur R3 × R3 × S2 à valeurs dans [0,1] invariante par la
transformation J suivante ,

J(v,v∗,ω) = (v′,v′∗,− ω),



32 CHAPITRE 2. ETUDE D’UN SYSTÈME D’ÉQUATIONS CINÉTIQUES.

avec χr,p laissée également invariante par l’échange de v et v∗, et telle que

χr,p(v,v∗,ω) = 1 , min(|ξ|,|ξ∗|,|ξ′|,|ξ′∗|) ≥ r,

et χr,p(v,v∗,ω) = 0 , max(|ξ|,|ξ∗|,|ξ′|,|ξ′∗|) ≤ r − 1

p
.

Le noyau Bp,n,µ est une fonction C∞ positive approchant min(B,µ), lorsque

v2 + v2
∗ <

√
n

2
, | v − v∗
|v − v∗|

· ω| > 1

p
, | v − v∗
|v − v∗|

· ω| < 1 − 1

p
,

et telle que Bp,n,µ(v,v∗,ω) = 0, si

v2 + v2
∗ >

√
n ou | v − v∗

|v − v∗|
· ω| < 1

2p
ou | v − v∗

|v − v∗|
· ω| > 1 − 1

2p
.

Les fonctions ϕl sont des suites régularisantes en la variable x, définies par
ϕl(x) := lϕ(lx), où

ϕ ∈ C∞
0 (R), support(ϕ) ⊂] − 1,1[, ϕ ≥ 0,

∫ 1

−1

ϕ(x)dx = 1.

Dans le but d’opérer un raisonnement de point fixe, on considère le sous-
ensemble convexe et fermé de L1

+([−1,1] × R3
v) suivant,

K = {f ∈ L1
+([−1,1] × R

3
v),

∫

[−1,1]×R3
v

min(µ,(1 + |v|)β)f(x,v)dxdv = 2}.

Pour f ∈ K et θ ∈ [0,1] fixés, on construit FA et FB solutions du problème
suivant:

αFA + ξ
∂

∂x
FA =

∫

R3
v∗

×S2

χr,pBp,n,µ
FA

1 + FA+FB

j

(x,v′)
f ∗ ϕ

1 + f∗ϕ
j

(x,v
′

∗)dv∗dω

−FA

∫

R3
v∗

×S2

χr,pBp,n,µ
f ∗ ϕ

1 + f∗ϕ
j

(x,v∗)dv∗dω, (x,v) ∈ (−1,1) × R
3
v,

FA(−1,v) = λM−(v), ξ > 0, FA(1,v) = λM+(v), ξ < 0, (2.2.1)

et
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αFB + ξ
∂

∂x
FB =

∫

R3
v∗×S2

χr,pBp,n,µ
FB

1 + FA+FB

j

(x,v′)
f ∗ ϕ

1 + f∗ϕ
j

(x,v
′

∗)dv∗dω

−FB

∫

R3
v∗×S2

χr,pBp,n,µ
f ∗ ϕ

1 + f∗ϕ
j

(x,v∗)dv∗dω, (x,v) ∈ (−1,1) × R
3
v,

FB(−1,v) = θλM−(v), ξ > 0, FB(1,v) = (1 − θ)λM+(v), ξ < 0.

(2.2.2)

Le nombre λ > 0 sera précisé dans l’équation (2.2.12). Les fonctions FA

et FB sont construites comme la limite monotone dans L1 de (F l
A)l∈N et

(F l
B)l∈N définies respectivement par

F 0
A = 0,

αF l+1
A + ξ

∂

∂x
F l+1

A =

∫

R3
v∗

×S2

χr,pBp,n,µ
F l

A

1 +
F l

A+F l
B

j

(x,v′)
f ∗ ϕ

1 + f∗ϕ
j

(x,v
′

∗)dv∗dω

−F l+1
A

∫

R3
v∗×S2

χr,pBp,n,µ
f ∗ ϕ

1 + f∗ϕ
j

(x,v)dv∗dω, (x,v) ∈ [−1,1] × R
3
v,

F l
A(−1,v) = λM−(v), ξ > 0, F l

A(1,v) = λM+(v), ξ < 0, (2.2.3)

et

F 0
B = 0,

αF l+1
B + ξ

∂

∂x
F l+1

B =

∫

R3
v∗

×S2

χr,pBp,n,µ
F l

B

1 +
F l

A+F l
B

j

(x,v′)
f ∗ ϕ

1 + f∗ϕ
j

(x,v
′

∗)dv∗dω

−F l+1
B

∫

R3
v∗

×S2

χr,pBp,n,µ
f ∗ ϕ

1 + f∗ϕ
j

(x,v∗)dv∗dω, (x,v) ∈ [−1,1] × R
3
v,

F l+1
B (−1,v) = θλM−(v), ξ > 0,

F l+1
B (1,v) = (1 − θ)λM+(v), ξ < 0.

(F l
A)l∈N et (F l

B)l∈N sont bien définies étant donné qu’elles sont solutions
d’équations linéaires et sont positives pour l ≥ 1. Leur somme (F l)l∈N sa-
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tisfait

F 0 = 0,

αF l+1 + ξ
∂

∂x
F l+1 =

∫

R3
v∗

×S2

χr,pBp,n,µ
F l

1 + F l

j

(x,v′)
f ∗ ϕ

1 + f∗ϕ
j

(x,v
′

∗)dv∗dω

−F l+1

∫

R3
v∗×S2

χr,pBp,n,µ
f ∗ ϕ

1 + f∗ϕ
j

(x,v∗)dvdω, (x,v) ∈ [−1,1] × R
3
v,

F l+1(−1,v) = (θ + 1)λM−(v), ξ > 0,

F l+1(1,v) = (2 − θ)λM+(v), ξ < 0. (2.2.4)

Tout d’abord, F 1 ≥ 0. Ecrivons l’équation (2.2.4) sous forme exponentielle

F l+1(x,v) = (1 + θ)λM−(v)e
−α 1+x

ξ
−
∫ 0

− 1+x
ξ

∫

R3
v∗×S2

χr,pBp,n,µ
f∗ϕ

1+
f∗ϕ

j

(x+τξ,v∗)dv∗dωdτ

+

∫ 0

− 1+x
ξ

e
−αs−

∫ 0

s

∫

R3
v∗×S2

χr,pBp,n,µ
f∗ϕ

1+
f∗ϕ

j

(x+τξ,v∗)dv∗dωdτ

∫

R3
v∗×S2

χr,pBp,n,µ
F l

1 + F l

j

(x+ sξ,v′)
f ∗ ϕ

1 + f∗ϕ
j

(x+ sξ,v′∗)dv∗dωds, ξ > 0.

(2.2.5)

Pour les ξ < 0, on trouve une expression analogue pour F l+1(x,v). Ainsi,

F l+1(x,v) − F l(x,v) =

∫ 0

− 1+x
ξ

e
−αs−

∫ 0

s

∫

R3
v∗×S2

χr,pBp,n,µ
f∗ϕ

1+
f∗ϕ

j

(x+τξ,v∗)dv∗dωdτ

∫

R3
v∗×S2

χr,pBp,n,µ

( F l

1 + F l

j

(x+ sξ,v′) − F l−1

1 + F l−1

j

(x+ sξ,v′)
)

f ∗ ϕ
1 + f∗ϕ

j

(x+ sξ,v′∗)dv∗dωds, ξ > 0.

(2.2.6)

Donc, (F l)l∈N est une suite croissante pour ξ > 0. De plus, Bp,n,µ étant à
support compact du fait de la troncature pour v2 + v2

∗ >
√
n, (F l)l∈N est

une suite bornée dans L1. Donc, (F l)l∈N converge p.p en croissant vers une
fonction F . Par passage à la limite dans l’équation (2.2.5) lorsque l tend
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vers +∞, on obtient

F (x,v) = (1 + θ)λM−(v)e
−α 1+x

ξ
−
∫ 0

− 1+x
ξ

∫

R3
v∗×S2

χr,pBp,n,µ
f∗ϕ

1+
f∗ϕ

j

(x+τξ,v∗)dv∗dωdτ

+

∫ 0

− 1+x
ξ

e
−αs−

∫ 0

s

∫

R3
v∗×S2

χr,pBp,n,µ
f∗ϕ

1+
f∗ϕ

j

(x+τξ,v∗)dv∗dωdτ

∫

R3
v∗

×S2

χr,pBp,n,µ
F

1 + F
j

(x+ sξ,v′)
f ∗ ϕ

1 + f∗ϕ
j

(x+ sξ,v′∗)dv∗dωds, ξ > 0

(2.2.7)

et une équation analogue pour F (x,v) dans le cas où ξ < 0. Montrons que
(F l

A)l∈N est une suite convergente dans L1 fort. L’équation (2.2.3) mise sous
forme exponentielle entrâıne,

F l+1
A (x,v) = λM−(v)e

−α 1+x
ξ

−
∫ 0

− 1+x
ξ

∫

R3
v∗×S2

χr,pBp,n,µ
f∗ϕ

1+
f∗ϕ

j

(x+τξ,v∗)dv∗dωdτ

+

∫ 0

− 1+x
ξ

e
−αs−

∫ 0

s

∫

R3
v∗×S2

χr,pBp,n,µ
f∗ϕ

1+
f∗ϕ

j

(x+τξ,v∗)dv∗dωdτ

∫

R3
v∗

×S2

χr,pBp,n,µ
F l

A

1 + F l

j

(x+ sξ,v′)
f ∗ ϕ

1 + f∗ϕ
j

(x+ sξ,v′∗)dv∗dωds, ξ > 0.

(2.2.8)

Soit

QA+
l =

∫

R3
v∗

×S2

χr,pBp,n,µ
F l

A

1 + F l

j

(x+ sξ,v′)
f ∗ ϕ

1 + f∗ϕ
j

(x+ sξ,v′∗)dv∗dω.

En utlisant que F l
A ≤ F ainsi qu’une convolution en la variable v ([11],

[6]), QA+
l est fortement compact dans L1. Par conséquent, (F l

A)l∈N converge
fortement vers une fonction FA dans L1. Pour des raisons analogues, (F l

B)l∈N

converge fortement vers une fonction FB. Par passage à la limite dans (2.2.8),
on obtient qu’il existe FA et FB solutions de (2.2.1) et (2.2.2). Le lemme
suivant établit l’unicité de (FA,FB), solution de ( 2.2.1, 2.2.2).

Lemme 2.2.1. Le système (2.2.1, 2.2.2) possède une unique solution stric-
tement positive.

Preuve du lemme 2.2.1.
Soient FA et GA deux solutions de l’équation (2.2.1). Considérons ψε, une
approximation de la fonction signe et φε définie par φε(x) =

√
ε+ x2 une
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primitive de ψε. Par soustraction des équations vérifiées par GA et FA, puis
par multiplication par ψε(FA(x,v) −GA(x,v)) et par intégration sur [−1,1],
on obtient pour ξ > 0,

∫ 1

−1

α[FA −GA](y,v)ψε(y,v)dy + φε(ξ(FA(1,v) −GA(1,v)))

≤
∫ 1

−1

∫

R3
v∗×S2

χr,pBp,n,µ
|FA −GA|

(1 + FA+FB

j
)(1 + GA+GB

j
)
(y,v′)

f ∗ ϕ
1 + f∗ϕ

j

(y,v
′

∗)dv∗dωdy

−
∫ 1

−1

ψε[FA(y,v) −GA(y,v)]

∫

R3
v∗×S2

χr,pBp,n,µ
f ∗ ϕ

1 + f∗ϕ
j

(y,v∗)dv∗dωdy.

(2.2.9)

Le passage à la limite dans (2.2.9) lorsque ε tend vers 0 entrâıne

∫ 1

−1

α|[FA −GA](y,v)|dy + ξ|[FA −GA](1,v)|

≤
∫ 1

−1

∫

R3
v∗×S2

χr,pBp,n,µ
|FA −GA|

(1 + FA+FB

j
)(1 + GA+GB

j
)
(y,v′)

f ∗ ϕ
1 + f∗ϕ

j

(y,v
′

∗)dv∗dωdy

−
∫ 1

−1

|[FA −GA](y,v)|
∫

R3
v∗×R3

v×S2

χr,pBp,n,µ
f ∗ ϕ

1 + f∗ϕ
j

(y,v∗)dv∗dωdy.

(2.2.10)
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En intégrant (2.2.10) sur R3
v,

∫

R3
v

∫ 1

−1

α|[FA −GA](y,v)|dydv +

∫

R3
v

ξ|[FA −GA](1,v)|dv

≤
∫ 1

−1

∫

R3
v×R3

v∗
×S2

χr,pBp,n,µ
|FA −GA|

(1 + FA+FB

j
)(1 + GA+GB

j
)
(y,v′)

f ∗ ϕ
1 + f∗ϕ

j

(y,v
′

∗)dv∗dωdydv

−
∫ 1

−1

|[FA −GA](y,v)|
∫

R3
v∗

×R3
v×S2

χr,pBp,n,µ
f ∗ ϕ

1 + f∗ϕ
j

(y,v∗)dv∗dωdydv.

(2.2.11)

Etant donné que

|[FA −GA](y,v)| ≥ |FA −GA|
(1 + FA+FB

j
)(1 + GA+GB

j
)
(y,v),

le membre de droite de l’équation (2.2.11) est négatif. Alors, pour ξ > 0,

∫ 1

−1

∫

R3
v

α|[FA −GA](y,v)|dydv ≤ 0.

De manière analogue, le même résultat est vérifié pour ξ < 0. Il s’en suit
que FA = GA. Par le même raisonnement, on montre que l’équation (2.2.2)
possède une unique solution. Ce qui prouve le lemme 2.2.1. �

Considérons

fA =
FA

∫

min(µ,(1 + |v|)β)FA(x,v)dxdv
,

fB =
FB

∫

min(µ,(1 + |v|)β)FB(x,v)dxdv
.

Les fonctions fA et fB sont bien définies étant donné que FA et FB sont
strictement positives. En effet, les équations (2.2.1) et (2.2.2) écrites sous
forme exponentielle entrâınent
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FA(x,v) ≥ λM−(v)e−α 1+x
ξ

−H+(x), ξ > 0,

FA(x,v) ≥ λM+(v)e−α 1−x
ξ

−H−(x), ξ < 0,

avec

H+(x) =

∫ 0

− 1+x
ξ

∫

R3
v∗

×S2

χr,pBp,n,µ
f ∗ ϕ

1 + f∗ϕ
j

(x+ τξ,v∗)dv∗dωdτ

H−(x) =

∫ 0

1−x
ξ

∫

R3
v∗×S2

χr,pBp,n,µ
f ∗ ϕ

1 + f∗ϕ
j

(x+ τξ,v∗)dv∗dωdτ.

Pour α ∈]0,1[ et par définition de Bp,n,µ, on a
∫ 1

−1
(α + ν(x,v))dx ≤ 2 + 2µ.

D’où,

FA(x,v) ≥ λM−(v)e−
2+2µ

ξ , ξ > 0,

FA(x,v) ≥ λM+(v)e
− 2+2µ

|ξ| , ξ < 0.

De manière analogue,

FB(x,v) ≥ θλM−(v)e−
2+2µ

ξ , ξ > 0,

FB(x,v) ≥ (1 − θ)λM+(v)e−
2+2µ
|ξ| , ξ < 0.

Soit λ défini par λ = min(λ1,λ2) avec

λ1 =
1

∫

ξ>0
M−(v) min(µ,(1 + |v|)β)e−

2+2µ
ξ dv

λ2 =
1

∫

ξ<0
M+(v) min(µ,(1 + |v|)β)e

− 2+2µ
|ξ| dv

. (2.2.12)

Alors,

∫

min(µ,(1 + |v|)β)FA(x,v)dxdv ≥ 1

et
∫

min(µ,(1 + |v|)β)FB(x,v)dxdv ≥ 1.



2.2. APPROXIMATIONS AVEC DES MASSES TOTALES FIXÉES. 39

Les fonctions fA et fB sont solutions de

αfA + ξ
∂

∂x
fA =

∫

R3
v∗

×S2

χr,pBp,n,µ
fA

1 + F
j

(x,v′)
f ∗ ϕ

1 + f∗ϕ
j

(x,v
′

∗)dv∗dω

−fA

∫

R3
v∗

×S2

χr,pBp,n,µ
f ∗ ϕ

1 + f∗ϕ
j

(x,v∗)dv∗dω, (x,v) ∈ (−1,1) × R
3
v,

fA(−1,v) =
λ

∫

min(µ,(1 + |v|)β)FA(x,v)dxdv
M−(v) , ξ > 0,

fA(1,v) =
λ

∫

min(µ,(1 + |v|)β)FA(x,v)dxdv
M+(v) , ξ < 0, (2.2.13)

et

αfB + ξ
∂

∂x
fB =

∫

R3
v∗

×S2

χr,pBp,n,µ
fB

1 + F
j

(x,v′)
f ∗ ϕ

1 + f∗ϕ
j

(x,v
′

∗)dv∗dω

−fB(x,v)

∫

R3
v∗

×S2

χr,pBp,n,µ
f ∗ ϕ

1 + f∗ϕ
j

(x,v∗)dv∗dω, (x,v) ∈ (−1,1) × R
3
v,

fB(−1,v) =
λ

∫

min(µ,(1 + |v|)β)FB(x,v)dxdv
θM−(v), ξ > 0,

fB(1,v) =
λ

∫

min(µ,(1 + |v|)β)FB(x,v)dxdv
(1 − θ)M+(v), ξ < 0.

(2.2.14)

Rappelons que F est solution de

αF + ξ
∂

∂x
F =

∫

R3
v∗×S2

χr,pBp,n,µ
F

1 + F
j

(x,v′)
f ∗ ϕ

1 + f∗ϕ
j

(x,v
′

∗)dv∗dω

−F
∫

R3
v∗×S2

χr,pBp,n,µ
f ∗ ϕ

1 + f∗ϕ
j

(x,v∗)dv∗dω, (x,v) ∈ (−1,1) × R
3
v,

F (−1,v) = (θ + 1)λM−(v), ξ > 0,

F (1,v) = (2 − θ)λM+(v), ξ < 0. (2.2.15)

Dans le but d’obtenir les égalités (2.2.13, 2.2.14) avec f = fA +fB, on opère
un raisonnement de point fixe.
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Soit T définie sur K × [0,1] par T (f,θ) = (fA + fB,θ̃) avec

θ̃ =

∫

ξ<0
|ξ|fB(−1,v)dv

∫

ξ<0
|ξ|fB(−1,v)dv +

∫

ξ>0
ξfB(1,v)dv

, (2.2.16)

où (fA,fB) est solution de (2.2.13, 2.2.14).

Lemme 2.2.2. T est une application continue et compacte de K × [0,1]
dans lui-même, K étant muni de la topologie forte de L1.

Preuve du lemme 2.2.2.
T laisse stable K × [0,1].
Soit T̃ l’application associant à f ∈ K, F solution de (2.2.15). On montre
d’abord que T̃ est compacte dans L1. Soit (f l) une suite bornée de
L1([−1,1] × R

3
v). D’après la forme exponentielle de F l = T̃ (f l),

F l(x,v) = λ(1 + θl)M−(v)e
−α 1+x

ξ
−
∫ 0

− 1+x
ξ

∫

R3
v∗×S2

χr,pBp,n,µ
fl∗ϕ

1+
fl∗ϕ

j

(x+τξ,v∗)dτdv∗dω

+

∫ 0

− 1+x
ξ

e
−α 1+x

ξ
−
∫ 0

s

∫

R3
v∗×S2

χr,pBp,n,µ
fl∗ϕ

1+
fl∗ϕ

j

(x+τξ,v∗)dτdv∗dω

Q+
l (x+ sξ,v)ds,

ξ > 0,

où

Q+
l (x,v) =

∫

R3
v∗

×S2

χr,pBp,n,µ
F l

1 + F l

j

(x,v′)
f l ∗ ϕ

1 + f l∗ϕ
j

(x,v′∗)dv∗dω.

D’après la convolution de (f l) par ϕ en la variable x,

(

∫

R3
v∗

×S2

χr,pBp,n,µ
f l ∗ ϕ

1 + f l∗ϕ
j

(x+ τξ,v∗)dτdv∗dω)

est fortement compacte dans L1. En utilisant une convolution en la variable v
([11], [6]), le terme de gain Q+

l est fortement compact dans L1. Il s’ensuit que

(F l) est fortement compacte dans L1 et que T̃ est une application compacte.
Montrons que T̃ est une application continue. Soit (f l) une suite convergente
dans L1([−1,1]×R3

v). C’est donc une suite bornée de L1. Par compacité de
l’application T̃ , (F l) possède une sous-suite extraite, toujours notée (F l),
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convergeant vers une fonction F . La suite (F l) vérifie

αF l + ξ
∂

∂x
F l =

∫

R3
v∗×S2

χr,pBp,n,µ
F l

1 + F l

j

(x,v′)
f l ∗ ϕ

1 + f l∗ϕ
j

(x,v
′

∗)dv∗dω

−F l

∫

R3
v∗

×S2

χr,pBp,n,µ
f l ∗ ϕ

1 + f l∗ϕ
j

(x,v∗)dv∗dω, (x,v) ∈ (−1,1) × R
3
v,

F l(−1,v) = (θl + 1)λM−(v), ξ > 0,

F l(1,v) = (2 − θl)λM+(v), ξ < 0. (2.2.17)

La forme exponentielle de (2.2.17) entrâıne

F l(x,v) = (1 + θl)λM−(v)e
−α 1+x

ξ
−
∫ 0

− 1+x
ξ

∫

R3
v∗×S2

χr,pBp,n,µ
fl∗ϕ

1+
fl∗ϕ

j

(x+τξ,v∗)dv∗dωdτ

+

∫ 0

− 1+x
ξ

e
−αs−

∫ 0

s

∫

R3
v∗×S2

χr,pBp,n,µ
fl∗ϕ

1+
fl∗ϕ

j

(x+τξ,v∗)dv∗dωdτ

∫

R3
v∗×S2

χr,pBp,n,µ
F l

1 + F l

j

(x+ sξ,v′)
f l ∗ ϕ

1 + f l∗ϕ
j

(x+ sξ,v′∗)dv∗dvdωds, ξ > 0.

(2.2.18)

De plus, (F l) converge vers F et (f l∗ϕ) converge vers f ∗ϕ dans L1([−1,1]×
R3

v). Donc, il existe une sous suite de (F l) toujours notée (F l) convergeant
p.p. vers F . De plus,

χr,pBp,n,µ(v,v∗,ω)
F l

1 + F l

j

(y,v′)
f l ∗ ϕ

1 + f l∗ϕ
j

(y,v
′

∗) ≤ j2χr,pBp,n,µ(v,v∗,ω).

Donc, d’après le théorème de Lebesgue appliqué à l’équation (2.2.18), F est
solution de

αF + ξ
∂

∂x
F =

∫

R3
v∗×S2

χr,pBp,n,µ
F

1 + F
j

(x,v′)
f ∗ ϕ

1 + f∗ϕ
j

(x,v
′

∗)dv∗dω,

−F
∫

R3
v∗×S2

χr,pBp,n,µ
f ∗ ϕ

1 + f∗ϕ
j

(x,v∗)dv∗dω, (x,v) ∈ (−1,1) × R
3
v,

F (−1,v) = (θ + 1)λM−(v), ξ > 0,

F (1,v) = (2 − θ)λM+(v), ξ < 0. (2.2.19)
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En raisonnant de manière analogue à la preuve du Lemme 2.2.1, on obtient
que (2.2.19) possède une unique solution. Par conséquent, toute la suite
(F l)l∈N converge vers la solution de l’équation (2.2.19). D’où, T̃ est continue.
Pour des raisons analogues, TA et TB sont des applications continues et
compactes. Donc, la première composante de T , TA +TB est une application
continue et compacte. La seconde composante étant trivialement compacte,
il reste à montrer sa continuité. Considérons une suite (f l) convergeant

vers f dans L1 et montrons que (θ̃l) converge vers θ̃. Rappelons que θ̃ est
définie par (2.2.16). Grâce à la troncature en la variable ξ, (

∫

R3
v
ξ2f l(x,v)dv)

est uniformément bornée en x. D’où, Ql(f
l
B,f

l) converge vers Q(fB,f) dans
L1. Considérons une fonction continue et différentiable définie sur [−1,1] à
valeurs dans [0,1] telle que ϕ(−1) = 0 et ϕ(1) = 1. f l

B vérifiant l’équation
(2.2.14),

∫ 1

−1

ξ
∂

∂x

(

(f l
B − fB)ϕ(x)

)

dx =

∫ 1

−1

(

Q(f l
B,f

l) −Q(fB,f)
)

ϕ(x)dx

+

∫ 1

−1

(f l
B − fB)(x,v)ξ

∂

∂x
ϕ(x)dx

− α

∫ 1

−1

(f l
B − fB)(x,v)ϕ(x)dx.

Les fonctions ϕ et ϕ′ étant bornées,
∫

R3
v

|ξ(f l
B(1,v) − fB(1,v))|dv ≤ c

∫

R3
v

∫ 1

−1

|Q(f l
B,f

l) −Q(fB,f)|dxdv

+ c

∫

R3
v

∫ 1

−1

|(f l
B − fB)(x,v)|dxdv

+ c

∫

R3
v

|
∫ 1

−1

(f l
B − fB)(x,v)|dxdv.

(

Q(f l
B,f

l)
)

et (f l
B) convergeant respectivement vers Q(fB,f) et fB dans

L1([−1,1] × R3
v), (f l

B(1,.)) converge vers fB(1,.) dans L1
|ξ|. De manière ana-

logue, (f l
B(−1,.)) converge vers fB(−1,.) dans L1

|ξ|.

Donc,
∫

ξ>0
ξf l

B(1,v)dv et
∫

ξ<0
|ξ|f l

B(−1,v)dv convergent respectivement vers
∫

ξ>0
ξfB(1,v)dv et

∫

ξ<0
|ξ|fB(−1,v)dv. Ceci prouve que la suite (θ̃l) converge

vers θ̃. Finalement, T est une application compacte et continue de l’ensemble
convexe et fermé K × [0,1] dans lui-même. �
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Ainsi, le théorème du point fixe de Schauder entrâıne qu’il existe
(f,θ) ∈ K × [0,1] tel que

f = fA + fB,

θ =

∫

ξ<0
|ξ|fB(−1,v)dv

∫

ξ>0
ξfB(1,v)dv +

∫

ξ<0
|ξ|fB(−1,v)dv

,

vérifiant

αfA + ξ
∂

∂x
fA =

∫

R3
v∗

×S2

χr,pBp,n,µ
fA

1 + F
j

(x,v′)
f ∗ ϕl

1 + f∗ϕl

j

(x,v
′

∗)dv∗dω

−fA

∫

R3
v∗

×S2

χr,pBp,n,µ
f ∗ ϕl

1 + f∗ϕl

j

(x,v∗)dv∗dω, (x,v) ∈ (−1,1) × R
3
v,

fA(−1,v) = kAM−(v), ξ > 0, fA(1,v) = kAM+(v), ξ < 0, (2.2.20)

avec

kA =
λ

∫

min(µ,(1 + |v|)β)FA(x,v)dxdv

et

αfB + ξ
∂

∂x
fB =

∫

R3
v∗

×S2

χr,pBp,n,µ
fB

1 + F
j

(x,v′)
f ∗ ϕl

1 + f∗ϕl

j

(x,v
′

∗)dv∗dω

−fB

∫

R3
v∗×S2

χr,pBp,n,µ
f ∗ ϕl

1 + f∗ϕl

j

(x,v∗)dv∗dω, (x,v) ∈ (−1,1) × R
3
v,

fB(−1,v) = λ′(

∫

ξ<0
|ξ|fB(−1,v)dv

∫

ξ>0
ξfB(1,v)dv +

∫

ξ<0
|ξ|fB(−1,v)dv

)M−(v), ξ > 0,

fB(1,v) = λ′(

∫

ξ>0
|ξ|fB(1,v)dv

∫

ξ>0
ξfB(1,v)dv +

∫

ξ<0
|ξ|fB(−1,v)dv

)M+(v), ξ < 0,

avec

λ′ =
λ

∫

min(µ,(1 + |v|)β)FB(x,v)dxdv
.
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l, j, r, p, µ étant fixés, notons f j,α,l,r,p,µ par fα et étudions le passage à
la limite lorsque α tend vers 0 dans les systèmes précédents. D’après la
forme exponentielle des équations (2.2.20, 2.2.19) et en utilisant un lemme
de moyenne avec une convolution en la variable x ([6],[11]), on obtient que
(fα

A) et (F α) sont fortement compactes dans L1([−1,1] × R
3
v). Notons par

fA et F les limites respectives de fα
A et F α. Le passage à la limite lorsque α

tend vers 0 dans l’équation (3.3.22) entrâıne

ξ
∂

∂x
fA =

∫

R3
v∗

×S2

χr,pBp,n,µ
fA

1 + F
j

(x,v′)
f ∗ ϕl

1 + f∗ϕl

j

(x,v
′

∗)dv∗dω

−fA

∫

R3
v∗

×S2

χr,pBp,n,µ
f ∗ ϕl

1 + f∗ϕl

j

(x,v∗)dv∗dω, (x,v) ∈ (−1,1) × R
3
v,

fA(−1,v) =
λ

∫

min(µ,(1 + |v|)β)FA(x,v)dxdv
M−(v), ξ > 0,

fA(1,v) =
λ

∫

min(µ,(1 + |v|)β)FA(x,v)dxdv
M+(v), ξ < 0, (2.2.21)

avec

∫

min(µ,(1 + |v|)β)fA(x,v)dxdv = 1.

Pour des raisons analogues, la limite fB de fα
B vérifie

ξ
∂

∂x
fB =

∫

R3
v∗

×S2

χr,pBp,n,µ
fB

1 + F
j

(x,v′)
f ∗ ϕl

1 + f∗ϕl

j

(x,v
′

∗)dv∗dω

−fB

∫

R3
v∗

×S2

χr,pBp,n,µ
f ∗ ϕl

1 + f∗ϕl

j

(x,v∗)dv∗dω, (x,v) ∈ (−1,1) × R
3
v,

fB(−1,v) = σ(−1)λ′M−(v), ξ > 0,

fB(1,v) = σ(1)λ′M+(v), ξ < 0, (2.2.22)

avec

∫

min(µ,(1 + |v|)β)fB(x,v)dxdv = 1.
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On a noté

σ(−1) =

∫

ξ<0
|ξ|fB(−1,v)dv

∫

ξ>0
ξfB(1,v)dv +

∫

ξ<0
|ξ|fB(−1,v)dv

,

σ(1) =

∫

ξ>0
ξfB(1,v)dv

∫

ξ>0
ξfB(1,v)dv +

∫

ξ<0
|ξ|fB(−1,v)dv

et

λ′ =
λ

∫

min(µ,(1 + |v|)β)FB(x,v)dxdv
. (2.2.23)

Le passage à la limite dans (2.2.21) et dans (2.2.22), lorsque l tend vers +∞
est similaire et implique que les limites respectives fA et fB de (f l

A) et (f l
B)

sont solutions de

ξ
∂

∂x
fA =

∫

R3
v∗×S2

χr,pBp,n,µ
fA

1 + F
j

(x,v′)
f

1 + f
j

(x,v
′

∗)dv∗dω

−fA

∫

R3
v∗×S2

χr,pBp,n,µ
f

1 + f
j

(x,v∗)dv∗dω, (x,v) ∈ (−1,1) × R
3
v,

fA(−1,v) = kAM−(v), ξ > 0, fA(1,v) = kAM+(v), ξ < 0,

(2.2.24)

avec

∫

min(µ,(1 + v)β)fA(x,v)dxdv = 1,

où kA est définie dans (2.2.20) et

ξ
∂

∂x
fB =

∫

R3
v∗×S2

χr,pBp,n,µ
fB

1 + F
j

(x,v′)
f

1 + f
j

(x,v
′

∗)dv∗dω

−fB

∫

R3
v∗×S2

χr,pBp,n,µ
f

1 + f
j

(x,v∗)dv∗dω, (x,v) ∈ (−1,1) × R
3
v,

fB(−1,v) = σ(−1)λ′M−(v), ξ > 0,

fB(1,v) = σ(1)λ′M+(v), ξ < 0, (2.2.25)

∫

min(µ,(1 + |v|)β)fB(x,v)dxdv = 1,
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avec,

σ(−1) =

∫

ξ<0
|ξ|fB(−1,v)dv

∫

ξ>0
ξfB(1,v)dv +

∫

ξ<0
|ξ|fB(−1,v)dv

,

σ(1) =

∫

ξ>0
ξfB(1,v)dv

∫

ξ>0
ξfB(1,v)dv +

∫

ξ<0
|ξ|fB(−1,v)dv

,

et

F = FA + FB.

Les fonctions FA et FB sont définies par (2.2.1, 2.2.2) après être passé à la
limite.

On passe maintenant à la limite dans les équations (2.2.24, 2.2.25) lorsque j
tend vers +∞. Les suites (f j

A) et (f j
B), solutions de (2.2.24) et (2.2.25) sont

faiblement compactes dans L1([−1,1]×R
3
v). En effet, f j = f j

A + f j
B satisfait

l’équation de Boltzmann pour un gaz à une composante. En utilisant le
terme de production d’entropie ([6]), on obtient que (f j) est faiblement
compacte dans L1([−1,1] × R3

v). Les inégalités 0 ≤ f j
A ≤ f j et 0 ≤ f j

B ≤ f j

entrâınent alors que (f j
A) et (f j

B) sont faiblement compactes dans L1.

Notons par fA et fB les limites respectives de (f j
A) et (f j

B), considérées à
une sous-suite près. De plus, (Q+

j (f j,f j)) et (Q−
j (f j,f j)) sont faiblement

compactes dans L1([−1,1] × R3
v) ([6]). Donc, d’après les inégalités

Q+
j (f j

A,f
j) ≤ Q+

j (f j,f j), Q+
j (f j

B,f
j) ≤ Q+

j (f j,f j),

Q−
j (f j

A,f
j) ≤ Q−

j (f j,f j), Q−
j (f j

B,f
j) ≤ Q−

j (f j,f j),

les suites de termes de collision (Q+
j (f j

B,f
j)), (Q−

j (f j
A,f

j)), (Q−
j (f j

A,f
j)) et

(Q−
j (f j

B,f
j)) sont faiblement compactes dans L1([−1,1]×R3

v). D’où, (f j
A) et

(f j
B) vérifiant (2.2.24, 2.2.25), (ξ ∂

∂x
f j

A) et (ξ ∂
∂x
f j

B) sont faiblement compactes
dans L1([−1,1] × R3

v). Le passage à la limite lorsque j → +∞ dans la
formulation faible de (2.2.25) entrâıne
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∫

[−1,1]×R3
v

ξ
∂

∂x
ϕ(x,v)f j

B(x,v)dxdv +

∫

[−1,1]×R3
v

∫

R3
v∗×S2

χr,pBp,n,µϕ(x,v)





f j
B

1 +
F j

A+F j
B

j

(x,v′)
f j

1 + fj

j

(x,v′∗) − f j
B(x,v)

f j

1 + fj

j

(x,v∗)



 dv∗dωdxdv

=

∫

ξ>0

ξf j
B(1,v)ϕ(1,v)dv −

∫

ξ<0

ξf j
B(−1,v)ϕ(−1,v)dv

−σj(−1)λ′
∫

ξ>0

ξM−(v)ϕ(−1,v)dv + σj(1)λ′
∫

ξ<0

ξM+(v)ϕ(1,v)dv,

(2.2.26)

où

σj(−1) =

∫

ξ<0
|ξ|f j

B(−1,v)dv
∫

ξ<0
|ξ|f j

B(−1,v)dv +
∫

ξ>0
ξf j

B(1,v)dv
,

σj(1) =

∫

ξ>0
ξf j

B(1,v)dv
∫

ξ<0
|ξ|f j

B(−1,v)dv +
∫

ξ>0
ξf j

B(1,v)dv
,

pour toute fonction test ϕ appartenant à C1
c ([−1,1] × R3

v). Par compacité
faible dans L1 de (f j

B) et de (f j),

lim
j→∞

∫

[−1,1]×R3
v

∫

R3
v∗

×S2

χr,pBp,n,µϕ(x,v)
f j

B

1 +
F j

A+F j
B

j

(x,v′)
f j

1 + fj

j

(x,v′∗)dxdvdv∗dω

= lim
j→∞

∫

[−1,1]×R3
v

∫

R3
v∗×S2

χr,pBp,n,µϕ(x,v′)f j
B(x,v)f j(x,v∗)dxdvdv∗dω.

Le terme χr,pBp,n,µ étant borné et les suites (f j) et (ξ ∂
∂x
f j) étant faiblement

compactes dans L1([−1,1]× R
3
v∗ × S

2), un lemme de moyenne implique que

(

∫

R3
v∗×S2

χr,pBp,n,µf
j(x,v∗)ϕ(x,v′)dv∗dω)j∈N

converge dans L1([−1,1] × R3
v) vers

∫

R3
v∗×S2

χr,pBp,n,µf(x,v∗)ϕ(x,v′)dv∗dω.
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De plus, du fait de la troncature en la variable ξ∗ pour les petites vitesses,
cette suite est bornée. Les suites (f j

B) et (ξ ∂
∂x
f j

B) étant faiblement compactes
dans L1([−1,1] × R3

v), un lemme de moyenne implique que

(

∫

[−1,1]×R3
v

∫

R3
v∗

×S2

χr,pBp,n,µf
j
B(x,v)f j(x,v∗)ϕ(x,v′)dv∗dωdxdv)j∈N

converge vers
∫

[−1,1]×R3
v

∫

R3
v∗×S2

χr,pBp,n,µfB(x,v)f(x,v∗)ϕ(x,v′)dv∗dωdxdv.

Donc, (Qj(f
j
B,f

j)) converge vers Q(fB,f) dans L1. D’où, en raisonnant de
manière analogue à la preuve du lemme 2.2.2, on obtient que σj(−1) (resp
σj(1)) tend vers σ(−1) ( resp σ(1)), lorsque j tend vers l’infini. En passant
à la limite lorsque j tend vers l’infini dans (2.2.26), il s’ensuit qu’il existe
f r,µ

B solution de

ξ
∂

∂x
f r,µ

B =

∫

R3
v∗

×S2

χr,pBp,n,µf
r,µ
B (x,v′)f r,µ(x,v

′

∗)dv∗dω

−f r,µ
B

∫

R3
v∗

×S2

χr,pBp,n,µf
r,µ(x,v∗)dv∗dω, (x,v) ∈ (−1,1) × R

3
v,

f r,µ
B (−1,v) = σ(−1)λ′M−(v), ξ > 0,

f r,µ
B (1,v) = σ(1)λ′M+(v), ξ < 0, (2.2.27)

avec

∫

min(µ,(1 + |v|)β)f r,µ
B (x,v)dxdv = 1.

σ(−1) et σ(1) vérifient,

σ(−1) =

∫

ξ<0
|ξ|f r,µ

B (−1,v)dv
∫

ξ>0
ξf r,µ

B (1,v)dv +
∫

ξ<0
|ξ|f r,µ

B (−1,v)dv

et

σ(1) =

∫

ξ>0
ξf r,µ

B (1,v)dv
∫

ξ>0
ξf r,µ

B (1,v)dv +
∫

ξ<0
|ξ|f r,µ

B (−1,v)dv
.
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De plus,

∫

R3
v

ξf r,µ
B (1,v)dv −

∫

R3
v

ξf r,µ
B (−1,v)dv = 0.

D’où,

∫

ξ>0

|ξ|f r,µ
B (1,v)dv +

∫

ξ<0

|ξ|f r,µ
B (−1,v)dv = λ′,

où λ
′
est défini par 2.2.23. Les conditions au bord de (2.2.27) se simplifient

donc et s’écrivent

f r,µ
B (−1,v) = M−(v)

∫

ξ′<0

|ξ′|f r,µ
B (−1,v′)dv′ , ξ > 0,

f r,µ
B (1,v′) = M+(v)

∫

ξ′>0

ξ′f r,µ
B (1,v′)dv′ , ξ < 0,

i.e. sont de type Maxwell diffuse.
Le passage à la limite lorsque p→ +∞ et n→ +∞ dans l’équation (2.2.27)
est réalisé comme précédemment et implique qu’il existe f r,µ

B vérifiant,

ξ
∂

∂x
f r,µ

B =

∫

R3
v∗

×S2

χrBµ(v − v∗,ω)f r,µ
B (x,v′)f r,µ(x,v

′

∗)dv∗dω

−f r,µ
B

∫

R3
v∗×S2

χrBµ(v − v∗,ω)f r,µ(x,v∗)dv∗dω, (x,v) ∈ (−1,1) × R
3
v,

f r,µ
B (−1,v) = M−(v)

∫

ξ<0

|ξ|f r,µ
B (−1,v)dv , ξ > 0,

f r,µ
B (1,v) = M+(v)

∫

ξ>0

ξf r,µ
B (1,v)dv , ξ < 0, (2.2.28)

avec

∫

min(µ,(1 + |v|)β)f r,µ
B (x,v)dxdv = 1.
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Pour des raisons analogues, il existe f r,µ
A vérifiant,

ξ
∂

∂x
f r,µ

A =

∫

R3
v×S2

χrBµ(v − v∗,ω)f r,µ
A (x,v′)f r,µ(x,v

′

∗)dv∗dω

−f r,µ
A

∫

R3
v∗×S2

χrBµ(v − v∗,ω)f r,µ(x,v∗)dv∗dω, (x,v) ∈ (−1,1) × R
3
v,

f r,µ
A (−1,v) = kAM−(v), ξ > 0, f r,µ

A (1,v) = kAM+(v), ξ < 0, (2.2.29)

avec

∫

min(µ,(1 + |v|)β)f r,µ
A (x,v)dxdv = 1,

où kA est définie par l’équation (2.2.20) avant le passage à la limite.

2.3 Fin de la preuve du théorème principal.

Le dernier passage à la limite qui consiste à faire tendre r vers 0 et µ vers
+∞ requiert une technique particulière, étant donné qu’on ne dispose plus
de troncature uniforme pour les |ξ| petits. Soit (rj)j∈N avec limj→+∞ rj = 0

et (µj)j∈N avec limj→+∞ µj = +∞, f j
A = f

rj ,µj

A et f j
B = f

rj ,µj

B . Le passage
à la limite lorsque j → +∞ est maintenant réalisé dans les formulations
faibles satisfaites par f j

A et f j
B.

Un nombre positif δ étant fixé, soit ϕ une fonction test s’annulant pour
|ξ| ≤ δ et pour |v| ≥ 1

δ
. Puisque f j = f j

A+f j
B vérifie l’équation de Boltzmann

pour un gaz à une composante, l’utilisation du terme de production d’en-
tropie ([3]), entrâıne que (f j), (Q−

j (f j ,f j)) et (Q+
j (f j ,f j)) sont faiblement

compactes dans L1([−1,1]×{v ∈ R3; |ξ| ≥ δ,|v| ≤ 1
δ
})). La compacité faible

dans L1 de (f j
A), (f j

B), (Q−
j (f j

A,f
j)), (Q+

j (f j
A,f

j)), (Q−
j (f j

B,f
j)) et Q+

j (f j
B,f

j)
provient des inégalités suivantes

0 ≤ f j
A ≤ f j, 0 ≤ f j

B ≤ f j, Q−
j (f j

A,f
j) ≤ Q−

j (f j ,f j),

Q+
j (f j

A,f
j) ≤ Q+

j (f j,f j), Q−
j (f j

B,f
j) ≤ Q−

j (f j ,f j),

Q+
j (f j

B,f
j) ≤ Q+

j (f j,f j).
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On note par fA et fB les limites respectives dans L1 de (f j
A) et (f j

B), à une
sous-suite près. On montre alors que

lim
j→∞

∫

[Q−
j (f j

A,f
j) −Q−(fA,f)]ϕdxdv = 0. (2.3.1)

On décompose
∫

[Q−
j (f j

A,f
j) −Q−(fA,f)]ϕdxdv selon

∫

[Q−
j (f j

A,f
j) −Q−(fA,f)]ϕdxdv = Cj +Dj + Ej + Fj ,

avec

Cj =

∫ 1

−1

∫

|ξ|>δ

∫

λ≥|ξ∗|> 1
i
,ρ∗≤λ

(

f j
Aϕ(x,v)χjBj(v − v∗,ω)f j(x,v∗)

−fAϕ(x,v)B(v − v∗,ω)f(x,v∗)

)

dv∗dωdxdv.

Dj =

∫ 1

−1

∫

|ξ|>δ

∫

|ξ∗|≥λ,ρ∗≤λ

(

(f j
Aϕ)(x,v)χjBj(v − v∗,ω)f j(x,v∗)

−(fAϕ)(x,v)B(v − v∗,ω)f(x,v∗)

)

dv∗dωdvdx.

Ej =

∫ 1

−1

∫

|ξ|>δ

∫

|ξ∗|≤ 1
i
,ρ∗≤λ

(

(f j
Aϕ)(x,v)χjBj(v − v∗,ω)f j(x,v∗)

−(fAϕ)(x,v)B(v − v∗,ω)f(x,v∗)

)

dv∗dωdvdx

Fj =

∫ 1

−1

∫

|ξ|>δ

∫

ρ∗>λ

(

(f j
Aϕ)(x,v)χjBj(v − v∗,ω)f j(x,v∗)

−(fAϕ)(x,v)B(v − v∗,ω)f(x,v∗)

)

dv∗dωdvdx

Rappelons les quatre lemmes suivants dont la preuve figure dans ([5])

Lemme 2.3.1. Il existe c > 0 et pour δ > 0 une constante cδ, telles que
∫

ξ2f j(x,v)dv < c, x ∈ (−1,1),
∫

|ξ|>δ,|v|≤ 1
δ

|v|2f j(x,v)dxdv < cδ.
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Lemme 2.3.2.

lim
ε→0

sup
S⊂(−1,1);|S|≤ε,j> 1

ε

∫

S×R3

Kj(v)f
j(x,v)dxdv = 0,

où Kj(v) = min(µj,(1 + |v|)β).

Lemme 2.3.3. Soit η > 0. Il existe j0 ∈ N tel que pour j > j0 et en dehors
d’un ensemble dépendant de j et de mesure inférieure à η,

lim
λ→∞

∫

ρ≥λ

Kj(v)f
j(x,v)dv = 0,

uniformément par rapport aux variables x et j.

Lemme 2.3.4. Soit λ > 0 et ε > 0. Il existe j0 ∈ N tel que pour j > j0 et
en dehors d’un ensemble en x dépendant de j de mesure inférieure à ε,

∫

ρ≤λ,|ξ|≤ 1
i

Kj(v)f
j(x,v)dv

tend vers zéro lorsque i→ +∞, uniformément par rapport à x et j.

Contrôle de Cj .

On considère le terme
∫ 1

−1

∫

|ξ|>δ

f j
A(x,v)ϕ(x,v)

∫

λ≥|ξ∗|> 1
i
,ρ∗≤λ

χjBj(v − v∗,ω)f j(x,v∗)dv∗dωdvdx

où λ et i seront choisis ultérieurement. Comme (f j) et (ξ ∂
∂x
f j) sont faible-

ment compactes dans L1([−1,1] × {v∗ ∈ R3
v∗ ; |ξ∗| ≥ δ,|v∗| ≤ 1

δ
}), que (χjBj)

est bornée sur l’ensemble {(v,v∗,ω); |v| ≤ δ,|ξ∗| ≤ λ,ρ∗ ≤ λ} et qu’elle
converge pp vers B, un lemme de moyenne entrâıne que

∫

λ≥|ξ∗|> 1
i
,ρ∗≤λ

χjBj(v − v∗,ω)f j(x,v∗)dv∗dω
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tend vers
∫

λ≥|ξ∗|> 1
i
,ρ∗≤λ

B(v − v∗,ω)f(x,v∗)dv∗dω

dans L1((−1,1) × {v ∈ R
3
v; |ξ| ≥ δ,|v| ≤ 1

δ
}) lorsque j tend vers +∞. De

plus, (χjBj) étant bornée sur les ensembles {λ ≥ |ξ∗| > 1
i
} et {ρ∗ ≤ λ} et

comme on intègre sur {|ξ∗| > 1
i
}, on a:

∫

λ≥|ξ∗|> 1
i
,ρ∗≤λ

χjBj(v − v∗,ω)f j(x,v∗)dv∗dω

≤
∫

λ≥|ξ∗|> 1
i
,ρ∗≤λ

f j(x,v∗)dv∗dω ≤ C(i).

Les suites (f j
A) et (ξ ∂

∂x
f j

A) étant faiblement compactes dans

L1((−1,1) × {v ∈ R3; |ξ| ≥ δ,|v| ≤ 1
δ
}), en utilisant une nouvelle fois un

lemme de moyenne, on obtient que (Cj) tend vers 0.

Contrôle de Dj .

Soit ε > 0 fixé. Grâce à la fonction test, la variable v peut être sup-
posée bornée. Donc, pour |ξ∗| ≥ λ et ρ∗ ≤ λ, χjBj(v − v∗,ω) ∼ |ξ∗|β.
Par conséquent,

∫

|ξ∗|≥λ,ρ∗≤λ

χjBj(v − v∗,ω)f j(y,v∗)dv∗dω

≤ c

λ2−β

∫

R3
∗×S2

|ξ∗|2f j(x,v∗)dv∗dω. (2.3.2)

D’après le lemme 2.3.1, l’intégrale du membre de droite de l’équation (2.3.2)
peut être contrôlé indépendamment de j et de x. Donc, pour λ suffisamment
grand, on obtient uniformément en j et en x,

∫

|ξ∗|≥λ,ρ∗≤λ

χjBj(v − v∗,ω)f j(x,v∗)dv∗dω ≤ ε.

Donc, du fait de la troncature en la variable v,

∫ 1

−1

∫

|ξ|>δ

∫

|ξ∗|≥λ,ρ∗≤λ

f j
Aϕ(x,v)χjBj(v − v∗,ω)f j(x,v∗)dv∗dωdvdx < cε.
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D’où, pour λ suffisamment grand, Dj ≤ ε uniformément en x et j.
Contrôle de Ej et de Fj .

∫ 1

−1

∫

R3
v

f j
Aϕ(x,v)

∫

ρ∗>λ

χjBj(v − v∗,ω)f j(x,v∗)dv∗dωdvdx

et
∫ 1

−1

∫

R3
v

f j
Aϕ(x,v)

∫

ρ∗≤λ,|ξ∗|≤ 1
i

χjBj(v − v∗,ω)f j(x,v∗)dv∗dωdvdx,

d’après le lemme 2.3.2, il existe η tel que uniformément en j

sup
E⊂(−1,1);|E|≤η,j> 1

η

∫

E×R3
v∗

×S2

Kj(v∗)f
j(x,v∗)dxdv∗dω < ε.

Eη étant choisi, le lemme 2.3.4 entrâıne, pour λ suffisamment grand, uni-
formément en dehors d’un Eη de mesure inférieure à η en x et en j, que

∫

ρ∗>λ

Kj(v∗)f
j(x,v∗)dv∗dω < ε.

Ensuite, le lemme 2.3.3 entrâıne, pour i suffisamment grand, uniformément
en dehors d’un ensemble E

′

η de mesure inférieure à η en x et en j,
∫

ρ∗≤λ,|ξ∗|≤ 1

i

Kj(v∗)f
j(x,v∗)dv∗dω < ε.

Pour les autres ensembles en x E
′

η et Eη, le lemme 3.6.54 entrâıne uni-
formément en j, que

∫

Eη×R3
v∗

×S

Kj(v∗)f
j(x,v∗)dxdv∗dω < ε

et
∫

E′
η×R3

v∗
×S2

Kj(v∗)f
j(x,v∗)dxdv∗dω < ε.

Finalement, on obtient uniformément en j, pour i et λ choisis précédemment,
∫ 1

−1

∫

R3
v

(

f j
Aϕ
)

(x,v)

∫

ρ∗>λ

χjBj(v − v∗,ω)f j(x,v∗)dv∗dωdvdx

+

∫ 1

−1

∫

R3
v

(

f j
Aϕ
)

(x,v)

∫

ρ∗≤λ,|ξ∗|≤ 1
i

χjBj(v − v∗,ω)

f j(x,v∗)dv∗dωdvdx ≤ cε. (2.3.3)
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Pour i et λ choisis précédemment, Ej ≤ ε et Fj ≤ ε, uniformément en j.
Finalement,

lim
j→+∞

∫ 1

−1

∫

R3
v

(

Q−
j (f j

A,f
j)ϕ
)

(x,v)dxdv =

∫ 1

−1

∫

R3
v

(

Q−(fA,f)ϕ
)

(x,v)dxdv.

Ensuite, en appliquant le changement de variable (v,v∗,ω) 7→ (v′,v′∗, − ω)
et en utilisant χjBj(v − v∗,ω)ϕ(x,v′) à la place de χjBj(v − v∗,ω) comme
précédemment, on obtient la même propriété sur le terme de gain,

lim
j→+∞

∫ 1

−1

∫

R3
v

(

Q+
j (f j

A,f
j)ϕ
)

(x,v)dxdv =

∫ 1

−1

∫

R3
v

(

Q+(fA,f)ϕ
)

(x,v)dxdv.

De manière analogue, le même résultat est démontré pour fB. Il reste à
passer à la limite dans les termes de bord (2.1.3). Il s’agit pour cela de
montrer la convergence faible dans L1

|ξ|({v ∈ R3
v, ξ > 0}) ( resp L1

|ξ|({v ∈
R3

v, ξ < 0})) de f j
B(1,.) ( resp. f j

B(−1,.)) vers fB(1,.) (resp.

fB(−1,.)). En premier lieu, les flux
∫

ξ>0
ξf j

B(1,v)dv et
∫

ξ<0
|ξ|f j

B(−1,v)dv

sont contrôlés de la manière suivante. D’après (2.2.28) écrite sous forme
exponentielle, on obtient que

f j
B(x,v) ≥ f j

B(−1,v)e
−
∫ 0

− 1+x
ξ

∫

R3
v∗×S

χjBjfj(x+sξ,v∗)dv∗dωds
, ξ >

1

2
,|v| ≤ 2,

f j
B(x,v) ≥ f j

B(1,v)e
−
∫ 0

1−x
ξ

∫

R3
v∗×S

χjBjfj(x+sξ,v∗)dv∗dωds
, ξ < −1

2
,|v| ≤ 2.

(2.3.4)

Rappelons que,

νj(x,v) =

∫

R3
v∗

×S2

χjBjf j(x,v∗)dv∗dω.

Donc, pour v vérifiant |v| ≤ 2 et |ξ| > 1
2
, la suite

(
∫ 1

−1

νj(z,v)

|ξ| dz

)
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est uniformément bornée. Donc, d’après les conditions de bord (2.1.3) et
(2.3.4),

f j
B(x,v) ≥ cM−(v)

∫

ξ<0

|ξ|f j
B(−1,v)dv, ξ >

1

2
, |v| ≤ 2,

f j
B(x,v) ≥ cM+(v)

∫

ξ>0

ξf j
B(1,v)dv, ξ < −1

2
, |v| ≤ 2.

D’où,

c

∫

{|ξ|> 1
2
,|v|≤2}

f j
B(x,v)dxdv ≥

∫

ξ>0

ξf j
B(1,v)dv +

∫

ξ<0

|ξ|f j
B(−1,v)dv.

La fonction f j
B étant positive,

c

∫ 1

−1

∫

R3
v

min(µ,(1 + |v|)β)f j
B(x,v)dxdv

≥
∫

ξ>0

ξf j
B(1,v)dv +

∫

ξ<0

|ξ|f j
B(−1,v)dv.

Etant donné que
∫ 1

−1

∫

R3
v

min(µ,(1 + |v|)β)f j
B(x,v)dxdv = 1,

les flux
∫

ξ>0
ξf j

B(1,v)dv et
∫

ξ<0
|ξ|f j

B(−1,v)dv sont bornés uniformément par

rapport à la variable j.
De plus, les flux d’énergie de (fB

j ) sont contrôlés. En effet,
∫

ξ>0

ξv2f j
B(1,v)dv +

∫

ξ<0

|ξ|v2f j
B(−1,v)dv

≤
∫

ξ>0

ξv2f j(−1,v)dv +

∫

ξ<0

|ξ|v2f j(1,v)dv.

Puis d’après les conditions de bord (2.2.29) et (2.2.28),
∫

ξ>0

ξv2f j(1,v)dv +

∫

ξ<0

|ξ|v2f j(−1,v)dv

= (kj +

∫

ξ′<0

|ξ′|f j
B(−1,v′)dv′)

∫

ξ>0

ξv2M−(v)dv

+(kj +

∫

ξ′>0

ξ′f j
B(1,v′)dv′)

∫

ξ<0

|ξ|v2M+(v)dv. (2.3.5)
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Le membre de droite de l’équation (2.3.5) étant borné,
∫

ξ>0

ξv2f j
B(1,v)dv +

∫

ξ<0

|ξ|v2f j
B(−1,v)dv ≤ c.

Finalement, les flux d’entropie de (fB
j ) sont contrôlés. En effet,

f j = f j
A + f j

B vérifie l’équation suivante:

ξ
∂

∂x

(

f j(log(f j) − 1)
)

= Qj(f
j ,f j)log(f j). (2.3.6)

En utilisant une formule de Green et une estimation d’entropie dans (2.3.6),
on obtient

∫

ξ>0

ξf j
B(1,v)logf j

B(1,v)dv +

∫

ξ<0

|ξ|f j
B(−1,v)logf j

B(−1,v)dv

≤ (

∫

ξ′>0

ξ′f j
B(1,v′)dv′ + kj)

∫

ξ<0

|ξ|M+(v) log

(

M+(v)(

∫

ξ′>0

ξ′f j
B(1,v′)dv′ + kj)

)

dv

+(

∫

ξ′<0

|ξ′|f j
B(−1,v′)dv′ + kj)

∫

ξ>0

M−(v) log

(

M−(v)(

∫

ξ′<0

|ξ′|f j
B(−1,v′)dv′ + kj)

)

dv,

ce qui contrôle les flux d’entropie de (f j
B). On peut donc déduire du critère

de Dunford-Pettis ([12]), que (f j
B(1,.)) est faiblement compacte dans

L1
|ξ|({v ∈ R3

v, ξ > 0}). Soit l’une de ses sous-suites toujours notée (f j
B(1,.)),

convergeant faiblement vers une fonction g+ dans L1
|ξ|({v ∈ R3

v, ξ > 0}). Il

reste à prouver que g+ = fB(1,.). On considère une fonction test ϕ s’annulant
sur {|ξ| ≤ δ} ∪ {|v| ≥ 1

δ
} et vérifiant ϕ(x,v) = ϕ1(x)ϕ2(v) avec ϕ1 = 1 dans

un voisinage de 1. Rappelons que la trace fB(1,v) peut être définie par

fB(1,v) = lim
ε0→0

1

ε0

∫ ε0

0

fB(1 − ε,v)dε ([8]).

La suite (ϕf j
B) vérifie l’équation

ξ
∂(ϕf j

B)

∂x
= ξ

∂ϕ

∂x
f j

B +Qj(f
j
B,f

j)ϕ. (2.3.7)
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En intégrant (2.3.7) sur [1 − ε,1] × R3
v puis sur [0,ε0], on obtient

| 1

ε0

∫

R3
v

∫ ε0

0

ξ(f j
B(1,v) − f j

B(1 − ε,v))ϕ2(v)dvdε|

≤ 1

ε0

∫ ε0

0

∫

R3
v

∫ 1

1−ε0

|Qj(f
j
B,f

j)(x,v)ϕ(x,v)|dxdvdε

+
1

ε0

∫ ε0

0

∫

R3
v

∫ 1

1−ε0

|f j
B(x,v)ξ

∂

∂x
ϕ(x,v)|dxdvdε. (2.3.8)

Soit η > 0. Par compacité faible de (f j
B) et (Qj(f

j
B,f

j)) dans
L1([−1,1] × {v ∈ R3

v,|ξ| ≥ δ,|v| ≤ 1
δ
}), il existe ε̃0 > 0 tel que pour ε0 < ε̃0,

uniformément par rapport à j,
∫

R3
v

∫ 1

1−ε0

|Qj(f
j
B,f

j)(x,v)ϕ(x,v)|dxdv < η

2
,

∫

R3
v

∫ 1

1−ε0

|f j
B(x,v)ξ

∂

∂x
ϕ(x,v)|dxdv < η

2
.

Donc, l’inégalité (2.3.8) entrâıne, pour ε0 < ε̃0, uniformément par rapport
à j,

| 1

ε0

∫

R3
v

∫ ε0

0

ξ(f j
B(1,v) − f j

B(1 − ε,v))ϕ2(v)dεdv| ≤ η. (2.3.9)

Par compacité faible de f j
B dans L1([−1,1] × {v ∈ R3

v,|ξ| ≥ δ,|v| ≤ 1
δ
}),

∫

R3
v

∫ ε0

0

ξf j
B(1 − ε,v)ϕ2(v)dvdε

converge vers
∫

R3
v

∫ ε0

0

ξfB(1 − ε,v)ϕ2(v)dvdε

lorsque j tend vers l’infini. Le passage à la limite lorsque j tend vers l’infini
dans l’inégalité (2.3.9), implique que

1

ε0

|
∫

R3
v

∫ ε0

0

ξ(g+(v) − fB(1 − ε,v))ϕ2(v)dvdε| ≤ η.
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On fait ensuite tendre ε0 vers 0, d’où

|
∫

R3
v

ξ(g+(v) − fB(1,v))ϕ2(v)dv| ≤ η. (2.3.10)

L’inégalité (2.3.10) étant vraie pour tout η > 0, g+ et fB(1,.) cöıncident sur
les ensembles {v ∈ R3

v,|ξ| ≥ δ,|v| ≤ 1
δ
} pour tout δ > 0 et donc pp. fB(−1,.)

vérifie le même résultat. Par conséquent, on peut passer à la limite dans les
équations (2.2.28, 2.2.29). Ceci achève la preuve du théorème 2.1.1. �

2.4 Quelques extensions

Le théorème 2.1.1 peut être généralisé à toute valeur positive de mA et mB.

Corollaire 2.4.1. Soient β ∈ [0,2[, mA > 0 et mB > 0. Alors, il existe
une solution faible au problème stationnaire (2.1.1) pour les β-normes mA

et mB.

Preuve du corollaire 2.4.1.
Soit m = mA +mB. Dans la première partie de la preuve du théorème 2.1.1,
on choisit λ vérifiant,

λ ≥ min(mAλ1,mAλ2,mBλ1,mBλ2),

où

λ1 =
1

∫

ξ>0
M−(v) min(µ,(1 + |v|)β)e−

2+m
ξ dv

et

λ2 =
1

∫

ξ<0
M+(v) min(µ,(1 + |v|)β)e

− 2+m
|ξ| dv

.

Dans la partie du point fixe, on considère le convexe fermé suivant

K = {f ∈ L1
+([−1,1] × R

3);

∫

min(µ,(1 + |v|)β)f(x,v)dxdv = m}.

(2.4.1)

En raisonnant comme précédemment, il existe fA et fB solutions de l’équation
(2.1.1) avec les masses respectives mA et mB. �
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En présence de plusieurs composantes de gaz de la composante A (resp.
B), le corollaire 2.4.1 peut être généralisé.
On considère (fA1

. . . fANA
,fB1

. . . fBNB
) avec fAi

vérifiant

ξ
∂

∂x
fAi

= Q(fAi
,fA1

) + . . .+Q(fAi
,fANA

)

+ Q(fAi
,fB1

) + . . .+Q(fAi
,fBNB

), (x,v) ∈ (−1,1) × R
3
v,

fAi
(−1,v) = kAi

M−(v), ξ > 0,

fAi
(1,v) = kAi

M+(v), ξ < 0, (2.4.2)

et fBi
vérifiant

ξ
∂

∂x
fBi

= Q(fBi
,fA1

) + . . .+Q(fBi
,fANA

)

+ Q(fBi
,fB1

) + . . .+Q(fBi
,fBNB

), (x,v) ∈ (−1,1) × R
3
v,

fBi
(−1,v) = M−(v)

∫

ξ′<0

|ξ′|fBi
(−1,v′)dv′ , ξ > 0,

fBi
(1,v) = M+(v)

∫

ξ′>0

ξ′fBi
(1,v′)dv′ , ξ < 0. (2.4.3)

Corollaire 2.4.2. Soient β ∈ [0,2[ et mA1
. . .mANA

, mB1
. . . mBNB

des quan-
tités positives. Alors, il existe des solutions faibles fA1

. . . fBNB
au problème

stationnaire (2.4.2-2.4.3) avec les masses respectives mA1
, . . . ,mBNB

.

Preuve du Corollaire 2.4.2.
Soit f = fA1

+ . . . + fAN
+ fB1

+ . . . + fBN
. L’opérateur de Boltzmann

correspondant à la composante Ai est ([9])

Q(fAi
,f) = Q(fAi

,fA1
) + . . .+Q(fAi

,fANA
)

+ Q(fAi
,fB1

) + . . .+Q(fAi
,fBNB

).

Pour l’étape du point fixe, on considère K défini comme dans (2.4.1) et
l’application continue et compacte T de l’ensemble fermé et convexe K ×
[0,1]NB dans lui-même définie par,

T : (f,θ1, . . . ,θNB
) 7→ (fA1

+ . . .+ fANA
+ fB1

. . . fBNB
,θ̃1, . . . ,θ̃NB

),

où

θ̃Ni
=

∫

ξ<0
|ξ|fBNi

(−1,v)dv
∫

ξ<0
|ξ|fBNi

(−1,v)dv +
∫

ξ>0
ξfBNi

(1,v)dv
.
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La preuve du corollaire s’achève alors avec les mêmes arguments que précédemment.
�

Remarque 3. On pourrait envisager de résoudre un problème stationnaire
pour un gaz à une composante avec des conditions au bord mixtes, à savoir

ξ
∂

∂x
f(x,v) = Q(f,f)(x,v)

f(−1,v) = M−(v)

∫

ξ<0

|ξ|f(−1,v)dv)M−(v), ξ > 0,

f(1,v) = kM−(v), ξ < 0 (2.4.4)

Mais comme
∫

R3 ξf(x,v)dv est constant, k ne peut pas être arbitraire mais
vaut

k =

∫

ξ>0

|ξ|f(−1,v)dv.

On est donc ramené à un problème stationnaire avec conditions au bord de
type réflection diffuse.

Le théorème 2.1.1 peut également être généralisé au cas d’une combinaison
convexe des conditions de bord du type (2.1.2) et (2.1.3),

ξ
∂

∂x
f = Q(f,f), (x,v) ∈ (−1,1) × R

3
v,

f(−1,v) = a(

∫

ξ<0

|ξ|f(−1,v)dv)M−(v) + (1 − a)kM−(v), ξ > 0,

f(1,v) = a(

∫

ξ>0

ξf(1,v)dv)M+(v) + (1 − a)kM+(v), ξ < 0,

(2.4.5)

où a est donné dans [0,1].

Corollaire 2.4.3. Soient β avec 0 ≤ β < 2 et M > 0. Alors, il existe une
solution faible au problème stationnaire (2.4.5) de β-norme M .
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Chapitre 3

Effet fantôme pour un système
d’équations cinétiques pour un
gaz à deux composantes.

3.1 Introduction.

On considère dans ce chapitre un problème stationnaire d’évaporation
-condensation qu’on résout à l’aide d’un développement asymptotique et
d’un reste, qu’on contrôle lorsque le nombre de Knudsen est suffisamment
proche de 0. L’ordre 0 du développement met en évidence deux situations
remarquables par les équations fluides qu’elles entrâınent: u1,H0 identique-
ment nulle, et u1,H0 ne s’annulant en aucun point, où u1,H0 désigne la vitesse
macroscopique de la somme des deux composantes. Dans ce chapitre, on se
restreint au premier cas, où le système fluide obtenu à l’ordre 0 est de type
Navier-Stokes. On montre qu’il est influencé par le terme d’ordre 1 du flot,
u1,H1. C’est que l’on appelle l’effet fantôme. On résout ce système fluide
lorsque les données au bord sont assez proches l’une de l’autre. On contrôle
enfin le terme reste rigoureusement.

3.2 Présentation du modèle.

On considère un mélange constitué de vapeur et d’un gaz non condensable
dont on étudie le comportement stationnaire. La partie de l’espace occupée
par le mélange est située entre deux phases de gaz condensé représentée par
deux plans verticaux. On suppose que le modèle est homogène en espace
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selon les directions y et z. On est donc ramené pour la variable d’espace
x au segment [−1,1]. Les plans verticaux sont respectivement maintenus
aux températures TI et TII . On note nI (resp. nII) la densité de saturation
de la vapeur à la température TI (resp TII). La première composante du
gaz, notée A est constituée de vapeur et peut se condenser sur chacune des
deux parois, tandis que la seconde composante de gaz notée B ne peut se
condenser sur aucune des deux parois. On suppose que les molécules des
deux composantes de gaz sont mécaniquement identiques, c’est à dire de
même masse et de même diamètre ([27]).
Les fonctions de distribution fA et fB des deux gaz sont solutions de
l’équation de Boltzmann stationnaire ([9]):

ξ
∂

∂x
fA(x,v) =

1

ε
Q(fA,fA)(x,v) +

1

ε
Q(fA,fB)(x,v),

ξ
∂

∂x
fB(x,v) =

1

ε
Q(fB,fA)(x,v) +

1

ε
Q(fB,fB)(x,v),

x ∈ [−1,1], v ∈ R
3, (3.2.1)

avec

ε =

√
π

2
Kn =

√
π

2

l

2
, (3.2.2)

et

l =
1√

2πd2nI

.

l désigne le libre parcours moyen des molécules de vapeur à l’état d’équilibre
à la température TI et à la densité nI et d correspond à leur diamètre.
L’opérateur de collision Q est défini par la formule suivante ([9]):

Q(f,g)(x,v) =

∫

R3

∫

S2

B(v − v∗,ω)[f ′g′∗ − fg∗]dωdv∗,

avec

f∗ = f(x,v∗), f ′ = f(x,v′), f ′
∗ = f(x,v′∗),

v′ = v − 〈v − v∗,ω〉ω, v′∗ = v∗ + 〈v − v∗,ω〉ω.

La variable de vitesse v ∈ R3 a pour coordonnées (ξ,η,χ).
〈v−v∗,ω〉 désigne le produit scalaire euclidien dans R3. ω ∈ S2 est représenté
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par θ et φ, angle polaire et azimutal pris avec l’axe polaire v − v∗.
La fonction B(v−v∗,ω) est le noyau de l’opérateur de collision Q. On se place
dans une situation de sphère dure. La condition de bord pour la composante
A est de type donnée rentrante

fA(−1,v) = M−(v), ξ > 0, (3.2.3)

fA(1,v) =
nII

nI

M+(v), ξ < 0. (3.2.4)

Les conditions de bord pour la composante B sont de type Maxwell diffuse,

fB(−1,v) = M−(v)

∫

ξ′<0

|ξ′|fB(−1,v′)dv′, ξ > 0, (3.2.5)

fB(1,v) = M+(v)

∫

ξ′>0

|ξ′|fB(1,v′)dv′, ξ < 0, (3.2.6)

où M− et M+ sont les fonctions maxwelliennes normalisées suivantes

M−(v) =
1

π
exp(−v2) et M+(v) =

1

π(TII

TI
)2

exp(− v2

TII

TI

).

Remarque 4. La Maxwellienne M+ est telle que
∫

ξ<0
|ξ|M+dv = 1. Cette

condition est équivalente pour B au fait que sur la paroi, le flux entrant est
égal au flux sortant. La même remarque vaut pour M−.

Remarque 5. fA +fB satisfait l’équation de Boltzmann pour un gaz à une
composante.

Cette dernière remarque repose sur l’hypothèse d’égalité des masses moléculaires
mA etmB. Elle intervient de manière décisive pour l’obtention d’un théorème
d’existence dans L1 de solutions des systèmes précédents ([1]). L’analyse
numérique d’un modèle BGK pour un gaz à deux composantes a été ef-
fectué dans ([23]).
Dans ce chapitre, on considère la limite hydrodynamique lorsque ε tend vers
zéro dans (3.2.1). On décompose les fonctions de distribution des deux gaz
en un développement asymptotique et un terme reste.
Numériquement, deux types de comportements ont été mis en évidence dans
([2], [1]). Dans la première situation, la vitesse macroscopique des deux
gaz est nulle ([2], [29]). Cela signifie physiquement que l’évaporation et la
condensation pour la composante A cessent. Cependant, le terme de Hil-
bert d’ordre 1 de la composante A conserve une influence à la limite dans le
système hydrodynamique obtenu. C’est ce que l’on appelle l’effet fantôme.
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Il a été mis en évidence pour le cas d’une composante de gaz dans ([24]) et
pour le cas de deux composantes de gaz dans ([2], [29], [28]).
Dans le second cas, la composante B devient négligeable et s’accumule dans
une fine couche située contre l’une des parois, appelée couche de Knud-
sen ([4], [21], [14]). Dans ce chapitre, on se restreindra au premier cas
(u1,H0 = 0).
Le plan de ce chapitre est le suivant: le paragraphe 3.3 traite du développement
asymptotique des solutions ainsi que des quantités macroscopiques. A la fin
du paragraphe, on dérive un système fluide mêlant termes d’ordre 0 et terme
d’ordre 1 et mettant en évidence l’effet fantôme. Le paragraphe 3.4 traite
des conditions de bord que doivent satisfaire les densités fA et fB. Le pa-
ragraphe 3.5 étudie les termes d’ordre 2. Un système fluide du même type
qu’au paragraphe 3.3 est établi. Le paragraphe 3.6 présente l’étude du terme
reste qui est décomposé à la manière de ([14], [15]) en une partie en grande
vitesse et une partie en petite vitesse. Les principaux résultats du chapitre
sont aussi évoqués (proposition 3, théorème 3.6.1). Le paragraphe 3.7 est
consacré au contrôle du terme reste. On contrôle dans un premier temps le
terme reste d’un problème linéarisé, en norme L2 à poids (proposition 4) et
pour des normes L∞ à poids (propositions 7, 8, 9, 3). Ensuite le terme reste
est obtenu comme limite d’une suite de terme reste de problèmes linéarisés
(théorème 3.7.1) et on en déduit le théorème 3.6.1.
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3.3 Développement asymptotique.

3.3.1 Quantités macroscopiques

Pour toute fonction de distribution f , on définit les quantités macrosco-
piques n, u1, T et p par ([26]):

n =

∫

R3
v

fdv, (3.3.1)

nu =

∫

R3
v

vfdv, (3.3.2)

nu1 =

∫

R3
v

ξfdv, (3.3.3)

Tn =
2

3

∫

R3
v

(

(ξ − u1,H0)
2 + η2 + χ2

)

fdv, (3.3.4)

p =
2

3

∫

R3
v

(

(ξ − u1,H0)
2 + η2 + χ2

)

fdv. (3.3.5)

3.3.2 Développement de Hilbert.

On développe les fonctions de distribution fA et fB en termes de Hilbert
de la façon suivante:

fA
H(x,v) = fA

H0(x,v) + εfA
H1(x,v) + · · · ,

fB
H (x,v) = fB

H0(x,v) + εfB
H1(x,v) + · · · . (3.3.6)

En remplaçant fA
H et fB

H par les expressions données en (3.3.6) dans l’équation
de départ (3.2.1), on obtient

ξ
∂

∂x
(fA

H0 + εfA
H1 + · · · ) =

1

ε
Q(fA

H0 + εfA
H1 + · · · ,fA

H0 + εfA
H1 + · · · )

+
1

ε
Q(fA

H0 + εfA
H1 + · · · ,fB

H0 + εfB
H1 + · · · )

(3.3.7)

ξ
∂

∂x

(

fB
H0 + εfB

H1 + · · ·
)

=
1

ε
Q(fB

H0 + εfB
H1 + · · · ,fA

H0 + εfA
H1 + · · · )

+
1

ε
Q(fB

H0 + εfB
H1 + · · · ,fB

H0 + εfB
H1 + · · · ).

(3.3.8)
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Posons

fH = fA
H + fB

H . (3.3.9)

fH vérifie alors la relation

ξ
∂

∂x
(fH0 + εfH1 + · · · ) =

1

ε
Q(fH0 + εfH1 + · · · ,fH0 + εfH1 + · · · )

(3.3.10)

En utilisant le développement de Hilbert (3.3.6) pour fA
H et fB

H et en iden-
tifiant les ordres successifs des nombres de Knudsen, on obtient les rela-
tions suivantes sur les quantités macroscopiques définies dans le paragraphe
précédent

∫

R3
v

fα
Hmdv = nα

Hm (m = 0,1 · · · ), (3.3.11)

∫

R3
v

ξfH0dv = nH0u1,H0, (3.3.12)

∫

R3
v

ξfα
H0dv = nα

H0u
α
1,H0, (3.3.13)

∫

R3
v

ξ2fα
H0dv =

1

2
(nα

H0T
α
H0) (3.3.14)

∫

R3
v

v2fα
H0dv = nα

H0|uα
1,H0|2 +

3

2
pα

H0, (3.3.15)

∫

R3
v

ξfα
H1dv = nα

H0u
α
1,H1 + nα

H1u
α
1,H0, (3.3.16)

∫

R3
v

v2fα
H1dv =

3

2
(nα

H0T
α
H1 + nα

H1T
α
H0)

+ 2nα
H0u

α
1,H0u

α
1,H1 + 2nα

H0|uα
1,H0|2. (3.3.17)

3.3.3 Etude des termes d’ordre −1.

En identifiant les termes d’ordre −1 dans les équations (3.3.7) et (3.3.8), on
obtient

Q(fA
H0,f

A
H0) +Q(fA

H0,f
B
H0) = 0, (3.3.18)

Q(fB
H0,f

A
H0) +Q(fB

H0,f
B
H0) = 0. (3.3.19)
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Donc,

Lemme 3.3.1. Les solutions de (3.3.18) et (3.3.19) sont

fA
H0(x,v) =

nA
H0

π
3
2 (TH0)

3
2

exp

(

−((ξ−u1,H0)
2+η2+χ2)

TH0

)

, (3.3.20)

fB
H0(x,v) =

nB
H0

π
3
2 (TH0)

3
2

exp

(

−((ξ−u1,H0)
2+η2+χ2)

TH0

)

, (3.3.21)

où (nA
H0, n

B
H0, TH0 et u1,H0) ∈ R∗3

+ × R.

Preuve du lemme 3.3.1.
Comme dans ([2]), on multiplie (3.3.18) par ln

(

fA
H0

)

et (3.3.19) par ln
(

fB
H0

)

,
on intègre en vitesse et on obtient

∫

R3

Q(fA
H0,f

A
H0) ln(fA

H0)dv +

∫

R3

Q(fA
H0,f

B
H0) ln(fA

H0)dv = 0, (3.3.22)
∫

R3

Q(fB
H0,f

A
H0) ln(fB

H0)dv +

∫

R3

Q(fB
H0,f

B
H0) ln(fB

H0)dv = 0. (3.3.23)

En effectuant successivement les changements de variable v 7→ v′ et v 7→ v∗,
dans le premier terme du membre de gauche de l’équation (3.3.22),

∫

R3
v

Q(fA
H0,f

A
H0) ln

(

fA
H0

)

dv =
1

4

∫

R3
v∗×S2

∫

R3
v

B(|v − v∗|,〈v − v∗,ω〉)
(

fA
H0(x,v

′
∗)f

A
H0(x,v

′) − fA
H0(x,v∗)f

A
H0(x,v)

)

ln

(

fA
H0(x,v)f

A
H0(x,v∗)

fA
H0(x,v

′)fA
H0(x,v

′
∗)

)

dv∗dωdv.

Par conséquent,

∫

R3
v

Q(fA
H0,f

A
H0) ln

(

fA
H0

)

dv ≤ 0.

De même,

∫

R3
v

Q(fB
H0,f

B
H0) ln

(

fB
H0

)

dv ≤ 0.
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On obtient aussi
∫

R3
v

Q(fB
H0,f

A
H0) ln

(

fB
H0

)

dv +

∫

R3
v

Q(fA
H0,f

B
H0) ln

(

fA
H0

)

dv

=
1

2

∫

R3
v∗×S2

∫

R3
v

B(|v − v∗|,〈v − v∗,ω〉)(fA
H0(x,v

′
∗)f

B
H0(x,v

′)

−fA
H0(x,v∗)f

B
H0(x,v)) ln

(

fB
H0(x,v)

fB
H0(x,v

′)

)

dv∗dωdv

+
1

2

∫

R3
v∗

×S

∫

R3
v

B(|v − v∗|,〈v − v∗,ω〉)(fB
H0(x,v

′
∗)f

A
H0(x,v

′)

−fB
H0(x,v∗)f

A
H0(x,v)) ln

(

fA
H0(x,v)

fA
H0(x,v

′)

)

dv∗dωdv.

Dans le second terme du membre de droite, on effectue le changement de
variable v 7→ v∗ et on obtient

∫

R3
v

Q(fA
H0,f

B
H0) ln

(

fB
H0

)

dv +

∫

R3
v

Q(fB
H0,f

A
H0) ln

(

fA
H0

)

dv

=
1

2

∫

R3
v∗×S2

∫

R3
v

B
(

fA
H0(x,v

′
∗)f

B
H0(x,v

′) − fA
H0(x,v∗)f

B
H0(x,v)

)

ln

(

fA
H0(x,v∗)f

B
H0(x,v)

fA
H0(x,v

′
∗)f

B
H0(x,v

′)

)

dv∗dωdv. (3.3.24)

Par conséquent,
∫

R3
v

Q(fA
H0,f

B
H0) ln

(

fB
H0

)

dv +

∫

R3
v

Q(fB
H0,f

A
H0) ln

(

fA
H0

)

dv ≤ 0.

En ajoutant membre à membre les équations (3.3.22) et (3.3.23), on obtient
une somme nulle. Chacun des termes est donc nul. Donc,

∫

R3
v

Q(fA
H0,f

A
H0) ln

(

fA
H0

)

dv = 0,

∫

R3
v

Q(fB
H0,f

B
H0) ln

(

fB
H0

)

dv = 0.

La relation (3.3.24) entrâıne

fA
H0(x,v

′
∗)f

B
H0(x,v

′) = fA
H0(x,v∗)f

B
H0(x,v), (v,v∗,ω) ∈ R

3 × R
3 × S

2.
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Il s’ensuit que fA
H0 et fB

H0 sont des Maxwellienne ([9]), i.e. qu’il existe
(nA

H0, n
B
H0, TH0, u

A
H0 et uB

H0) ∈ R∗3
+ × R3 × R3 tel que

fA
H0(x,v) =

nA
H0

(πTA
H0)

3

2

exp

(

−|v − uA
H0|2

TA
H0

)

, (3.3.25)

fB
H0(x,v) =

nB
H0

(πTB
H0)

3
2

exp

(

−|v − uB
H0|2

TB
H0

)

. (3.3.26)

De plus, comme nA
H0n

B
H0 6= 0,

|v′∗ − uA
H0|2

TA
H0

+
|v′ − uB

H0|2
TB

H0

=
|v∗ − uA

H0|2
TA

H0

+
|v − uB

H0|2
TB

H0

.

En choisissant v = 0 et ω = v∗
|v∗| puis ω = − v∗

|v∗| dans

{

v′ = v − 〈v − v∗,ω〉ω,
v′∗ = v∗ + 〈v − v∗,ω〉ω,

on obtient: TB
H0 = TA

H0 et uB
H0 = uA

H0. D’où, uB
1,H0 = uA

1,H0 �

Remarque 6. Dans le cas où nB
H0 ≡ 0, on est ramené à résoudre

Q(fA
H0,f

A
H0) = 0.

Ce qui signifie que fA
H0 vérifie la formule (3.3.25).

3.3.4 Etude des termes d’ordre 0.

L’identification des termes d’ordre 0 dans l’équation (3.3.8) entrâıne la re-
lation suivante,

ξ
∂

∂x
fB

H0 = Q(fB
H1,f

A
H0) +Q(fB

H0,f
A
H1) +Q(fB

H1,f
B
H0) +Q(fB

H0,f
B
H1).

En intégrant cette équation sur R3
v, on obtient

∂

∂x

∫

R3
v

ξfB
H0(x,v)dv = 0.

Or, les conditions de bord pour fB étant de type réflexion Maxwellienne
diffuse, le flux total en chaque point du bord est nul. D’où,

nB
H0(x)u

B
1,H0(x) = 0, x ∈ [−1,1]. (3.3.27)
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Parmi toutes les situations représentées par (3.3.27), on considère les deux
cas suivants:

uB
1,H0 ≡ 0 et nB

H0 6= 0 (3.3.28)

et
nB

H0 ≡ 0 et uA
1,H0 6= 0. (3.3.29)

Ces deux situations sont intéressantes au niveau des équations fluides qu’elles
entrâınent. Dans notre travail, on ne s’intéressera qu’au premier cas.

3.3.5 Equations fluides à l’ordre 0.

L’identification des termes d’ordre 0 dans l’équation (3.3.10) entrâıne

ξ
∂

∂x
fH0 = Q(fH1,fH0) +Q(fH0,fH1), (3.3.30)

On intègre alors par rapport à v sur R3
v selon 1, ξ et v2. Les équations

intégrées selon 1 et v2 sont triviales et l’équation intégrée selon ξ entrâıne,
en tenant compte de ce que

∫

R3
v

ξ2fH0dv =
1

2
nH0TH0,

que

∂

∂x
(nH0TH0) = 0, (3.3.31)

ou bien, en utilisant les relations entre les données macroscopiques

∂

∂x
pH0 = 0. (3.3.32)

Remarque 7. (3.3.32) correspond au système de Navier-Stokes incompres-
sible stationnaire pour un champ de vitesse u1,H0 nul.

3.3.6 Décomposition de fH1.

fH1 se décompose en ses parties hydrodynamique et non hydrodynamique
selon la formule:

fH1 = fH0

(

c0(x) + c1(x)ξ + c4(x)v
2 + ψH1

)

, (3.3.33)
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avec ψH1 satisfaisant les conditions d’orthogonalité suivantes:

∫

R3
v

fH0ψH1dv = 0,

∫

R3
v

ξfH0ψH1dv = 0,

∫

R3
v

v2fH0ψH1dv = 0.

Déterminons c0, c1 et c4. Comme u1,H0 = 0,

∫

R3
v

ξfH1dv = nH0u1,H1,

∫

R3
v

v2fH1dv =
3

2
(nH0TH1 + nH1TH0).

En multipliant successivement le second membre de l’équation (3.3.33) par
1, ξ et v2 et en intégrant par rapport à v, on obtient les relations suivantes:

nH1 = c0nH0 +
3

2
c4nH0TH0,

nH0u1,H1 =
1

2
c1nH0TH0,

nH0TH1 + nH1TH0 = c0nH0TH0 +
5

2
c4nH0T

2
H0.

Les coefficients c0, c1 et c4 vérifient donc les relations suivantes:

c0 =
nH1

nH0

− 3

2

TH1

TH0

,

c1 =
2u1,H1

TH0
,

c4 =
1

TH0

TH1

TH0
.

D’où

fH1 = fH0

(

nH1

nH0
+

2u1,H1

TH0
ξ + (

v2

TH0
− 3

2
)
TH1

TH0
+ ψH1

)

.
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Il reste maintenant à déterminer la composante orthogonale fH0ψH1 de fH1.
En substituant fH1 par l’expression précédente dans (3.3.30),

ξ
∂

∂x
fH0 = Q

(

fH0(
nH1

nH0

+
2u1,H1

TH0

ξ + (
v2

TH0

− 3

2
)
TH1

TH0

+ ψH1),fH0

)

+ Q

(

fH0,fH0(
nH1

nH0
+

2u1,H1

TH0
ξ + (

v2

TH0
− 3

2
)
TH1

TH0
+ ψH1)

)

.

Le noyau de l’application linéaire

L : φ 7→ Q (fH0,fH0φ) +Q (fH0φ,fH0)

étant de la forme

kerL = {α + βξ + γv2},
l’équation précédente se simplifie en

ξ
∂

∂x
fH0 = Q(fH0,fH0ψH1) +Q(fH0ψH1,fH0), (3.3.34)

Or, d’après l’expression de fH0,

ξ
∂

∂x
fH0 =

ξ

π
3

2

( ∂
∂x

(nH0)T
3

2

H0 − 3
2
TH0T

1

2

H0
∂
∂x

(TH0)nH0

T 3
H0

+
v2

T 2
H0

∂

∂x
(TH0)

nH0

T
3
2

H0

)

exp(− v2

TH0
).

D’après l’équation (3.3.31),

∂

∂x
(nH0)TH0 = − ∂

∂x
(TH0)nH0.

Donc,

ξ
∂

∂x
fH0 = ξ(

v2

TH0

− 5

2
)
nH0

π
3
2T

5

2

H0

∂

∂x
TH0 exp(− v2

TH0

).

D’où,

ξ
∂

∂x
fH0 =

(

ξ(
v2

TH0
− 5

2
)

1

TH0

∂

∂x
TH0

)

fH0.
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De plus,

Q(fH0,fH0ψH1) +Q(fH0ψH1,fH0) =
∫

R3
v∗

×S2

B(|v∗ − v|,〈v∗ − v,ω〉)fH0(x,v)fH0(x,v∗)

(ψH1(x,v
′) + ψH1(x,v

′
∗) − ψH1(x,v) − ψH1(x,v∗)) dωdv∗

=
n2

H0

T 3
H0π

3
exp(− v2

TH0
)

∫

R3
v∗×S2

B exp(− v2
∗

TH0
)

(ψH1(x,v
′) + ψH1(x,v

′
∗) − ψH1(x,v) − ψH1(x,v∗)) dωdv∗. (3.3.35)

On pose alors

ξ̃ =
ξ√
TH0

, ṽ =
v√
TH0

et

E(ṽ) =
1

π
3
2

exp
(

− ṽ2
)

.

La relation (3.3.35), devient donc

Q(fH0,fH0ψH1) +Q(fH0ψH1,fH0) =
n2

H0

TH0

E(ṽ)

∫

R3
v∗

×S2

E(ṽ∗)

(ψH1(x,v
′) + ψH1(x,v

′
∗) − ψH1(x,v) − ψH1(x,v∗))

B
(

|ṽ∗ − ṽ|√TH0,〈ṽ∗ − ṽ,ω〉√TH0

)

√
TH0

dωdṽ∗,

soit

Q(fH0,fH0ψH1) +Q(fH0ψH1,fH0) =
n2

H0

TH0
E(ṽ)LTH0

(ϕ(ṽ))

où

LTH0
(ψH1(ṽ)) :=

∫

R3
v∗×S

E(ṽ∗)

(

ψH1(x,v
′) + ψH1(x,v

′
∗) − ψH1(x,v)

−ψH1(x,v∗)

)

B
(

|ṽ∗ − ṽ|√TH0,〈ṽ∗ − ṽ,ω〉√TH0

)

√
TH0

dωdṽ∗.

Donc (3.3.34) s’écrit

LTH0
(ψH1(ṽ)) = ξ̃(ṽ2 − 5

2
)

1

pH0

∂

∂x
TH0. (3.3.36)
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Soit ξA(|v|) la solution de

LTH0
(ξ̃A(|ṽ|)) = −ξ̃(ṽ2 − 5

2
),

∫ +∞

0

r4A(r)E(r)dr = 0. (3.3.37)

définie par exemple dans ([13],[22]).

Remarque 8. La seconde condition de (3.3.37) s’explique par la recherche

de ξ̃A(|ṽ|) dans (ker(LTH0
))⊥, ie
∫

R3

ξA(|v|)E(v)dv = 0, (3.3.38)
∫

R3

ξ2A(|v|)E(v)dv = 0, (3.3.39)
∫

R3

v2ξA(|v|)E(v)dv = 0. (3.3.40)

Or, par raison d’imparité, les équations (3.3.38) et (3.3.40) sont automati-
quement satisfaites et par passage en coordonnées sphériques dans l’équation
(3.3.39), on obtient cette deuxième condition.
La partie non hydrodynamique fH0ψH1 de fH0 est alors donnée par l’ex-
pression,

ψH1(ṽ) =
−ξ̃A(|ṽ|)
pH0

∂

∂x
TH0.

Donc, fH1 s’écrit:

fH1 =

(

nH1

nH0
+

2u1,H1

TH0
ξ + (

v2

TH0
− 3

2
)
TH1

TH0
− ξ̃A(|ṽ|)

pH0

∂

∂x
TH0

)

fH0.

(3.3.41)

3.3.7 Décomposition de fA
H1 et de fB

H1.

Par identification des termes d’ordre 0 dans les équations (3.3.7) et (3.3.8),
fA

H0 et fB
H0 vérifient respectivement les équations suivantes:

ξ
∂

∂x
fA

H0 = Q(fA
H0,fH1) +Q(fA

H1,fH0) (3.3.42)

et

ξ
∂

∂x
fB

H0 = Q(fB
H0,fH1) +Q(fB

H1,fH0). (3.3.43)
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D’après ([2]), l’application

λ : (φA,φB) 7→
(

Q(fA
H0,φfH0) +Q(φAf

A
H0,fH0),Q(fB

H0,φfH0) +Q(φBf
B
H0,fH0)

)

(3.3.44)

admet pour noyau

ker λ =
{(

αA + βξ + γv2,αB + βξ + γv2
)

, (αA,αB,β,γ) ∈ R
2
+ × R

2
}

.

On décompose les fonctions de distribution inconnues fA
H1 et fB

H1 en leurs
parties hydrodynamiques et non hydrodynamiques de la manière particulière
suivante:

fA
H1 = fA

H0

(

pA
H1

pA
H0

+ 2ξ
u1,H1

TH0
+ (

v2

TH0
− 5

2
)
TH1

TH0
− ξ̃A(|ṽ|)

pH0

∂

∂x
TH0 + ΨA

)

(3.3.45)

et

fB
H1 = fB

H0

(

pB
H1

pB
H0

+ 2ξ
u1,H1

TH0
+ (

v2

TH0
− 5

2
)
TH1

TH0
− ξ̃A(|ṽ|)

pH0

∂

∂x
TH0 + ΨB

)

,

(3.3.46)

où (ΨA; ΨB) ∈ (Kerλ)⊥.

Comme pA
H0 = nA

H0TH0 et ξ̃ = ξ√
TH0

, le premier membre de l’équation

(3.3.42) s’écrit

ξ
∂

∂x
fA

H0 = (
∂

∂x
pA

H0

ξ̃

T 2
H0

+
∂

∂x
TH0ξ̃(ṽ

2 − 5

2
)
nA

H0

T 2
H0

)E(ṽ).
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En reportant (3.3.41) et (3.3.46) dans (3.3.42), elle s’écrit

Q(fA
H0,fH1) +Q(fA

H1,fH0) = Q(fA
H0,− ξ̃A(|ṽ|)fH0) +Q(−ξ̃A(|ṽ|)fA

H0
,fH0)

+ Q(fA
H0Ψ,fH0).

=
nH0n

A
H0

T 3
H0

[Q(E(ṽ),− ξ̃A(|ṽ|)E(ṽ))

+ Q(−ξ̃A(|ṽ|)E(ṽ),E(ṽ))]

+
nH0n

A
H0

T 3
H0

Q(E(ṽ)Ψ,E(ṽ))

=
nH0n

A
H0

pH0TH0
LTH0

(−ξ̃A(|ṽ|))

+
nH0n

A
H0

TH0
Q(E(ṽ)Ψ,E(ṽ)).

D’après (3.3.36)
(

∂

∂x
pA

H0

ξ̃

T 2
H0

+
∂

∂x
TH0ξ̃(ṽ

2 − 5

2
)
nA

H0

T 2
H0

)

E(ṽ) =
nH0n

A
H0

pH0TH0
ξ̃(ṽ2 − 5

2
)
∂

∂x
TH0

+
nH0n

A
H0

TH0
Q(E(ṽ)ψA,E(ṽ)),

d’où

nH0n
A
H0

TH0

Q(E(ṽ)ψA,E(ṽ)) =
∂

∂x
pA

H0

ξ̃

T 2
H0

E(ṽ).

Soit, C une solution de ([27], [30])

Q(E(ṽ)ξ̃C(ṽ),E(ṽ)) = −ξ̃E(ṽ).

Alors,

ψA(ṽ) = − ξ̃C(|ṽ|)
nH0pA

H0

∂

∂x
pA

H0.

Finalement,

fA
H1 = fA

H0

(

pA
H1

pA
H0

+ 2ξ
u1,H1

TH0

+ (
v2

TH0

− 5

2
)
TH1

TH0

− ξ̃A(|ṽ|)
pH0

∂

∂x
TH0

− ξ̃C(ṽ)

nH0p
A
H0

∂

∂x
pA

H0

)
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ou

fA
H1 = fA

H0

(

nA
H1

nA
H0

+ 2ξ
u1,H1

TH0

+ (
v2

TH0

− 3

2
)
TH1

TH0

− ξ̃A(|ṽ|)
pH0

∂

∂x
TH0

− ξ̃C(ṽ)

nH0pA
H0

∂

∂x
pA

H0

)

. (3.3.47)

Un raisonnement analogue pour la composante B implique que fB
H1 peut

s’écrire de la manière suivante

fB
H1 = fB

H0

(

pB
H1

pB
H0

+ 2ξ
u1,H1

TH0

+ (
v2

TH0

− 5

2
)
TH1

TH0

− ξ̃A(|ṽ|)
pH0

∂

∂x
TH0

− ξ̃C(ṽ)

nH0pB
H0

∂

∂x
pB

H0

)

.

ou

fB
H1 = fB

H0

(

nB
H1

nB
H0

+ 2ξ
u1,H1

TH0
+ (

v2

TH0
− 3

2
)
TH1

TH0
− ξ̃A(|ṽ|)

pH0

∂

∂x
TH0

− ξ̃C(ṽ)

nH0pB
H0

∂

∂x
pB

H0

)

. (3.3.48)

3.3.8 Equations fluides à l’ordre 1.

En considérant les termes d’ordre 1 et en intégrant (3.3.10) selon 1, ξ et v2

sur R3
v, on obtient le système:

∂

∂x

(
∫

R3
v

ξfH1dv

)

= 0,

∂

∂x

(
∫

R3
v

ξ2fH1dv

)

= 0,

∂

∂x

(
∫

R3
v

ξv2fH1dv

)

= 0.

La première équation s’écrit

∂

∂x

(
∫

R3
v

ξ2fH0dv
u1,H1

TH0

)

= 0.
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Ce qui entrâıne d’après la relation (3.3.14),

∂

∂x
(nH0u1,H1) = 0.

La troisième équation s’écrit

∂

∂x

(∫

R3
v

ξ2v2fH0dv
2u1,H1

TH0

)

− ∂

∂x

(

1

pH0

∂

∂x
TH0

nH0

T
3
2

H0

∫

R3
v

ξ̃ξv2A(|ṽ|)E(ṽ)dv

)

= 0. (3.3.49)

Or,
∫

R3
v

ξ2v2fH0dv =
5

4
pH0TH0.

Donc

5

4

∂

∂x
(pH0u1,H1) =

∂

∂x

(

∂

∂x
(TH0)T

1
2

H0

∫

R3
v

ξ̃2ṽ2A(|ṽ|)E(|ṽ|)dṽ
)

.

Par passage en coordonnées sphériques,
∫

R3
v

ξ̃2ṽ2A(ṽ)E(ṽ)dṽ =
4

3π
1
2

∫

R+

r6A(r) exp(−r2)dr.

et en posant

γ2 =
16

15π
1
2

∫

R+

r6A(r) exp(−r2)dr,

(3.3.49) s’écrit

∂

∂x
(pH0u1,H1) =

γ2

2

∂

∂x

(

∂

∂x
(TH0)T

1
2

H0

)

.

Or, comme pH0 = TH0nH0 et que u1,H1nH0 est constante sur [−1,1],

nH0u1,H1
∂

∂x
TH0 =

γ2

2

∂

∂x

(

∂

∂x
(TH0)T

1

2

H0

)

. (3.3.50)

Remarque 9. Pour le cas des sphères dures, on a γ2 ≈ 1.922284066 ([22]).
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Montrons maintenant que

u1,H1 = −γc

√
TH0

pB
H0nH0

∂

∂x
pA

H0, (3.3.51)

où γc est une constante qui sera définie ultérieurement par la formule (3.3.53).
L’intégration de (3.3.47) sur R3

v selon ξ et le fait que uB
1,H1 ≡ 0, entrâınent

u1,H1 = −
(
∫

R3
v

E(ṽ)ξ̃2C(ṽ)dṽ

) √
TH0

pB
H0nH0

∂

∂x
pA

H0. (3.3.52)

Par passage en coordonnées sphériques, l’équation (3.3.52) devient

u1,H1 = −4

3

√
TH0

pH0nB
H0

∂

∂x
pA

H0

∫

R+

C(r)r4exp(−r2)dr.

Soit, en posant

γc =
4

3

∫

R+

C(r)r4exp(−r2)dr (3.3.53)

dans la relation précédente, on obtient l’expression (3.3.51). D’où, le système
suivant

∂

∂x
pH0 = 0, (3.3.54)

∂

∂x
(nH0u1,H1) = 0, (3.3.55)

γ2

2

∂

∂x

( ∂

∂x
(TH0)T

1
2

H0

)

= −nH0u1,H1
∂

∂x
TH0, (3.3.56)

u1,H1 = −γc
T

1
2

H0

pB
H0nH0

∂

∂x
pA

H0, (3.3.57)

uB
1,H1 = 0, (3.3.58)

où pH0 = nH0TH0, p
A
H0 = nA

H0TH0 et pB
H0 = nB

H0TH0.

Remarque 10. Lorsque le nombre de Knudsen tend vers 0, le flot u1,H tend
également vers 0 (uH0 = 0). On s’attend alors au niveau de la mécanique
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des fluides à ce que la température TH0 satisfasse la loi de Fourier, i.e à ce
que le second membre de l’équation (3.3.56) soit nul. Ce n’est pas le cas,
puisque le second membre de (3.3.56) est

nH0u1,H1
∂

∂x
(TH0) = −γc

T
1
2

H0

pB
H0

∂

∂x
pA

H0

∂

∂x
(TH0) 6= 0.

Ceci signifie que le flot u1,H garde une influence sur la température à la
limite. Cela met donc en évidence l’effet fantôme comme défini dans ([24],
[8]).

3.4 Satisfaction des conditions de bord.

3.4.1 Fermeture du système à l’ordre 0.

On se restreint à des conditions aux limites pour fA données par

fA(−1,v) = M−(v), fA(1,v) = M+(v),

où nII

nI
= 1 + τ avec τ suffisamment petit à déterminer. On impose aussi la

contrainte suivante sur la masse de la composante B,

∫ 1

−1

nB
H0dx = m.

Pour que fA
H0 vérifie les bonnes conditions de bord, il faut et il suffit de

choisir pour la composante A, nA
H0(−1) = 1, nA

H0(1) = nII

nI
, TA

H0(−1) = 1 et

TA
H0(1) = TII

TI
.

Pour fB
H0, étant donné que

∫

ξ<0

1

(πTH0(−1))
3
2

exp(− v2

TH0(−1)
)dv = 1,

on a pour ξ > 0,

(∫

ξ<0

|ξ|fB
H0(−1,v)dv

)

exp(− v2

TH0(−1)
) = fB

H0(−1,v).

Le même résultat étant aussi satisfait en 1, fB
H0 vérifie bien des conditions

de bord de type Maxwell diffuse.
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On a donc trouvé que les termes d’ordre 0 obtenus dans le développement
asymptotique de (fA,fB) satisfont les conditions aux limites (3.2.3, 3.2.4,
3.2.5, 3.2.6).

Lemme 3.4.2. Il existe τ0 et il existe λ > 0 tel que pour tout τ ∈ R satis-
faisant |τ | ≤ τ0, le système (3.3.54, 3.3.55, 3.3.56, 3.3.57, 3.3.58) possède
une solution vérifiant les conditions de bord:

nA
H0(−1) = 1, TH0(−1) = 1, nA

H0(1) = 1 + τ, |TH0(1) − 1| ≤ λτ,

(3.4.59)

et la contrainte sur nB
H0

∫ 1

−1

nB
H0dx = m, (3.4.60)

où m est une constante positive fixée.
De plus, on a les estimations suivantes: il existe λ > 0, tel que (pour tout x
∈ [−1,1] )

|TH0(x) − 1| ≤ λτ, |nA
H0(x) − 1| ≤ λτ, |u1,H1(x)| ≤ λτ,

|(TH0)
′(x)| ≤ λτ, |(nA

H0)
′(x)| ≤ λτ, |(nB

H0)
′(x)| ≤ λτ. (3.4.61)

Remarque 11. Les estimations (3.4.61) seront utilisées lors de la démonstration
du lemme 3.7.1.

Preuve du lemme 3.4.2.
Dans un premier temps, on considère le système (3.3.54, 3.3.55, 3.3.56,
3.3.57, 3.3.58) muni des conditions de bord suivantes:

nA
H0(−1) = 1, nA

H0(1) = 1, TH0(−1) = 1, TH0(1) = 1,

et la condition sur nB
H0,

∫ 1

−1

nB
H0dx = m.

Pour ce système,

(

TH0, n
A
H0, u1,H1, n

B
H0

)

=

(

1, 1, 0,
1

2m

)

est une solution constante.
On recherche une solution du système satisfaisant les conditions de bord
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(3.4.59) ainsi que la contrainte sur la masse (3.4.61), comme perturbation
de cette solution constante.

Déterminons dans un premier temps TH0.
D’après les équations (3.3.55), nH0u1,H1 est constante sur [−1,1]. Donc, il
existe une constante θ telle que:

nH0u1,H1 = θ. (3.4.62)

L’équation (3.3.56) peut donc s’écrire en effectuant le changement d’incon-
nue T = TH0 − 1,

θT ′ =
γ2

2

(

T ′′(1 + T )
1

2 +
(T ′)2

(1 + T )
1
2

)

.

On note c = T ′(−1). On peut voir T comme la solution du problème de
Cauchy,

T ′′ =
2θ

γ2

T ′

(1 + T )
1
2

− (T ′)2

2(1 + T )
.

T (−1) = 0,

T ′(−1) = c. (3.4.63)

On se restreint à l’étude des solutions bijectives de ce problème. Soit

ϕ = T−1. D’où ϕ′(T ) =
1

T ′ et ϕ′′(T ) = − T ′′

(T ′)2
. Donc

ϕ′′(T ) =
1

2(1 + T )
− 2θ

γ2T ′ (1 + T )
1

2

.

u(T ) =
1

T ′ est solution de l’équation de Riccati suivante:

u′(T ) =
u(T )

2(1 + T )
− 2θ

γ2

(u(T ))2

(1 + T )
1

2

.

La fonction z définie par z(T ) =
1

u(T )
est alors solution de:

z′(T ) = − z(T )

2(1 + T )
+

2θ

γ2

1

(1 + T )
1
2

.
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z est alors donné par l’expression:

z(T ) =

2θ
γ2
T + c

(1 + T )
1
2

.

Il s’ensuit

u(T ) =
(1 + T )

1
2

2θ

γ2
T + c

.

Cela revient donc à résoudre:

T ′ =

2θ
γ2
T + c

(1 + T )
1

2

. (3.4.64)

Le théorème de Cauchy-Lipschitz garantit alors que la solution du problème
de Cauchy (3.4.63) est globale sur [−1,1].
On cherche maintenant une condition suffisante sur c pour que pour tout x,

T (x) ≤ τ . Pour
2θ

γ2

> 0,

∫ x

−1

T ′(s)
2θ
γ2
T (s) + c

ds ≤ 4θ

γ2
.

Ainsi, pour tout x ∈ [−1,1],

T (x) ≤ c
2θ

γ2
(exp(

4θ

γ2
) − 1) ≤ τ,

en choisissant c tel que

0 < c ≤
τ
γ2

2θ

exp(
4θ

γ2

) − 1

.

On cherche maintenant une condition suffisante sur c pour que pour tout
x ∈ [−1,1], T ′(x) ≤ τ . En divisant l’équation (3.4.63) par T ′ et en intégrant
sur [−1,x], on obtient

ln(
T ′(x)

T ′(−1)
) =

2θ

γ2

∫ x

−1

ds

(1 + T )
ds− 1

2

∫ x

−1

T ′

(1 + T )
ds.
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D’où,

T ′(x) = c exp

(

2θ

γ2

∫ x

−1

ds

(1 + T )
− 1

2

∫ x

−1

T ′

(1 + T )
ds

)

. (3.4.65)

Or, étant donné que 2θ
γ2
> 0, (3.4.64) implique que pour tout x ∈ [−1,1],

T ′(x) > 0. De plus,

∫ x

−1

ds

(1 + T )
≤ 2.

D’où, en choisissant c tel que

0 < c < τ exp(−4θ

γ2
),

on obtient

T ′(x) ≤ τ. (3.4.66)

Le cas
2θ

γ2
< 0 se traite de manière analogue.

Déterminons maintenant nA
H0. D’après l’équation (3.3.54), il existe une constante

α telle que

(nA
H0 + nB

H0)TH0 = α. (3.4.67)

D’où, comme pour tout x ∈ [−1,1], TH0(x) 6= 0,

nB
H0 =

(

α

TH0

− nA
H0

)

. (3.4.68)

L’équation (3.3.57) implique

θ = −5

2
γc

(pA
H0)

′

√
TH0n

B
H0

. (3.4.69)

D’où, en utilisant (3.4.67),

(nA
H0)

′ + nA
H0

(T ′
H0 − 2

5γc
θ
√
TH0)

TH0
+

2θα

5γc(TH0)
3
2

= 0.
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En appliquant la méthode de variation des constantes, on résout l’équation
précédente avec la condition de bord nA

H0(−1) = 1 et on obtient

nA
H0(x) = 1 − 2θα

5

∫ x

−1

1

(TH0)
3
2

exp

(

−
∫ x

y

(
T ′

H0 − 2
5
TH0θ

TH0
)ds)

)

dy.

La condition nA
H0(1) = 1 + τ fournit alors la relation suivante entre α et θ:

α = − τ

2θ
5

∫ 1

−1
1

(TH0)
3
2

exp(−
∫ 1

y
(

T ′
H0

− 2
5
TH0θ

TH0
)(s)ds)dy

.

Il reste à déterminer une autre relation entre α et θ. D’après (3.4.60) et
(3.4.68),

m+ τ = α

∫ 1

−1

dx

TH0

−
∫ 1

−1

nA
H0dx.

α =
m+ τ + 2

∫ 1

−1
dx

TH0
+ 2θ

5

∫ 1

−1

∫ x

−1
1

(TH0)
3
2

exp(
∫ x

y

T ′
H0

− 2
5
TH0θ

TH0
ds)dydx

.

Cette seconde relation permet d’éliminer α. Ce qui entrâıne l’équation sui-
vante sur θ:

F (θ) = −
∫ 1

−1

dx

TH0
, (3.4.70)

avec

J(θ) =

∫ 1

−1

1

(TH0(y))
3
2

exp

(

−
∫ 1

y

(
T ′

H0 − 2
5
TH0θ

TH0
)(s)ds

)

dy,

I(x,θ) =

∫ x

−1

1

(TH0)
3

2

exp

(

−
∫ x

y

(
T ′

H0 − 2
5
TH0θ

TH0

)(s)ds)

)

dy,

F (θ) =

(

m+ η + 2

η

)

2θ

5
J(θ) +

2θ

5

∫ 1

−1

I(x,θ)dx.

L’application qui à θ associe F (θ) étant strictement monotone, il existe θ0
tel que l’expression (3.4.70) soit vérifiée.

On cherche maintenant une estimation de θ en supposant que θ > 0. Le
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cas θ < 0 se traite de manière analogue.
La relation (3.4.64) évaluée pour x = 1 entrâıne

T ′(1) =
2θ

γ2

(

T (1) + c

2 + τ

)

.

D’après l’estimation obtenue sur T ′, on a

T ′(1) =
2θ

γ2

(

T (1) + c

2 + τ

)

≤ τ.

Ce qui implique

0 ≤ 2θ

γ2
≤ 2τ. (3.4.71)

(3.4.71) appliquée à l’équation (3.4.69) entrâıne qu’il existe d̃1 ∈ R+ tel que

|(pA
H0)

′| ≤ d̃1τ. (3.4.72)

D’autre part, étant donné que nA
H0 =

pA
H0

TH0
, d’après (3.4.72) et (3.4.66), il

existe k̃1 ∈ R+ tel que

|(nA
H0)

′| ≤ k̃1τ. (3.4.73)

Donc, en dérivant (3.4.68) et en utilisant les inégalités (3.4.66, 3.4.74), on

obtient qu’il existe k̃2 ∈ R+ tel que

|(nB
H0)

′| ≤ k̃2τ. (3.4.74)

Par ailleurs, les équation (3.3.57) et (3.4.72) impliquent qu’il existe
c1 ∈ R+ tels que

|u1,H1| ≤ c1τ.

�

3.4.2 Couche de Knudsen à l’ordre 1.

Pour toute la suite de cette étude, on note

x′ =
1 + x

ε
, x′′ =

1 − x

ε
.
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fA
H1 et fB

H1 définis en (3.3.45) et (3.3.46) ne pouvant pas vérifier les conditions
aux limites fA

H1(−1,v) = fA
H1(1,v) = 0 et fB

H1(−1,v) = fB
H1(1,v) = 0, on

rajoute des termes de Knudsen pour chacun des deux bords. On requiert de
plus pour ces termes qu’ils aient une limite nulle pour x′ et x′′ tendant vers
l’infini.
On écrit alors f1, f

A
1 et fB

1 sous la forme

f1(x,v) = fH1(x,v) + f−
K1(x

′,v) + f+
K1(x

′ ′,v), (3.4.75)

fA
1 (x,v) = fA

H1(x,v) + fA−
K1 (x′,v) + fA+

K1 (x′ ′,v), (3.4.76)

fB
1 (x,v) = fB

H1(x,v) + fB−
K1 (x′,v) + fB+

K1 (x′ ′,v). (3.4.77)

Remarque 12. Les conditions de bord pour fA
H1 et fB

H1 sont liées aux termes
de Knudsen.

Dorénavant, on note M̃ = 1
nA

H0

fA
H0, i.e

M̃ =
1

(πTH0)
3

2

exp(− v2

TH0

)

et

MA = nA
H0M̃, MB = nB

H0M̃.

Comme dans ([2]), on introduit l’espace H muni du produit scalaire

〈f,g〉 = 〈
(

fA,fB
)

;
(

gA,gB
)

〉

= nA
H0

∫

R3

fA(v)gA(v)M̃(v)dv + nB
H0

∫

R3

fB(v)gB(v)M̃(v)dv.

On note par ‖ ‖H la norme associée.

Proposition 1. Il existe des conditions de bord en −1 pour les termes de
Hilbert du premier ordre fA

H1 et fB
H1 définis respectivement par (3.3.47) et

(3.3.48) et des termes de Knudsen fA−
K1 (x′,v) et fB−

K1 (x′,v), tels que

ξ
∂

∂x′
fA−

K1 (x′,v) = Q(MA(−1,v),f−
K1(x

′,v)) +Q(fA−
K1 (x′,v),M(−1,v)),

ξ
∂

∂x′
fB−

K1 (x′,v) = Q(MB(−1,v),f−
K1(x

′,v)) +Q(fB−
K1 (x′,v),M(−1,v)),

(3.4.78)
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où M = MA +MB et f−
K1 = fA−

K1 + fB−
K1 .

De plus, on a la propriété asymptotique suivante: fA−
K1 et fB−

K1 peuvent s’écrire
sous la forme:

fA−
K1 (x′,v) = MA(−1,v)bA−

1 (x′,v),

fB−
K1 (x′,v) = MB(−1,v)bB−

1 (x′,v),

où pour x′ tendant vers +∞, bA−
1 et bB−

1 convergent exponentiellement vers
0 de la façon suivante:

‖(1 + |v|) 1
2 bA−

1 (x′,v)‖H ≤ exp(−σx′),
‖(1 + |v|) 1

2 bB−
1 (x′,v)‖H ≤ exp(−σx′), (3.4.79)

pp x′ > 0 avec σ < 2ν1, où ν1 est défini en (3.6.36).
De même, il existe des conditions de bord en 1 pour les termes de Hilbert fA

H1

et fB
H1 ainsi que des termes de Knudsen fA+

K1 et fB+
K1 tels qu’une proposition

analogue de la proposition 1 soit satisfaite en 1.

Preuve de la Proposition 1
Nous allons appliquer une méthode analogue à celle développée dans le cas
d’une composante de gaz dans ([6], [5]). D’après ([2]), il existe

(

bA−
1 , bB−

1

)

et
(

dA−
1 , dB−

1

)

solutions uniques de

ξ
∂

∂x′
bA−
1 (x′,v) =

1

MA(−1,v)

(

Q(MA(−1,v),M(−1,v)b−1 (x′,v))

+ Q(MA(−1,v)bA−
1 (x′,v)),M(−1,v)

)

,

ξ
∂

∂x′
bB−
1 (x′,v) =

1

MB(−1,v)

(

Q(MB(−1,v),M(−1,v)b−1 (x′,v))

+ Q(MB(−1,v)bB−
1 (x′,v)),M(−1,v)

)

,

bA−
1 (0,v) = −ΨA

H1(−1,v), ξ > 0,

bB1 (0,v) = −ΨB
H1(−1,v), ξ > 0,

∫

R3

ξMA(−1,v)bA−
1 (x′,v)dv = 0,

∫

R3

ξMB(−1,v)bB−
1 (x′,v)dv = 0
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et

ξ
∂

∂x′
dA−

1 (x′,v) =
1

MA(−1,v)

(

Q(MA(−1,v),M(−1,v)d−1 (x′,v))

+ Q(MA(−1,v)dA−
1 (x′,v),M(−1,v))

)

,

ξ
∂

∂x′
dB−

1 (x′,v) =
1

MB(−1,v)

(

Q(MB(−1,v),M(−1,v)d−1 (x′,v))

+ Q(MB(−1,v)dB−
1 (x′,v),M(−1,v))

)

,

dA−
1 (0,v) = 0, ξ > 0,

dB−
1 (0,v) = 0, ξ > 0,

∫

R3

ξMA(−1,v)dA−
1 (x′,v)dv = 1,

∫

R3

ξMB(−1,v)dB−
1 (x′,v)dv = 1,

avec b−1 = bA−
1 + bB−

1 et d−1 = dA−
1 + dB−

1 .
De plus,

lim
x′→+∞

bA−
1 (x′,v) = bA−

1,∞,0 + b−1,∞,4v
2,

lim
x′→+∞

bB−
1 (x′,v) = bB−

1,∞,0 + b−1,∞,4v
2,

lim
x′→+∞

dA−
1 (x′,v) = dA−

1,∞,0 +
1

2
ξ + d−1,∞,4v

2,

lim
x′→+∞

dB−
1 (x′,v) = dB−

1,∞,0 +
1

2
ξ + d−1,∞,4v

2,

où bA−
1,∞,0, b

B−
1,∞,0, b

−
1,∞,4, d

A−
1,∞,0, d

B−
1,∞,0 et d−1,∞,4 désignent des constantes.

On choisit alors les conditions de bord en −1 pour pA
H1 et TH1 de la manière

suivante:

TH1(−1) = 2u1,H1(−1)d−1,∞,4 + b−1,∞,4,

nA
H1(−1) =

3

2
TH1(−1) + 2u1,H1(−1)dA−

1,∞,0 + bA−
1,∞,0.
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Ainsi, (fA−
K1 ,f

B−
K1 ) définis par:

fA−
K1 =

(

2u1,H1(−1)(dA−
1 (x′,v) − dA+

1,∞,0 − ξ − d+
1,∞,0v

2)

+ (bA−
1 − bA−

1,∞,0 − b−1,∞,4v
2)
)

fA
H0,

fB−
K1 =

(

2u1,H1(−1)(dB−
1 − dB−

1,∞,0 − ξ − d−1,∞,4v
2)

+ (bB−
1 − bB−

1,∞,0 − b−1,∞,4v
2)
)

fB
H0,

satisfont les équations (3.4.78) et les estimations (3.4.79) ([2]). �

Afin de satisfaire les conditions de bord en 1, on raisonne de manière ana-
logue. On choisit fA+

K1 , fB+
K1 , pA

H1(1) et TH1(1) de la manière suivante:

fA+
K1 (x,v) =

(

2u1,H1(1)(dA+
1 (x′′,− v) − dA+

1,∞,0 − ξ − d+
1,∞,0v

2)

+ (bA+
1 − bA+

1,∞,0 − b+1,∞,4v
2)
)

fA
H0

)

,

fB+
K1 (x,v) =

(

2u1,H1(1)(dB+
1 (x′′,− v) − dB+

1,∞,0 − ξ − d+
1,∞,0v

2)

+ (bB+
1 − bB+

1,∞,0 − b+1,∞,4v
2)
)

fB
H0

)

,

TH1(1) =

(

TII

TI

)(

2u1,H1(1)d+
1,∞,4 +

(

TII

TI

)

b+1,∞,4

)

, (3.4.80)

nA
H1(1) =

(

nII

nI

)(

3

2
TH1(1) + 2u1,H1(1)dA+

1,∞,0 +

(

TII

TI

)

bA+
1,∞,0

)

.

(3.4.81)

Remarque 13. On a:

∫

R3

ξfB−
K1 (x′,v)dv =

∫

R3

ξfB−
K1 (x′,v)dv = 0,

ce qui permettra d’obtenir pour la composante B des conditions de bord de
type Maxwell diffuse.

On pose

γA−
1,ε = fA−

K1 (
2

ε
,v), γA+

1,ε = fA+
K1 (

2

ε
,v), γB−

1,ε = fB−
K1 (

2

ε
,v),

γB+
1,ε = fB+

K1 (
2

ε
,v), γ−1,ε = γA−

1,ε + γB−
1,ε , γ

+
1,ε = γA+

1,ε + γB+
1,ε . (3.4.82)
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3.5 Etude des termes d’ordre 2.

3.5.1 Décomposition de fH2.

fH2 se décompose en ses parties hydrodynamique et non hydrodynamique
selon la formule

fH2 = fH0(c0 + c1ξ + c4v
2 + ψH2), (3.5.83)

avec ψH2 satisfaisant les mêmes relations d’orthogonalité que ψH1 données
dans le paragraphe 3.3.6. Une expression explicite de ψH2 est donnée dans
([22]). Elle est établie en utilisant que

ξ
∂

∂x
fH1 = Q(fH2,fH0) +Q(fH0,fH2). (3.5.84)

Un raisonnement analogue à celui effectué pour fH1 implique que

c0 =
pH2

pH0
− 5

2
(
TA

H2

TH0
+
nH1

nH0

TH1

TH0
) − u2

1,H1

TH0
,

c1 = 2(
u1,H2

TH0
+
nH1

nH0

u1,H1

TH0
), (3.5.85)

c4 =
1

TH0

(TH2

TH0
+
n1,H1TH1

nH0TH0
+

2

3

u2
1,H1

TH0

)

. (3.5.86)

3.5.2 Décomposition de fA
H2 et de fB

H2.

En identifiant les termes d’ordre 1 dans les équations (3.3.7) et (3.3.8), fA
H1

et fB
H1 sont respectivement solutions des équations suivantes:

ξ
∂

∂x
fA

H1 = Q(fA
H0,fH2) +Q(fA

H1,fH1) +Q(fA
H2,fH0) (3.5.87)

et

ξ
∂

∂x
fB

H1 = Q(fB
H0,fH2) +Q(fB

H1,fH1) +Q(fB
H2,fH0). (3.5.88)

De même que pour fH2, f
A
H2 et fB

H2 se décomposent en leurs parties hydro-
dynamiques et non hydrodynamiques selon la formule

fA
H2 = (cA0 + c1ξ + c4v

2 + ψH2 + ϕA
H2)f

A
H0, (3.5.89)

fB
H2 = (cB0 + c1ξ + c4v

2 + ψH2 + ϕB
H2)f

B
H0, (3.5.90)
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avec

cA0 =
pA

H2

pA
H0

− 5

2
(
TA

H2

TH0
+
nA

H1

nA
H0

TA
H1

TH0
) − u2

1,H1

TH0
,

cB0 =
pB

H2

pB
H0

− 5

2
(
TB

H2

TH0
+
nB

H1

nB
H0

TB
H1

TH0
) − u2

1,H1

TH0
,

et c1 et c4 donnés par les relations (3.5.85) et (3.5.86). L’équation (3.5.87)
devient alors

ξ
∂

∂x
fA

H1 =
nA

H0

nH0
(Q(fH2,fH0) +Q(fH0,fH2))

+ Q(fA
H1,fH1) +Q(fA

H0ϕ
A
H2,fH0).

On est alors ramené à résoudre

Q(E(ṽ)ϕA
H2,E(ṽ)) =

T 3
H0

nH0n
A
H0

(

ξ
∂

∂x
fA

H1 −Q(fA
H1,fH1)

)

− T 3
H0

n2
H0

(

ξ
∂

∂x
fH1 −Q(fH1,fH1)

)

.

L’existence d’une telle fonction ϕA
H2 est donnée par le lemme suivant

Lemme 3.5.3. Soit,

T : φ 7−→ 1

E(ṽ)
Q(E(ṽ)φ,E(ṽ)).

Alors, ker T est formé des fonctions constantes.

Preuve du lemme 3.5.91.
Soit φ ∈ ker T . En utilisant le changement de variables v 7→ v′, on obtient

∫

R3

∫

R3×S2

E(v)E(v∗)φ(v)(φ(v′) − φ(v))dvdv∗dω

=
1

2

∫

R3

∫

R3×S2

E(v)E(v∗)φ(v)(φ(v′) − φ(v))dvdv∗dω

+
1

2

∫

R3

∫

R3×S2

E(v)E(v∗)φ(v′)(φ(v) − φ(v′))dvdv∗dω

= −1

2

∫

R3

∫

R3×S2

E(v)E(v∗)(φ(v) − φ(v′))2dvdv∗dω = 0
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Donc,

(

∀(v,v∗,ω) ∈ R
3 × R

3 × S
2
)

, φ(v′) = φ(v),

avec

v′ = v − 〈v − v∗,ω〉ω.

On choisit v∗ = 0 et ω = v
|v| . Ce qui entrâıne

(∀v ∈ R
3), φ(v) = φ(0).

�

Or, en intégrant les équations (3.5.84) et (3.5.87) par rapport à v,

∫

R3

(ξ
∂

∂x
fA

H1 −Q(fA
H1,fH1))dv = 0

et

∫

R3

(ξ
∂

∂x
fH1 −Q(fH1,fH1))dv = 0.

D’où, un tel ϕA
H2 existe d’après l’alternative de Fredholm.

Détermination de ϕA
H2.

On va écrire ϕA
H2 comme la somme de deux termes ϕA1

H2 et ϕA2
H2, solutions

respectives des deux équations suivantes

Q(E(ṽ),E(ṽ)ϕA1
H2) =

T 3
H0

nH0
Q(fH1,

fH1

nH0
− fA

H1

nA
H0

), (3.5.91)

Q(E(ṽ),E(ṽ)ϕA2
H2) =

TH0

nH0

(

ξ

nA
H0

∂

∂x
fA

H1 −
ξ

nH0

∂

∂x
fH1

)

. (3.5.92)

Or, d’après les expressions (3.3.41, 3.3.47),

fH1

nH0
− fA

H1

nA
H0

=

(

pH1

pH0
− pA

H1

pA
H0

+
ξ̃C(|ṽ|)
nH0pA

H0

∂

∂x
pA

H0

)

E(ṽ)

T
3
2

H0

.
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L’équation (3.5.91) devient donc

Q(E(ṽ)ϕA1
H2,E(ṽ)) =

(

pH1

pH0

− pA
H1

pA
H0

)

(

2
u1,H1

TH0

Q (ξE(ṽ),E(ṽ))

+
TH1

TH0

Q
(

|ṽ|2E(ṽ),E(ṽ)
)

+
1

pH0

(
∂

∂x
TH0)Q (ξA(|ṽ|)E(ṽ),E(ṽ))

)

+
1

nH0 pA
H0

(
∂

∂x
pA

H0)

(

pH1

pH0

Q
(

E(ṽ),ξ̃C(|ṽ|)E(ṽ)
)

+ 2
u1,H1

TH0
Q
(

ξE(ṽ),ξ̃C(|ṽ|)E(ṽ)
)

+
TH1

TH0
Q
(

|ṽ|2E(ṽ),ξ̃C(|ṽ|)E(ṽ)
)

+
1

pH0

(
∂

∂x
TH0)Q

(

ξA(|ṽ|)E(ṽ),ξ̃C(|ṽ|)E(ṽ)
)

)

.

Soit C1, C2, C3, C4, C5, C6 solutions des équations suivantes

Q (E(ṽ),E(ṽ)C1(ṽ)) = Q
(

ξ̃E(ṽ),E(ṽ)
)

E(ṽ),

Q (E(ṽ),E(ṽ)C2(ṽ)) = Q
(

|ṽ|2E(ṽ),E(ṽ)
)

E(ṽ),

Q (E(ṽ),E(ṽ)C3(ṽ)) = Q (ξA(|ṽ|)E(ṽ),E(ṽ))E(ṽ),

Q (E(ṽ),E(ṽ)C4(ṽ)) = Q
(

ξE(ṽ),ξ̃C(|ṽ|)E(ṽ)
)

E(ṽ),

Q (E(ṽ),E(ṽ)C5(ṽ)) = Q
(

|ṽ|2E(ṽ),ξ̃C(|ṽ|)E(ṽ)
)

E(ṽ),

Q (E(ṽ),E(ṽ)C6(ṽ)) = Q
(

ξA(|ṽ|)E(ṽ),ξ̃C(|ṽ|)E(ṽ)
)

E(ṽ),

leur existence étant garantie par le lemme 3.5.91 et l’alternative de Fred-
holm.
ϕA1

H2 s’écrit alors

ϕA1
H2 =

(

pH1

pH0
− pA

H1

pA
H0

)

(

2
u1,H1√
TH0

C1(ṽ) +
TH1

TH0
C2(ṽ) +

√
TH0

pH0

( ∂

∂x
TH0

)

C3(ṽ)
)

+
∂
∂x
pA

H0

nH0p
A
H0

(pH1

pH0
ξ̃C(|ṽ|)E(ṽ) +

TH1

TH0
C4(ṽ) +

√
TH0

pH0
(
∂

∂x
TH0)C5(ṽ)

)

.
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On résout maintenant (3.5.92). D’après les expressions de fH1 et de fA
H1,

T 3
H0

nH0

(

ξ

nA
H0

ξ
∂

∂x
fA

H1 −
ξ

nH0
ξ
∂

∂x
fH1

)

=
T 3

H0

nH0n
A
H0

(

ξ
∂

∂x
(
pA

H1

pA
H0

fA
H0)

)

+
T 3

H0

nH0n
A
H0

(

ξ
∂

∂x

(

2ξ
u1,H1

TH0
fA

H0 −
ξ̃C(|ṽ|)
nH0p

A
H0

fA
H0

)

)

+
T 3

H0

nH0

(

ξ

nA
H0

∂

∂x
((|ṽ|2 − 5

2
)
TH1

TH0
fA

H0) −
ξ

nH0

∂

∂x

(

(|ṽ|2 − 5

2
)
TH1

TH0
fH0

)

)

+
T 3

H0

nH0

(

ξ

nA
H0

∂

∂x
(− ξ̃A(|ṽ|)

pH0

∂TH0

∂x
fA

H0) +
ξ

nH0

∂

∂x
(− ξ̃A(|ṽ|)

pH0

∂TH0

∂x
fH0)

)

−T
3
H0

n2
H0

ξ
∂

∂x

(

2ξ
u1,H1

TH0
fH0

)

.

Par ailleurs, le second membre de l’égalité précédente peut être simplifié.
Les trois derniers termes se traitent par un simple calcul de la façon suivante

T 3
H0

nH0nA
H0

ξ
∂

∂x

(

ξ̃A(|ṽ|)
pH0

∂TH0

∂x
fH0

)

− T 3
H0

n2
H0

ξ
∂

∂x

(

ξ̃A(|ṽ|)
pH0

∂TH0

∂x
fA

H0

)

=
1

n2
H0n

A
H0

(
∂

∂x
TH0) (

∂

∂x
pA

H0) |ξ̃|2A(|ṽ|)E(ṽ),

T 3
H0

nH0nA
H0

ξ
∂

∂x

(

(|ṽ|2 − 5

2
)
TH1

TH0

fA
H0

)

− T 3
H0

n2
H0

ξ
∂

∂x

(

(|ṽ|2 − 5

2
)
TH1

TH0

fH0

)

=
TH1

pH0n
A
H0

∂

∂x
pA

H0 |ξ̃|2(|ṽ|2 −
5

2
)E(ṽ),

−T
3
H0

n2
H0

ξ
∂

∂x

(

2ξ
u1,H1

TH0
fH0

)

= −T
3
H0

nH0
(
∂

∂x
TH0)u1,H1 |ξ̃|2(|ṽ|2 −

5

2
)
E(ṽ)

T
7
2

= −2(
∂

∂x
TH0)

u1,H1

nH0

√
TH0

(|ξ̃|2|ṽ|2 − 5

2
)E(ṽ).

Le premier terme se calcule de la manière suivante:

ξ
∂

∂x

(

pA
H1

pA
H0

fA
H0

)

= (
∂

∂x
pA

H1)
ξ̃E(ṽ)

T 3
H0

+ pA
H1(

∂

∂x
TH0)ξ̃(ṽ

2 − 5

2
)
E(ṽ)

T 3
H0
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On simplifie maintenant le second terme. En tenant compte de l’équation
(3.3.57),

T 3
H0

nH0nA
H0

ξ
∂

∂x
(2ξ

u1,H1

TH0

fA
H0 −

ξ̃C(|ṽ|)
nH0pA

H0

fA
H0)

= (2
∂

∂x
(
|ξ̃|2E(ṽ)

T
3

2

H0

)(nA
H0u1,H1) + (

2|ξ̃|2E(ṽ)

T
3

2

H0

)
∂

∂x
(nA

H0u1,H1)

− ∂

∂x
(
|ξ̃|2C(|ṽ|)E(ṽ)

T
3
2

H0

)

(√
TH0

∂
∂x
pA

H0

pH0

)

− |ξ̃|2C(|ṽ|)E(ṽ)

T
3
2

H0

∂

∂x
(

√
TH0

pH0

∂

∂x
pA

H0)). (3.5.93)

On va alors calculer le second membre de l’égalité (3.5.93) en regroupant
les termes 2 par 2, à savoir le premier avec le troisième et le second avec le
quatrième. Or, d’après les équations (3.3.55) et (3.3.57), on a la relation

∂

∂x
(nA

H0u1,H1) =
∂

∂x
(γc

√
TH0

pH0

∂

∂x
pA

H0)

Ce qui entrâıne que

(
2|ξ̃|2E(ṽ)

T
3
2

H0

)
∂

∂x
(nA

H0u1,H1) −
|ξ̃|2C(|ṽ|)E(ṽ)

T
3
2

H0

∂

∂x
(

√
TH0

pH0

∂

∂x
pA

H0))

=
∂

∂x
(

√
TH0

pH0

∂

∂x
pA

H0)
(

2|ξ̃|2γc − |ξ̃|2C(|ṽ|)
) E(ṽ)

T
3
2

H0

.

De plus, le premier terme et le troisième terme peuvent être réécrits

∂

∂x
(
2|ξ̃|2E(ṽ)

T
3

2

H0

) =

(

∂

∂x
TH0

)

|ξ̃|2
(

|ṽ|2 − 5

2

)

E(ṽ)

T
7

2

H0

et

∂

∂x

(

|ξ̃|2C(|ṽ|)E(ṽ)

T
3
2

H0

)

=

(

∂

∂x
TH0

)

(

(
v2

TH0
− 5

2
)|ξ|2C(|ṽ|)E(ṽ)

− 1

2
ṽ · ∇ṽC(|ṽ|)

)E(ṽ)

T
7
2

H0

.
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Soient D1, D2, D3, D4 et D5 solutions des équations

Q(E(ṽ),E(ṽ)D1(ṽ)) = |ξ̃|2A(|ṽ|)E(ṽ),

Q(E(ṽ),E(ṽ)D2(ṽ)) = |ξ̃|2(|ṽ|2 − 5

2
)E(ṽ),

Q(E(ṽ),E(ṽ)D3(ṽ)) = (2|ξ̃|2γc − |ξ̃|2C(|ṽ|))E(ṽ),

Q(E(ṽ),E(ṽ)D4(ṽ)) =
(

|ξ̃|2
(

|ṽ|2 − 5

2

)

+ (
v2

TH0
− 5

2
)|ξ|2C(|ṽ|)

− 1

2
ṽ · ∇ṽC(|ṽ|)

)E(ṽ)

T
3
2

H0

,

Q(E(ṽ),E(ṽ)D5(ṽ)) = ξ̃(ṽ2 − 5

2
)E(ṽ),

leur existence étant assurée par le lemme 3.5.91 et l’alternative de Fredholm.
ϕA2

H2 s’écrit alors

ϕA2
H2 =

1

nH0nA
H0

(

∂

∂x
TH0

)(

∂

∂x
pA

H0

)

D1(ṽ)

+

(

TH1

pH0n
A
H0

∂

∂x
pA

H0 + 2(
∂

∂x
TH0)

u1,H1

nH0

√
TH0

)

D2(ṽ)

+ (
∂

∂x
TH0)

∂

∂x
(

√
TH0

pH0

∂

∂x
pA

H0)
D3(ṽ)

T
3

2

H0

+ (
∂

∂x
TH0) (

√
TH0

pH0

∂

∂x
pA

H0)
D4(ṽ)

T
7

2

H0

+

(

∂

∂x
pA

H1

)

ξ̃C(|ṽ|)E(ṽ)

T 3
H0

+ pA
H1

(

∂

∂x
TA

H0

)

D5(ṽ)
E(ṽ)

T 3
H0

. (3.5.94)

3.5.3 Equations fluides à l’ordre 2.

Comme pour l’ordre 1, on intègre l’équation (3.3.10), selon 1, ξ, v2 et on
considère les termes d’ordre 2.
La première équation s’écrit

∂

∂x

(

nH0uH2 + nH1u1,H1

)

= 0.
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La troisième équation entrâıne d’après ([22]),

nH0u1,H1
∂

∂x
TH1 + (nH0u1,H2 + nH1u1,H1)

∂

∂x
TH0

= −pH0
∂

∂x
u1,H1 +

5

4
γ2

∂

∂x

(

T
1
2

H0

∂

∂x
TH1

)

.

D’autre part, en multipliant l’équation (3.5.89) par ξ, en intégrant par rap-
port à v et en utilisant le fait que

∫

R3

ξψH2dv = 0,

on obtient

nA
H0u

A
1,H2 + nA

H1u
A
1,H1 = nA

H0u1,H2 + nA
H0

nH1

nH0

u1,H1 +

∫

R3

ξfA
H0ϕ

A
H2dv.

Or, étant donné que uB
1,H1 = 0 et que uB

1,H2 = 0, on a

nA
H0u

A
1,H2 + nA

H1u
A
1,H1 = nH0u1,H2 + nH1u1,H1.

En posant

ϕA =

∫

R3

ξfA
H0ϕ

A
H2dv =

∫

R3

ξfA
H0ϕ

A1
H2dv +

∫

R3

ξfA
H0ϕ

A2
H2dv,

on obtient la relation

u1,H2 =
ϕA

nB
H0

− nH1

nH0
u1,H1.

Déterminons ϕA. En posant

δ1 =

∫

R3

ξC1(v)dv, δ2 =

∫

R3

ξC2(v)dv, δ3 =

∫

R3

ξC3(v)dv,

δ4 =

∫

R3

ξC4(v)dv, δ5 =

∫

R3

ξC5(v)dv,

on obtient
∫

R3

ξfA
H0ϕ

A1
H2dv = nA

H0

(

pH1

pH0
− pA

H1

pA
H0

)

(

2δ1u1,H1 +
TH1√
TH0

δ2 + (
∂

∂x
TH0)

δ3
nH0

)

+
∂
∂x
pA

H0

pH0

( pH1

nH0

√
TH0

γc +
TH1√
TH0

δ4 + (
∂

∂x
TH0)

δ5
nH0

)

.
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et en posant

d1 =

∫

R3

ξD1(v)dv, d2 =

∫

R3

ξD2(v)dv, d3 =

∫

R3

ξD3(v)dv,

d4 =

∫

R3

ξD4(v)dv, d5 =

∫

R3

ξD5(v)dv,

on obtient

∫

R3

ξfA
H0ϕ

A2
H2dv =

√
TH0

nH0
(
∂

∂x
TH0)(

∂

∂x
pA

H0)d1

+

(

TH1

√
TH0

nH0

(
∂

∂x
pA

H0) + 2
nA

H0u1,H1

nH0

(
∂

∂x
TH0)

)

d2

+ nA
H0

√

TH0(
∂

∂x
TH0)

∂

∂x
(

√
TH0

pH0

∂

∂x
pA

H0)d3

+ (
∂

∂x
TH0)

nA
H0

pH0T
5

2

H0

(
∂

∂x
pA

H0)d4

+
nA

H0

T
5
2

H0

(
∂

∂x
pA

H1) γc +
pA

H1n
A
H0

T
5
2

H0

(
∂

∂x
TH0) d5.

On rappelle que γc a été défini en (3.3.53). Par un raisonnement analogue,
on obtient

u1,H2 =
ϕB

nB
H0

− nH1

nH0
u1,H1,
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avec

ϕB = nB
H0

(

pH1

pH0
− pB

H1

pB
H0

)

(

2δ1u1,H1 +
TH1√
TH0

δ2 + (
∂

∂x
TH0)

δ3
nH0

)

+
∂
∂x
pB

H0

pH0

( pH1

nH0

√
TH0

γc +
TH1√
TH0

δ4 + (
∂

∂x
TH0)

δ5
nH0

)

+

√
TH0

nH0

(
∂

∂x
TH0) (

∂

∂x
pB

H0)d1

+
(TH1

√
TH0

nH0
(
∂

∂x
pB

H0) + 2
nB

H0u1,H1

nH0

∂

∂x
TH0

)

d2

+ nB
H0

√

TH0 (
∂

∂x
TH0)

∂

∂x
(

√
TH0

pH0

∂

∂x
pB

H0)d3

+ (
∂

∂x
TH0)n

B
H0 (

∂

∂x
pB

H0)d4 +
nB

H0

T
5
2

H0

(
∂

∂x
pB

H1) γc +
pB

H1n
B
H0

T
5
2

H0

(
∂

∂x
TH0) d5.

(3.5.95)

On a alors le système fluide suivant:

∂

∂x
pH1 = 0, (3.5.96)

∂

∂x
(nH1u1,H1 + nH0u1,H2) = 0, (3.5.97)

nH0u1,H1
∂

∂x
TH1 + (nH0u1,H2 + nH1u1,H1)

∂

∂x
TH0

= −pH0
∂

∂x
u1,H1 +

5

4
γ2

∂

∂x

(

T
1
2

H0

∂

∂x
TH1

)

, (3.5.98)

u1,H2 =
ϕA

nB
H0

− nH1

nH0
u1,H1, (3.5.99)

ϕB = ϕA, (3.5.100)

uB
1,H2 = 0, (3.5.101)
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avec

ϕA = nA
H0

(

pH1

pH0
− pA

H1

pA
H0

)

(

2δ1u1,H1 +
TH1√
TH0

δ2 + (
∂

∂x
TH0)

δ3
nH0

)

+
∂
∂x
pA

H0

pH0

( pH1

nH0

√
TH0

γc +
TH1√
TH0

δ4 + (
∂

∂x
TH0)

δ5
nH0

)

+

√
TH0

nH0
(
∂

∂x
TH0)(

∂

∂x
pA

H0) d1 +
TH1

√
TH0

nH0

∂

∂x
pA

H0d2

+ 2
nA

H0u1,H1

nH0

(
∂

∂x
TH0)d2 + nA

H0

√

TH0 (
∂

∂x
TH0)

∂

∂x
(

√
TH0

pH0

∂

∂x
pA

H0)d3

+ (
∂

∂x
TH0)n

A
H0 (

∂

∂x
pA

H0)d4 +
nA

H0

T
5

2

H0

(
∂

∂x
pA

H1) γc +
pA

H1n
A
H0

T
5

2

H0

(
∂

∂x
TH0) d5.

et ϕB défini par (3.5.95) où les inconnues sont pH1, u
A
1,H2, u

B
1,H2, TH1, nH1.

3.5.4 Résolution du système fluide d’ordre 2.

De la même manière que pour la résolution du système (3.3.54, 3.3.55, 3.3.56,
3.3.57, 3.3.58), on a le lemme suivant pour le système (3.5.96, 3.5.97, 3.5.98,
3.5.99, 3.5.100).

Lemme 3.5.4. Il existe τ0 ∈ R∗
+ tel que pour tout τ ∈ R∗ satisfaisant

τ < τ0, le système (3.5.96, 3.5.97, 3.5.98, 3.5.99, 3.5.100) possède une
solution vérifiant les conditions de bord:

TH1(−1) = 2u1,H1(−1)d−1,∞,4 + b1,∞,4,

TH1(1) =
TII

TI

(

2u1,H1(1)d+
1,∞,4 +

TII

TI

b1,∞,4

)

,

nA
H1(−1) =

3

2
TH1(−1) + 2u1,H1(−1)d−1,∞,0 + b1,∞,4,

nA
H1(1) =

(

nII

nI

)(

3

2
TH1(1) + 2u1,H1(1)d+

1,∞,4 +
TII

TI
b1,∞,4

)

et la contrainte sur nB
H1

∫ 1

−1

nB
H1dx = τ.

De plus, on a l’estimation suivante: pour tout x ∈ [−1,1],

|TH1(x)| ≤ τ. (3.5.102)
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La preuve du lemme 3.5.4 n’est pas donnée en détail, car elle est tout à fait
analogue à celle du lemme 3.4.2. La dernière estimation (3.5.102) s’obtient
en calculant TH1 de façon explicite.

Remarque 14. L’estimation (3.5.102) sera utilisée lors de la preuve du
lemme 3.7.1.

3.5.5 Couche de Knudsen à l’ordre 2.

On rappelle que

x′ =
1 + x

ε
, x′′ =

1 − x

ε
.

fA
H2 et fB

H2 définis en (3.5.89) et (3.5.90) ne pouvant pas vérifier les conditions
aux limites fA

H2(−1,v) = fA
H2(1,v) = 0 et fB

H2(−1,v) = fB
H2(1,v) = 0, on

rajoute des termes de Knudsen pour chacun des deux bords. On requiert de
plus pour ces termes qu’ils aient une limite nulle pour x′ et x′′ tendant vers
l’infini.
De même que pour l’ordre 1, on écrit f2, f

A
2 et fB

2 sous la forme

f2(x,v) = fH2(x,v) + f−
K2(

1 + x

ε
,v) + f+

K2(
1 − x

ε
,v), (3.5.103)

fA
2 (x,v) = fA

H2(x,v) + fA−
K2 (

1 + x

ε
,v) + fA+

K2 (
1 − x

ε
,v), (3.5.104)

fB
2 (x,v) = fB

H2(x,v) + fB−
K2 (

1 + x

ε
,v) + fB+

K2 (
1 − x

ε
,v). (3.5.105)

Proposition 2. Il existe des conditions de bord en −1 pour les termes de
Hilbert du second ordre fA

H2 et fB
H2 définis respectivement par (3.3.47) et

(3.3.48) et des termes de Knudsen fA−
K2 (x′,v) et fB−

K2 (x′,v), tels que

ξ
∂

∂x′
fA−

K2 (x′,v) = Q(MA(−1,v),f−
K2(x

′,v)) +Q(fA−
K2 (x′,v),M(−1,v))

+ Q(fA−
K1 (x′,v),f−

K1(x
′,v)) +Q(fA−

K1 (x′,v),∆−M)

+ Q(∆−MA,f−
K1(x

′,v)),

ξ
∂

∂x′
fB−

K2 (x′,v) = Q(MB(−1,v),f−
K2(x

′,v)) +Q(fB−
K2 (x′,v),M(−1,v))

+ Q(fB−
K1 (x′,v),f−

K1(x
′,v)) +Q(fB−

K1 (x′,v),∆−M)

+ Q(∆−MB,f−
K1(x

′,v)), (3.5.106)
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où f−
K2 = fA−

K2 + fB−
K2 et

∆−M =
M −M(−1,v)

ε
, ∆−MA =

MA −MA(−1,v)

ε
,

∆−MB =
MB −MB(−1,v)

ε
. (3.5.107)

De plus, on a la propriété asymptotique suivante: fA−
K2 et fB−

K2 peuvent s’écrire
sous la forme:

fA−
K2 (x′,v) = MA(−1,v)bA−

2 (x′,v),

fB−
K2 (x′,v) = MB(−1,v)bB−

2 (x′,v),

où pour x′ tendant vers +∞, bA−
2 et bB−

2 convergent exponentiellement vers
0 de la façon suivante:

‖(1 + |v|) 1
2 bA−

2 (x′,v)‖H ≤ exp(−σx′), (3.5.108)

‖(1 + |v|) 1
2 bB−

2 (x′,v)‖H ≤ exp(−σx′)

pp x′ > 0 avec σ < 2γ1, où ν1 est définie en (3.6.36).

Remarque 15. ∆M = M−M(−1,v)
ε

vue comme une fonction de x′ est bornée
sur les intervalles compacts uniformément en ε. D’après le théorème des
accroissements finis, il existe x∗ tel que

∆M =

[

∂

∂x
ln(nH0) +

∂

∂x
TH0(

1

T 2
H0

− 3

2
)

]

(x∗)M(−1,v)x′.

Soit

|∆−M | ≤ τ |x′|M(−1,v). (3.5.109)

Le même résultat est valable pour ∆−MA, ∆−MB .

Preuve de la proposition 2.
On va appliquer une méthode analogue à celle développée dans le cas d’une
seule composante de gaz dans ([6], [5]). D’après ([2]), il existe

(

bA−
2 ,bB−

2

)

et
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(

dA−
2 ,dB−

2

)

solutions uniques de

ξ
∂

∂x′
bA−
2 (x′,v) =

1

MA(−1,v)

(

Q(MA(−1,v)bA−
2 (x′,v),M(−1,v))

+ Q(MA(−1,v),M(−1,v)b−2 (x′,v))

+ Q(fA−
K1 (x′,v),f−

K1(x
′,v)) +Q(fA−

K1 (x′,v),∆−M)

+ Q(∆−MA,f−
K1(x

′,v))

)

,

ξ
∂

∂x′
bB−
2 (x′,v) =

1

MB(−1,v)

(

Q(MB(−1,v)bB−
2 (x′,v),M(−1,v))

+ Q(MB(−1,v),M(−1,v)b−2 (x′,v))

+ Q(fB−
K1 (x′,v),f−

K1(x
′,v)) +Q(fB−

K1 (x′,v),∆−M)

+ Q(∆−MB ,f−
K1(x

′,v))

)

,

bA−
2 (0,v) = −ΨA

H2(−1,v), ξ > 0,

bB−
2 (0,v) = −ΨB

H2(−1,v), ξ > 0,

∫

R3

ξMA(−1,v)bA−
2 (x′,v)dv = 0,

∫

R3

ξMB(−1,v)bB−
2 (x′,v)dv = 0

et

ξ
∂

∂x′
dA−

2 (x′,v) =
1

MA(−1,v)

(

Q(M(−1,v)d−2 (x′,v),MA(−1,v))

+ Q(M(−1,v),MA(−1,v)dA−
2 (x′,v))

)

,

ξ
∂

∂x′
dB−

2 (x′,v) =
1

MB(−1,v)

(

Q(MA(−1,v),M(−1,v)d−2 (x′,v))

+ Q(MB(−1,v)dB−
2 (x′,v),M(−1,v))

)

,

dA−
2 (0,v) = 0, ξ > 0,

dB−
2 (0,v) = 0, ξ > 0,
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∫

R3

ξMA(−1,v)dA−
2 (x′,v)dv = 1,

∫

R3

ξMB(−1,v)dB−
2 (x′,v)dv = 1,

avec b−2 = bA−
2 + bB−

2 et d−2 = dA−
2 + dB−

2 .
De plus,

lim
x′→+∞

bA−
2 (x′,v) = bA−

2,∞,0 + b−2,∞,4v
2,

lim
x′→+∞

bB−
2 (x′,v) = bB−

2,∞,0 + b−2,∞,4v
2,

lim
x′→+∞

dA−
2 (x′,v) = dA−

2,∞,0 + ξ + d−2,∞,4v
2,

lim
x′→+∞

dB−
2 (x′,v) = dB−

2,∞,0 + ξ + d−2,∞,4v
2,

où bA−
2,∞,0, b

B−
2,∞,0, b

−
2,∞,4, d

A−
2,∞,0, d

B−
2,∞,0 et d−2,∞,4 désignent des constantes.

On choisit alors les conditions de bord en −1 pour pA
H2 et TH2 de la manière

suivante:

TH2(−1) = 2(u1,H2(−1) + (nH1u1,H1)(−1))d−2,∞,4 + b−2,∞,4

− (nH1TH1)(−1) − 2

3
u2

1,H1(−1),

pA
H2(−1) =

5

2
TH2(−1) + 2(u1,H2(−1) + (u1,H1nH1)(−1))dA−

2,∞,0 + bA−
2,∞,0

− (nA
H1T

A
H1)(−1) − u2

1,H1(−1).

Ainsi, (fA−
K2 ,f

B−
K2 ) définis par:

fA−
K2 =

(

2(u1,H2(−1) + (nH1u1,H1)(−1))(dA−
2 − dA−

2,∞,0 − ξ − d−2,∞,4v
2)

+ (bA−
2 − bA−

2,∞,0 − b−2,∞,4v
2)
)

fA
H0,

fB−
K2 =

(

2(u1,H2(−1) + (nH1u1,H1)(−1))(dB−
2 − dB−

2,∞,0 − ξ − d−2,∞,4v
2)

+ (bB−
2 − bB−

2,∞,0 − b−2,∞,4v
2)
)

fB
H0,

satisfont les équations (3.5.106) et la propriété (3.5.108). �

Afin de satisfaire les conditions de bord en 1, on raisonne de manière ana-
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logue en choisissant pA
H2(1) et TH2(1) de la manière suivante:

TH2(1) = TH0(1)

(

2
(

u1,H2(1) +

(

nH1

nH0
u1,H1

)

(1)
)

d+
2,∞,4

+TH0(1)b+2,∞,4 −
nH1

nH0

TH1(1)

)

,

pA
H2(1) = pA

H0(1)

(

5

2
(
TA

H2

TH0
(1) + (

nA
H1

nH0

TA
H1

TH0
)(1)) +

u2
1,H1

TH0
(1)

−2(
u1,H2

TH0

(1) +
nH1

nH0

u1,H1

TH0

(1))dA+
2,∞,0 + bA+

2,∞,0

)

,

où fA+
K2 et fB+

K2 sont définis de manière analogue à fA−
K2 et fB−

K2 . De même
que précédemment, on pose

γA−
2,ε = fA+

K2 (
2

ε
,v), γA+

2,ε = fA+
K2 (

2

ε
,v), γB−

2,ε = fB−
K2 (

2

ε
,v),

γB+
2,ε = fB+

K2 (
2

ε
,v), γ−2,ε = γA−

2,ε + γB−
2,ε , γ

+
2,ε = γA+

2,ε + γB+
2,ε . (3.5.110)

et

∆+M =
M −M(1,v)

ε
, ∆+MA =

MA −MA(1,v)

ε
,

∆+MB =
MB −MB(1,v)

ε
.

3.6 Etude du terme reste.

3.6.1 Le terme reste.

Dans ([10]) (resp [14], [15]), les auteurs résolvent l’équation de Boltzmann
d’évolution en décomposant la fonction de distribution selon un développement
asymptotique et d’un reste, et contrôlent le terme reste. Dans notre cas, on
adapte la preuve exposée dans ([14], [15]) à la situation d’un gaz à deux
composantes. Le terme reste ε3fA

R (resp. ε3fB
R ) pour fA (resp. fB) est défini

comme la différence de fA (resp. fB) et de son développement asymptotique,
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de la façon suivante:

fA(x,v) = MA + ε
(

fA
H1(x,v) + fA−

K1 (
1 + x

ε
,v) + fA+

K1 (
1 − x

ε
,v)
)

+ ε2
(

fA
H2(x,v) + fA−

K2 (
1 + x

ε
,v) + fA+

K2 (
1 − x

ε
,v)
)

+ ε3fA
R (x,v), (3.6.1)

fB(x,v) = MB + ε

(

fB
H1(x,v) + fB−

K1 (
1 + x

ε
,v) + fB+

K1 (
1 − x

ε
,v)

)

+ ε2
(

fB
H2(x,v) + fB−

K2 (
1 + x

ε
,v) + fB+

K2 (
1 − x

ε
,v)
)

+ ε3fB
R (x,v). (3.6.2)

En injectant les expressions précédentes dans l’équation (3.2.1) et en te-
nant compte de (3.5.87, 3.5.88, 3.4.78, 3.3.42, 3.3.43, 3.5.106), on obtient les
équations à satisfaire par fA

R (resp. fB
R ).

ξ
∂

∂x
fA

R =
1

ε

(

Q(MA,fR) +Q(fA
R ,M)

)

+Q(fA
1 + εfA

2 ,fR)

+ Q(fA
R ,f1 + εf2) + ε2Q(fA

R ,fR) + ε3A,

et

ξ
∂

∂x
fB

R =
1

ε

(

Q(MB ,fR) +Q(fB
R ,M)

)

+Q(fB
1 + εfB

2 ,fR)

+ Q(fB
R ,f1 + εf2) + ε2Q(fB

R ,fR) + ε3B,

avec

fR = fA
R + fB

R ,

et

A =
1

ε

(

− ξ
∂

∂x
fA

H2 +Q(fA
1 ,f2) +Q(fA

2 ,f1) + εQ(fA
2 f2)

+ Q(fA−
K2 (x′,v),∆+M) +Q(∆+MA,f−

K2(x
′,v))

+ Q(fA+
K2 (x′′,v),∆−M) +Q(∆−MA,f+

K2(x
′′,v))

+
1

ε

(

Q(fA+
K1 (x′′,v),f−

K1(x
′,v)) +Q(fA−

K1 (x′,v),f+
K1(x

′′,v))
)

)

,

(3.6.3)
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B =
1

ε

(

− ξ
∂

∂x
fB

H2 +Q(fB
1 ,f2) +Q(fB

2 ,f1) + εQ(fB
2 ,f2)

+
1

ε

(

Q(fB−
K2 (x′,v)∆+M) +Q(∆+MB,f−

K2(x
′,v))

+ Q(fB+
K2 (x′′,v),∆−M,) +Q(∆−MB ,f+

K2(x
′′,v))

)

)

+
1

ε

(

Q(fB+
K1 (x′′,v),f−

K1(x
′,v)) +Q(fB−

K1 (x′,v),f+
K1(x

′′,v))
)

)

(3.6.4)

On rappelle que les quantités f1, f
A
1 , fB

1 , f2, f
A
2 , fB

2 sont définies respecti-
vement par les équations (3.6.35, 3.4.76, 3.4.77, 3.5.103, 3.5.104, 3.5.105).
Par ailleurs, fA

R et fB
R vérifient des conditions de bord suivantes:

fA
R (−1,v) = −γ

A,−
1,ε + εγA,−

2,ε

ε2
, ξ > 0,

fA
R (1,v) = −γ

A,+
1,ε + εγA,+

2,ε

ε2
, ξ < 0,

fB
R (−1,v) = α−

RBM−(v) − γB,−
1,ε + εγB,−

2,ε

ε2
, ξ > 0,

fB
R (1,v) = α+

RBM+(v) − γB,+
1,ε + εγB,+

2,ε

ε2
, ξ < 0,

où α−
RB et α+

RB sont donnés dans ce qui suit par les formules (3.6.11) et

(3.6.13). On rappelle que les termes γ−1,ε, γ
+
1,ε, γ

A,−
1,ε , γA,+

1,ε , γB,−
1,ε , γB,+

1,ε , γ−2,ε,

γ+
2,ε, γ

A,−
2,ε , γA,+

2,ε , γB,−
2,ε , γB,+

2,ε sont définis par (3.4.82, 3.5.110).

Afin de simplifier l’étude de fB
R , on change d’inconnue en utilisant la décomposition

en somme directe: L2 = RMB ⊕ (RMB)⊥. Pour toute fB
R ∈ L2, il existe

λ ∈ R tel que

fB
R = λMB +RB.

La condition
∫ 1

−1

∫

R3

fB
R dvdx = 0

détermine

λ = − 1

m

∫

RBdxdv. (3.6.5)
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Pour toute fonction R(x,v), on définit I(R) par

I(R) = − 1

m

∫

Rdxdv.

On effectue ensuite le changement d’inconnues suivant:

fA
R = RA,

fB
R = I(RB)MB +RB.

de telle sorte que RA, RB et R = RA + RB sont solutions des équations
suivantes:

ξ
∂

∂x
RA =

1

ε

(

Q(MA,R) +Q(RA,M)
)

+ NA(R) + ÑA∗(R
A,RB)

+ ε2

(

Q(RA,R) + I(RB)Q(RA,MB) + εA

)

, (3.6.6)

ξ
∂

∂x
RB =

1

ε

(

Q(MB,R) +Q(RB,M)
)

+ NB(R,RB)

+ ε2

(

I(RB)
(

Q(MB ,R) +Q(RB,MB)
)

+Q(RB,R) + εB

)

(3.6.7)

où

NA(R) = Q(fA
1 + εfA

2 ,R), (3.6.8)

ÑA∗(R
A,RB) = Q(RA,f1 + εf2) + I(RB)Q(fA

1 + εfA
2 ,M

B), (3.6.9)

et

NB(RB,R) = Q(fB
1 + εfB

2 ,R) +Q(RB,f1 + εf2)

+ I(RB)

[

Q(fB
1 + εfB

2 ,M
B) +Q(MB ,f1 + εf2) − ξ

∂

∂x
MB

]

.

(3.6.10)

On choisit alors

α−
RB = I(RB)

√
π (3.6.11)
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et les conditions de bord pour R, RA et RB s’écrivent:

RA(−1,v) = ζA−, ξ > 0, RA(1,v) = ζA+, ξ < 0,

RB(−1,v) = ζB−, ξ > 0, RB(1,v) = βRBM+ + ζB+, ξ < 0,

(3.6.12)

avec

βRB = α+
RB − α−

RB

(

TII

TI

)
1
2
(

nII

nI

)

(3.6.13)

et

ζA− = −γ
A−
1,ε + εγA−

2,ε

ε2
, ζA+ = −γ

A+
1,ε + εγA+

2,ε

ε2
,

ζB− = −γ
B−
1,ε + εγB−

2,ε

ε2
, ζB+ = −γ

B+
1,ε + εγB+

2,ε

ε2
.

La condition
∫

R3

ξRB(1,v)dv = 0

détermine

βRB =

∫

ξ>0

ξRB(1,v)dv +

∫

ξ<0

ξζ+dv

et par conséquent α+
RB .

3.6.2 Un problème linéarisé.

Les solutions (RA, RB) des équations (3.6.6, 3.6.7) vont être construites
comme les limites respectives d’une suite d’itérations. Dans un premier
temps, on considère les problèmes linéarisés suivants:

ξ
∂

∂x
RA =

1

ε

(

Q(MA,R) +Q(RA,M)
)

+ NA(R) + ÑA∗(R
A,RB) + ε2DA,

(3.6.14)

ξ
∂

∂x
RB =

1

ε

(

Q(MB ,R) +Q(RB,M)
)

+ NB(RB,R) + ε2DB,

(3.6.15)
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satisfaisant les conditions de bord (3.6.12). On rappelle que les quantités
NA(R), ÑA∗(R

A,RB), NB(RB,R) sont définies respectivement par (3.6.8,
3.6.9, 3.6.10). On va estimer les termesR,RA, RB en fonction de (D,DA, DB)
et des conditions aux limites (3.6.12). Ensuite on traitera le cas non linéaire.

3.6.3 Décomposition du terme reste.

L’étude de l’équation de Boltzmann linéarisée s’effectue par un change-
ment d’inconnue afin de transformer l’opérateur f 7→ Q(M,f) en l’opérateur

f 7→ − 2
M
Q(M,M− 1

2f). Cependant, lorsque la maxwellienne M dépend des

variables x et t, ce procédé rajoute un terme supplémentaire M− 1
2 ξ ∂

∂x
(M

1
2f)

qui se comporte comme |v|3f et ne possède pas de signe. Pour pallier cette
difficulté, on cherche comme dans ([10], [14], [15], [12]) R, RA et RB sous la
forme:

R =
√
Mg +

√

M∗h, (3.6.16)

RA =
√
MAgA +

√

M∗h
A, (3.6.17)

RB =
√
MBgB +

√

M∗h
B, (3.6.18)

où M∗ est la Maxwellienne globale suivante:

M∗(v) =
1

(πT∗)
3
2

exp(−v
2

T∗
),

avec T∗ > supx∈[−1,1] TH0(x). De ce fait, il existe c > 0 tel que pour tout

(x,v) ∈ [−1,1] × R3,

M∗ ≥ cM, M∗ ≥ cMA, M∗ ≥ cMB.

Comme R = RA +RB,

g =

√
nA

√
n
gA +

√
nB

√
n
gB,

h = hA + hB. (3.6.19)
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En utilisant les relations (3.6.16, 3.6.17, 3.6.18), les équations (3.6.14) et
(3.6.15) peuvent s’écrire
(

ξ
∂

∂x
gA

)√
MA +

ξ

2
√
MA

(

∂

∂x
MA

)

gA +

(

ξ
∂

∂x
hA

)

√

M∗

=
1

ε

(

Q(
√
MAgA,M) +Q(M,

√
Mg) +Q(

√

M∗h
A,M) +Q(MA,

√

M∗h)
)

+Q(
√
MAgA +

√

M∗h
A,f1 + εf2) +Q(fA

1 + εfA
2 ,
√
Mg +

√

M∗h)

+I(
√
MBgB +

√

M∗h
B)Q(fA

1 + εfA
2 ,M

B)

et
(

ξ
∂

∂x
gB

)√
MB +

ξ

2
√
MB

(

∂

∂x
MB

)

gB +

(

ξ
∂

∂x
hB

)

√

M∗

=
1

ε

(

Q(
√
MBgB,M) +Q(M,

√
Mg) +Q(

√

M∗h
B,M) +Q(MB ,

√

M∗h)
)

+Q(
√
MBgB +

√

M∗h
B,f1 + εf2) +Q(fB

1 + εfB
2 ,
√
Mg +

√

M∗h)

+I(
√
MBgB +

√

M∗h
B)
(

Q(MB,fB
1 + εfB

2 ) +Q(fB
1 + εfB

2 ,M
B) − ξ

∂

∂x
MB

)

.

On considère la norme suivante:

‖f‖ =

(∫

[−1,1]×R3

(1 + |v|)f 2(x,v)dxdv

)
1
2

, (3.6.20)

et le système orthogonal pour le produit scalaire issu de la norme ‖ ‖, ψ0,
ψ1, ψ4 défini par:

ψ0 =
√
M, ψ1 = ξ

√
M et ψ4 = (v2 − 3

2
T )

√
M.

Cette norme s’étend aux termes de bord, hA
−, hA

+, hA
− et hA

+. Si f− est l’un
de ces termes

‖f−‖ =

(
∫

R3

(1 + |v|)f 2
−dv

)
1

2

.

On décompose ensuite g selon ses parties hydrodynamique ĝ + g1 et non
hydrodynamique g. ĝ peut s’écrire selon la formule:

ĝ = p0(x)ψ0 + p4(x)ψ4. (3.6.21)
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Pour les composantes A et B, on définit de même les systèmes orthogonaux
suivants:

ψA
0 =

√
MA, ψA

1 = ξ
√
MA et ψA

4 = (v2 − 3

2
T )

√
MA,

ψB
0 =

√
MB , ψB

1 = ξ
√
MB et ψB

4 = (v2 − 3

2
T )

√
MB.

gA et gB s’écrivent alors selon leurs parties hydrodynamiques ĝA + gA
1 et

ĝB +gB
1 et non-hydrodynamique gA et gB, avec ĝA et ĝB qui se décomposent

selon:

ĝA = pA
0 ψ

A
0 + pA

4 ψ
A
4 ,

ĝB = pB
0 ψ

B
0 + pB

4 ψ
B
4 (3.6.22)

et

gA
1 = pA

1 ψ
A
1 , gB

1 = pB
1 ψ

B
1 . (3.6.23)

Remarque 16. D’après l’expression du noyau de l’opérateur de Boltzmann
linéarisé pour un gaz à deux composantes, on a: pA

1 = pB
1 et pA

4 = pB
4 Ces

deux égalités interviennent de façon décisive dans la preuve de la propriété
4 qui permet de contrôler le terme reste d’un problème linéarisé pour une
norme L2 à poids.

Par unicité de la décomposition de g,

ĝ =

√
nA

√
n
ĝA +

√
nB

√
n
ĝB, g1 =

√
nA

√
n
gA
1 +

√
nB

√
n
gB
1 , g =

√
nA

√
n
gA +

√
nB

√
n
gB.

Les couples (gA,hA) et (gB,hB) sont définis comme étant les solutions des
systèmes:

ξ
∂

∂x
gA + µAĝA =

1

ε

1√
MA

(Q(
√
MAgA,M) +Q(MA,

√
Mg))

+
1

ε
χγσ

−1
A

(

KA
∗ (h) +K1

∗(h
A)
)

+ L1
A(ĝ,ĝA) + L̃1

A(ĝB),

(3.6.24)

ξ
∂

∂x
hA + µAσA(gA + gA

1 ) =
1

ε
χγK

A
∗ (h) +

1

ε
(−ν + χγK

1
∗ )h

A

+ NA∗(σ(g1 + g) + h)

+ ÑA∗(σ
A(gA + gA

1 ) + hA,σB(gB + gB
1 ) + hB)

+ ε2dA. (3.6.25)
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et

ξ
∂

∂x
gB + µB ĝB =

1

ε

1√
MB

(Q(M,
√
MBgB) +Q(

√
Mg,MB))

+
1

ε
χγσ

−1
B

(

KB
∗ (h) +K1

∗(h
B)
)

+ L1
B(ĝ,ĝB), (3.6.26)

ξ
∂

∂x
hB + µBσB(gB + gB

1 ) =
1

ε
χγK

B
∗ (h) +

1

ε
(−ν + χγK

1
∗)h

B

+ NB∗(σ(g + g1) + h)

+ ÑB
∗ (σB(gB + gB

1 ) + hB) + ε2dB,

(3.6.27)

où

dA = M
− 1

2∗ DA, dB = M
− 1

2∗ DB,

χγ(v) = 1, |v| ≤ γ,

χγ(v) = 0, |v| ≥ γ,

et

χγ = 1 − χγ ,

KA
∗ (f) =

1√
M∗

Q(MA,
√

M∗f),

KB
∗ (f) =

1√
M∗

Q(MB,
√

M∗f),

L1
B(ĝ,ĝB) =

1√
MB

(Q(fB
1 + εfB

2 ,
√
Mĝ) +Q(

√
MB ĝB,f1 + εf2))

− 1

m

1√
MB

(

∫ √
MB ĝBdvdx

)

(Q(fB
1 + εfB

2 ,M
B)

+ Q(MB,f1 + εf2) − ξ
∂

∂x
MB), (3.6.28)

L1
A(ĝ,ĝA) =

1√
MA

(

Q(
√
MAĝA,f1 + εf2) +Q(fA

1 + εfA
2 ,
√
Mĝ)

)

,

(3.6.29)
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L̃1
A(ĝB) = − 1

m

1√
MA

Q(fA
1 + εfA

2 ,M
B)
(

∫ √
MB ĝBdvdx

)

, (3.6.30)

NA∗(f) =
1√
M∗

Q(fA
1 + εfA

2 ,
√

M∗f), (3.6.31)

NB∗(f) =
1√
M∗

Q(fB
1 + εfB

2 ,
√

M∗f), (3.6.32)

ÑA
∗ (fA,fB) =

1√
M∗

Q(
√

M∗f
A,f1 + εf2)

− 1

m

1√
M∗

Q(fA
1 + εfA

2 ,M
B)

∫

R3

∫ 1

−1

√

M∗f
Bdvdx,

(3.6.33)

ÑB
∗ (fB) =

1√
M∗

Q(
√

M∗f
B,f1 + εf2)

− 1

m
(

∫

R3

∫ 1

−1

√

M∗f
Bdvdx)

(

Q(fB
1 + εfB

2 ,M
B)

+ Q(MB,f1 + εf2) − ξ
∂

∂x
MB

)

(3.6.34)

et Q(M,
√
M∗h

A) se décompose selon

1√
M∗

Q(M,
√

M∗h
A) = (−ν +K1

∗ )h
A, (3.6.35)

où ν, qui est appelée fréquence de collision, est définie par:

ν(x,v) =

∫

R3×S2

〈v∗ − v,ω〉M(x,v∗)dv∗dx.

Remarque 17. Dans le cas des sphères dures, il existe deux constantes ν0

et ν1 telles que

ν0(1 + |v|) ≤ ν(x,v) ≤ ν1(1 + |v|). (3.6.36)

De plus, on demande à gA, hA, gB, hB de vérifier les conditions de bord
suivantes

gA(−1,v) = 0, ξ > 0,

gA(1,v) = 0, ξ < 0,

hA(−1,v) = ζA−M
− 1

2∗ , ξ > 0,

hA(1,v) = ζA+M
− 1

2∗ , ξ < 0 (3.6.37)
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et

gB(−1,v) = 0, ξ > 0,

gB(1,v) = βgBM+(v)(MB)−
1
2 (1,v), ξ < 0,

hB(−1,v) = M
− 1

2∗ ζB−, ξ > 0,

hB(1,v) = M
− 1

2∗ (βhBM+ + ζB+), ξ < 0, (3.6.38)

avec les notations suivantes([14], [15]):

βgB =

∫

ξ>0

ξ
√
MBgB(1,v)dv, (3.6.39)

βhB =

∫

ξ>0

ξ
√

M∗h
B(1,v)dv +

∫

ξ<0

ξζ+dv, (3.6.40)

µA = ξ
1

2

∂

∂x
(ln(MA)), σA =

√

MA

M∗
,

µB = ξ
1

2

∂

∂x
(ln(MB)), σB =

√

MB

M∗
.

On définit également les fonctions hA
−, hA

+, hB
− et hB

+ de la manière suivante

hA
− = M

− 1
2∗ ζA−, ξ > 0, hA

− = 0, ξ < 0,

hA
+ = M

− 1
2∗ ζA+, ξ < 0, hA

− = 0, ξ > 0,

hB
− = M

− 1
2∗ ζB−, ξ > 0, hB

− = 0, ξ < 0,

hB
+ = M

− 1

2∗ ζB+, ξ < 0, hB
− = 0, ξ > 0.

Les termes restes RA et RB vont être contrôlés en utilisant la norme suivante:

|f |r,β0
= sup

x∈[−1,1]

sup
v∈R3

(1 + |v|)r|f(x,v)| exp(β0v
2), (3.6.41)

pour un β0 convenablement choisi. On utilisera la même notation pour les
fonctions ne dépendant que de la variable v.
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Dans un premier temps, on établit l’estimation suivante sur les solutions
(RA, RB) du système linéarisé (3.6.14, 3.6.15), avec (3.6.12).

Proposition 3. Pour tout r ≥ 3, il existe c, ε0, η0 et β0 tels que pour tout
ε < ε0 et η < η0, R

A et RB satisfont les estimations:

|RA|r,β0
+ |RB|r,β0

≤ cε
1
2 (|DA|r−1,β0

+ |DB|r−1,β0
)

+
c

ε2
(|ζA−|r,β0

+ |ζB−|r,β0
+ |ζA+|r,β0

+ |ζB+|r,β0
).

Ensuite, on en déduit le principal résultat de ce chapitre:

Théorème 3.6.1. Pour nII assez proche de nI , pour certains TII assez
proche de TI et ε assez petit, il existe une solution (fA,fB) du système
(3.2.1, 3.2.3, 3.2.4, 3.2.5, 3.2.6) de la forme

(fA,fB) = (fA
H0 + εfA

1 + ε2fA
2 + ε3fA

R , f
B
H0 + εfB

1 + ε2fB
2 + ε3fB

R )

où

‖fA
R‖∞ + ‖fB

R ‖∞ ≤ cε
1
2 .

Remarque 18. Les hypothèses du théorème sont obtenues dès que les hy-
pothèses des lemmes (3.4.2) et (3.5.4) sont satisfaites.

3.6.4 Forme exponentielle.

Afin d’estimer les termes restes, on utilise la forme exponentielle des équations
(3.6.24, 3.6.25, 3.6.26, 3.6.27). On considère f solution de

ξ
∂

∂x
f +

1

ε
νf =

1

ε
G, (3.6.42)

vérifiant les conditions de bord

f(−1,v) = f−, ξ > 0, f(1,v) = f+, ξ < 0. (3.6.43)

Dans la suite de notre étude, on utilisera les notations suivantes ([14]),

φx,x′ =

∫ x

x′

ν(z,v)dz,

UεG(x,v) =
1

εξ

∫ x

−1

G(x′,v) exp(−φx,x′

εξ
)dx′, ξ > 0,
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UεG(x,v) = − 1

εξ

∫ 1

x

G(x′,v) exp(−φx,x′

εξ
)dx′, ξ < 0,

V −
ε f

− = χ{ξ>0}f
− exp

(

−φx,−1

εξ

)

et

V +
ε f

+ = χ{ξ<0}f
+ exp

(

φ1,x

εξ

)

.

D’après la forme exponentielle de l’équation (3.6.42, 3.6.43), sa solution peut
s’écrire sous la forme:

f = V +
ε f

+ + V −
ε f

− + UεG.

Les équations (3.6.24, 3.6.25, 3.6.26, 3.6.27) peuvent s’écrire sous la forme
(3.6.42). En effet, l’équation (3.6.24) peut s’écrire:

ξ
∂

∂x
gA +

ν

ε
gA =

1

ε
(KgA + SA), (3.6.44)

avec

SA =
1√
MA

Q(MA,
√
Mg) + χγσ

−1
A (KA

∗ h+K1
∗h

A) − εµAĝA

+ εL1
A(ĝ,ĝA) + εL1

A(ĝB) (3.6.45)

L’équation (3.6.25) peut s’écrire:

ξ
∂

∂x
hA +

1

ε
νhA =

1

ε
(χγK

1
∗h

A + ZA), (3.6.46)

avec

ZA = −εµAσA(gA + gA
1 ) + χγK

A
∗ h+ εNA∗(σ(g + g1) + h)

+ εÑA
∗ (σA(gA + gA

1 ) + hA,σBgB + hB) + ε3dA. (3.6.47)

L’équation (3.6.26) peut s’écrire

ξ
∂

∂x
gB +

ν

ε
gB =

1

ε
(KgB + SB), (3.6.48)
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avec

SB =
1√
MB

Q(MB,
√
Mg) + χγσ

−1
B (KB

∗ h+K1
∗h

B) − εµBĝB + εL1
B(ĝ,ĝB).

(3.6.49)

L’équation (3.6.27) peut s’écrire:

ξ
∂

∂x
hB +

1

ε
νhB =

1

ε
(χγK

1
∗h

B + ZB), (3.6.50)

avec

ZB = −εµBσB(gB + gB
1 ) + χγK

B
∗ h+ εNB∗(σ(g + g1) + h)

+ εÑB
∗ (σB(gB + gB

1 ) + hB) + ε3dB. (3.6.51)

On multiplie l’équation (3.6.24) par
√
MA et (3.6.26) par

√
MB et on ajoute

les deux équations obtenues puis on ajoute les équations (3.6.25) et (3.6.27).
On obtient alors compte tenu des relations (3.6.19) que g et h sont solutions
des équations

ξ
∂

∂x
g +

1

ε
νg =

1

ε
(Kg + S), (3.6.52)

avec

S = χγσ
−1K∗h− εµĝ + εL1(ĝB,ĝ), (3.6.53)

L̃ = K − ν,

L1(ĝB,ĝ) =
1√
M

(Q(f1 + εf2,
√
Mĝ) +Q(

√
Mĝ,f1 + εf2))

− 1

m

1√
M

(
∫ √

MB ĝBdvdx

)(

Q(f1 + εf2,M
B)

+ Q(MB,f1 + εf2) − ξ
∂

∂x
MB

)

, (3.6.54)

et

ξ
∂

∂x
h +

1

ε
νh =

1

ε
(χγK∗h+ Z), (3.6.55)
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avec

Z = −εµσ(g + g1) + εN∗(σ(g + g1) + h,σB(gB + gB
1 ) + hB) + ε3d,

(3.6.56)

N∗(f,f
B) =

1√
M∗

(

Q(f1 + εf2,
√

M∗f) +Q(
√

M∗f,f1 + εf2)
)

− 1

m
(

∫

M
1
2∗ f

Bdvdx)

(

Q(f1 + εf2,M
B)

+ Q(MB ,f1 + εf2) − ξ
∂

∂x
MB

)

. (3.6.57)

3.7 Contrôle du terme reste.

3.7.1 Estimations L2 sur le terme reste.

On rappelle que la norme ‖ ‖ a été définie en (3.6.20) et que τ a été défini
au paragraphe 3.4 et qu’il désigne un petit paramètre.

Lemme 3.7.1. Pour τ défini dans les lemmes 3.4.2 et 3.5.4 les opérateurs
L1, N∗, L

1
B, L1

A, L̃1
A, NA∗, NB∗, Ñ

A
∗ , ÑB

∗ définis par (3.6.54), (3.6.57),
(3.6.28), (3.6.29), (3.6.30), (3.6.31), (3.6.32), (3.6.33), (3.6.34) satisfont
respectivement les estimations suivantes:

‖(1 + |v|)−1L1(f,fB)‖ ≤ τ(‖f‖ + ‖fB‖),
‖(1 + |v|)−1L1

B(f,fB)‖ ≤ τ(‖f‖ + ‖fB‖),
‖(1 + |v|)−1L1

A(f,fA)‖ ≤ τ(‖f‖ + ‖fA‖),
‖(1 + |v|)−1L̃1

A(fB)‖ ≤ τ‖fB‖,
‖(1 + |v|)−1N∗(f,f

B)‖ ≤ τ(‖f‖ + ‖fB‖),
‖(1 + |v|)−1NA∗(f)‖ ≤ τ‖f‖,
‖(1 + |v|)−1NB∗(f)‖ ≤ τ‖f‖,

‖(1 + |v|)−1ÑA
∗ (fA,fB)‖ ≤ τ(‖fA‖ + ‖fB‖),

‖(1 + |v|)−1ÑB
∗ (fB)‖ ≤ τ(‖fB‖).

Preuve de la première inégalité du lemme 3.7.1.
D’après la propriété ([14], [16]): pour toutes fonctions telles que

(1 + |v|) 1
2ϕ ∈ L2 et (1 + |v|) 1

2ψ ∈ L2

∫

R3

|Q(
√
Mϕ,

√
Mψ)|2

(1 + |v|)M dv ≤
∫

R3

(1 + |v|)|ϕ|2dv
∫

R3

(1 + |v|)|ψ|2dv,
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on a

‖(1 + |v|)−1L1(f,fB)‖ ≤ (‖f1‖ + ǫ‖f2‖)(‖f‖ + ‖fB‖) + c‖ξ ∂
∂x
M‖ ‖fB‖.

En premier lieu, le lemme 3.4.2 entrâıne qu’il existe c > 0 tel que

‖ξ ∂
∂x
M‖ ≤ cτ.

Estimons maintenant ‖f1‖. f1 se décomposant de la manière suivante,

f1(x,v) = fH1(x,v) + f−
K1(x

′,v) + f+
K1(x

′′,v),

on est ramené à estimer chacun des trois termes du membre de droite.
Montrons dans un premier temps que

‖fH1‖ ≤ cτ. (3.7.1)

Soit L défini par

L(φ) = Q(fH0φ,fH0) +Q(fH0,fH0φ)

D’après (3.3.30), la fonction φH1 défini par fH1 = φH1fH0 est solution de
l’équation

L(φH1) = ξ
∂

∂x
M.

Or la restriction de L à l’orthogonal de son noyau est inversible et telle que
‖|L−1‖| = c. Donc d’après ([14]), il existe c > 0 tel que

‖L−1(ξ
∂

∂x
M)‖ ≤ c‖ξ ∂

∂x
M‖.

D’où, en utilisant le lemme (3.4.2), on peut majorer la partie non hydrody-
namique de φH1 notée ψH1 de la manière suivante

‖ψH1‖ ≤ τ.

Il s’agit maintenant de contrôler la partie hydrodynamique de φH1. On rap-
pelle qu’elle est égale à (3.3.41)

(

nH1

nH0
+ 2

u1,H1

TH0
ξ + (

v2

TH0
− 3

2
)
TH1

TH0

)

.
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D’après le lemme (3.4.2), pour tout x ∈ [−1,1],

|u1,H1

TH0
(x)| ≤ cτ

et d’après le lemme 3.5.4, on a pour tout x ∈ [−1,1],

|nH1

nH0
(x)| ≤ cτ et |TH1

TH0
(x)| ≤ cτ.

Finalement, ‖φH1‖ ≤ cτ , ce qui entrâıne l’estimation (3.7.1) sur fH1. On
rappelle que f−

K1 s’écrit:

f−
K1(x

′,v) =

(

2u1,H1(−1)(d−1 (x′,v) − d−1,∞,0 − ξ − d−1,∞,4v
2)

+ b−1 (x′,v) − b−1,∞,0 − b−1,∞,4v
2

)

fH0.

Montrons un résultat analogue pour f−
K1, c’est à dire qu’il existe c > 0, tel

que pour tout x′ ∈ [0,2
ε
] et tout v ∈ R3,

‖f−
K1(x

′,v)‖ ≤ cτ.

D’après ([7]), étant donné que

d−1 (0,v) = 0, pour ξ > 0 et

∫

R3

ξd−1 (0,v)dv = 1,

on a

|d−1 (x′,v)| ≤ (ν0 − γ)e−2γx′

et |d−1,∞,0| + |d−1,∞,4| ≤ 1,

pour tout γ ∈]0,ν0[. D’après ce qui précède, |u1,H1(−1)| ≤ τ , donc:

‖2u1,H1(−1)
(

d−1 (x′,v) − d−1,∞,0 − ξ − d−1,∞,4

)

fH0‖ ≤ cτ.

Egalement, d’après ([7]), étant donné que

b−1 (0,v) = ψH1(0,v), ξ > 0, et

∫

R3

ξd−1 (0,v)dv = 0,

on a

|b−1 (x′,v)| ≤ τ(ν0 − γ)e−2γx′

et |b−1,∞,0| + |b−1,∞,4| ≤ τ,
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pour tout γ ∈]0,ν0[. Ce qui entrâıne la majoration souhaitée sur f−
K1. Par

un raisonnement similaire, on obtient la même majoration sur f+
K1.

Par un raisonnemnt, analogue, on montre que ‖f2‖ ≤ c pour c > 0. �

Proposition 4. Il existe ε0 > 0, τ0 et c > 0 tels que pour ε < ε0 et τ < τ0,
les solutions de (3.6.24, 3.6.25, 3.6.26, 3.6.27 3.6.37, 3.6.38) satisfont les
estimations suivantes:

‖hA‖ + ‖hB‖ ≤ cε3(‖ dA

(1 + |v|)‖ + ‖ dB

(1 + |v|)‖)

+ c
√
ε
(

‖hA
−‖ + ‖hA

+‖ + ‖hB
−‖ + ‖hB

+‖
)

, (3.7.2)

‖ĝA‖ + ‖ĝB‖ ≤ cε(‖ dA

(1 + |v|)‖ + ‖ dB

(1 + |v|)‖)

+
c

ε
3
2

(

‖hA
−‖ + ‖hA

+‖ + ‖hB
−‖ + ‖hB

+‖
)

, (3.7.3)

‖gA
1 ‖ + ‖gB

1 ‖ + ‖gA‖ + ‖gB‖ ≤ cε2(‖ dA

(1 + |v|)‖ + ‖ dB

(1 + |v|)‖)

+
c√
ε

(

‖hA
−‖ + ‖hA

+‖ + ‖hB
−‖ + ‖hB

+‖
)

.(3.7.4)

On rapelle que τ0 est défini au lemme 3.4.2.

Remarque 19. L’inégalité (3.7.4) fournit un contrôle pour la partie en
grande vitesse du terme reste. On remarque que les parties non hyrodyna-
miques ainsi que les composantes radiales (termes d’indice 1) des parties
hydrodynamiques de la partie en petite vitesse du terme reste gagnent un
ordre en ε par rapport aux composantes de masse et d’énergie (termes in-
diciés par 0 et 4) de ces mêmes parties hydrodynamiques.

Remarque 20. Dans le cadre d’une seule composante de gaz ([14], [15]),
les auteurs obtiennent pour le terme g1 le même ordre en ε que pour la partie
en grande vitesse. On en verra une explication au cours de la démonstration
de la proposition 4, lors du contrôle de gA

1 et de gB
1 . Cela provient du fait

que dans le cas d’un gaz à une composante, le flux
∫

ξgdv est nul tandis
que pour un gaz à deux composantes,

∫

R3 ξg
Adv et

∫

R3 ξg
Bdv ne sont pas

nécessairement nuls.
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Preuve de la proposition 4.

La preuve consiste à majorer dans un premier temps ‖gA‖, ‖gB‖, ‖gA
1 ‖,

‖gB
1 ‖, ‖ĝA‖ et ‖ĝB‖ par ‖hA‖ et ‖hB‖ puis à contrôler ‖hA‖ et ‖hB‖.

Première estimation de ‖gA‖ et de ‖gB‖.
Considérons Λ défini par

Λ : (gA,gB) 7→ (L1(g
A,gB),L2(g

A,gB)),

avec

L1(g
A,gB) =

1√
MA

Q(
√
MAgA,M) +

1√
MA

Q(MA,
√
MAgA +

√
MBgB),

L2(g
A,gB) =

1√
MB

Q(
√
MBgB,M) +

1√
MB

Q(MB,
√
MAgA +

√
MBgB).

On considère ensuite le produit scalaire noté 〈.,.〉 et défini par:

〈(fA,fB),(gA,gB)〉 =

∫

R3

fA(v)gA(v)dv +

∫

R3

fB(v)gB(v)dv.

On multiplie (3.6.24) par εgA, (3.6.26) par εgB, on ajoute les deux équations
obtenues et on intègre sur [−1,1] × R3. D’où,

ε(IgA + IgB) −
∫

R3

∫ 1

−1

L1(g
A,gB)gAdvdx−

∫

R3

∫ 1

−1

L2(g
A,gB)gBdvdx

= ε

∫

R3

∫ 1

−1

(

µA(ĝA)2 + µB(ĝB)2
)

dxdv

+ ε

∫

R3

∫ 1

−1

(

µAĝAgA + µBĝBgB
)

dxdv

+

∫

R3

∫ 1

−1

χγσ
−1
A (K1

∗h
A +KA

∗ h)g
Advdx

+

∫

R3

∫ 1

−1

χγσ
−1
B (K1

∗h
B +KB

∗ h)g
Bdvdx

+

∫

R3

∫ 1

−1

ε(L̃1
A(ĝB) + L1

A(ĝ,ĝA))gAdvdx

+

∫

R3

∫ 1

−1

εL1
B(ĝ,ĝB)gBdvdx, (3.7.5)
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avec

IgA =

∫

R3

ξ(gA(1,v))2dv −
∫

R3

ξ(gA(−1,v))2dv

et

IgB =

∫

R3

ξ(gB(1,v))2dv −
∫

R3

ξ(gB(−1,v))2dv.

En décomposant ĝA selon (3.6.22), on obtient que µA(ĝA)2 s’écrit comme la
somme des termes

1

2
ξ
∂

∂x
(ln(MA))pA

i (x)pA
j (x)ψA

i (v)ψA
j (v),

pour (i,j) ∈ {0,4}2. Or, ces fonctions étant impaires selon la variable ξ, on
a:

∫

R3

µA(ĝA)2dv = 0.

Par une démarche analogue, on montre que

∫

R3

µB(ĝB)2dv = 0.

D’après l’expression de µA et µB, on a

∣

∣

∣

∣

∫

R3

∫ 1

−1

(

µAĝAgA + µBĝBgB
)

dxdv

∣

∣

∣

∣

≤ cτ(‖ĝA‖‖gA‖ + ‖ĝB‖‖gB‖).

Par ailleurs, d’après ([2]), on a l’inégalité spectrale suivante:

〈Λ(gA,gB),(gA,gB)〉 ≤ −(γ1‖gA‖2 + γ1‖gB‖2).

Remarque 21. L’inégalité précédente est la généralisation de l’inégalité
spectrale pour un gaz à deux composantes ([7], [17]).
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L’inégalité (3.7.5) devient donc,

ε(IgA + IgB) +
γ1

2
(‖gA‖2 + ‖gB‖2)

≤ cτε(‖ĝA‖‖gA‖ + ‖ĝB‖‖gB‖)

+ |
∫

R3

∫ 1

−1

χγσ
−1
A (K1

∗h
A +KA

∗ h)g
Advdx|

+ |
∫

R3

∫ 1

−1

χγσ
−1
B (K1

∗h
B +KB

∗ h)g
Bdvdx|

+ |
∫

R3

L1
A(ĝ,ĝA) + L̃1

A(ĝB))gAdv| + |
∫

R3

L1
B(ĝ,ĝB)gBdv|.

(3.7.6)

Montrons alors que

∫

R3

L1
A(ĝ,ĝA) + L̃1

A(ĝB))(gA
1 + ĝA)dv +

∫

R3

L1
B(ĝ,ĝB)(gB

1 + ĝB)dv

=
1

m

(
∫ √

MB ĝBdvdx

)(
∫

R3

gB
1 (ξ

∂

∂x
MB)dv

)

.

(3.7.7)

Par définition de L1
A, L̃1

A et de L1
B,

∫

R3

(L1
A(ĝ,ĝA) + L̃1

A(ĝB))gA
0 dv +

∫

R3

L1
B(ĝ,ĝB)gB

0 dv = 0

Il reste donc à prouver que

∫

R3

(L1
A(ĝ,ĝA) + L̃1

A(ĝB))(gA
1 + gA

4 )dv +

∫

R3

L1
B(ĝ,ĝB)(gB

1 + gB
4 )dv

=
1

m

(
∫ √

MB ĝBdvdx

)(
∫

R3

gB
1 (ξ

∂

∂x
MB)dv

)

.
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Or,
∫

R3

(L1
A(ĝ,ĝA) + L̃1

A(ĝB))(gA
1 + gA

4 )dv +

∫

R3

L1
B(ĝ,ĝB)(gB

1 + gB
4 )dv

=

∫

R3

(

Q(
√
MAĝA,f1 + εf2) +Q(fA

1 + εfA
2 ,
√
Mĝ)

)

(

gA
1 + gA

4√
MA

)

dv

+

∫

R3

(

Q(
√
MB ĝB,f1 + εf2) +Q(fB

1 + εfB
2 ,
√
Mĝ)

)

(

gB
1 + gB

4√
MB

)

dv

− 1

m
(

∫

ĝBdvdx)

∫

R3

(

Q(fA
1 + εfA

2 ,M
B)(

gA
1 + gA

4√
MA

)

+(Q(fB
1 + εfB

2 ,M
B) +Q(MB ,f1 + εf2)(

gB
1 + gB

4√
MB

)
)

dv

+
1

m

(
∫ √

MB ĝBdvdx

)(
∫

R3

gB
1 (ξ

∂

∂x
MB)dv

)

.

Etant donné que

gA
1√
MA

=
gB
1√
MB

= ξpA
1 = ξpB

1

et

gA
4√
MA

=
gB
4√
MB

= (v2 − 3

2
)pA

4 = (v2 − 3

2
)pB

4 ,

on obtient
∫

R3

(

Q(
√
MAĝA,f1 + εf2) +Q(fA

1 + εfA
2 ,
√
Mĝ)

)

(

gA
1 + gA

4√
MA

)

dv

+

∫

R3

(

Q(
√
MB ĝB,f1 + εf2) +Q(fB

1 + εfB
2 ,
√
Mĝ)

)

(

gB
1 + gB

4√
MB

)

dv

=

∫

R3

(

Q(f1 + εf2,
√
Mĝ) +Q(

√
Mĝ,f1 + εf2)

)

(

gA
1 + gA

4√
MA

)

dv = 0

et
∫

R3

(

Q(fA
1 + εfA

2 ,M
B)(

gA
1 + gA

4√
MA

) + (Q(fB
1 + εfB

2 ,M
B)

+Q(MB,f1 + εf2))(
gB
1 + gB

4√
MB

)
)

dv

=

∫

R3

(

Q(MB ,f1 + εf2) +Q(f1 + εf2,M
B)
)

(
gA
1 + gA

4√
MA

)dv = 0.
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Ce qui entrâıne la formule (3.7.7). Ainsi, en appliquant le lemme 3.7.1, on
obtient l’estimation suivante:

∣

∣

∣

∣

∫

R3

∫ 1

−1

(

L1
A(ĝ,ĝA) + L̃1

A(ĝB))gA + L1
B(ĝ,ĝB)gB

)

dvdx

∣

∣

∣

∣

≤ cτ
(

‖ĝB‖‖gB
1 ‖ + (‖ĝA‖ + ‖ĝB‖)(‖gA‖ + ‖gB‖)

)

.

D’après l’expression de µA et µB, on a
∣

∣

∣

∣

∫

R3

∫ 1

−1

(

µAĝAgA + µBĝBgB
)

dxdv

∣

∣

∣

∣

≤ cτ(‖ĝA‖‖gA‖ + ‖ĝB‖‖gB‖).

Ainsi, en revenant à l’inégalité (3.7.6),

ε(IgA + IgB) +
γ1

2
(‖gA‖2 + ‖gB‖2)

≤ cτε(‖ĝA‖‖gA‖ + ‖ĝB‖‖gB‖)

+ |
∫

R3

∫ 1

−1

χγσ
−1
A (K1

∗h
A +KA

∗ h)g
Advdx|

+ |
∫

R3

∫ 1

−1

χγσ
−1
B (K1

∗h
B +KB

∗ h)g
Bdvdx|

+ cτε
(

‖ĝB‖‖gB
1 ‖ + (‖ĝA‖ + ‖ĝB‖)(‖gA‖ + ‖gB‖)

)

.

(3.7.8)

Afin de traiter les termes

τε
(

‖ĝB‖‖gB
1 ‖ + (‖ĝA‖ + ‖ĝB‖)(‖gA‖ + ‖gB‖)

)

,

et
cτε(‖ĝA‖‖gA‖ + ‖ĝB‖‖gB‖),

on applique la propriété suivante: (pour tout σ > 0),

|ab| ≤ σa2 +
b2

4σ
. (3.7.9)

Ce qui implique que pour tout σ > 0,

τε
(

‖ĝB‖‖gB
1 ‖ + (‖ĝA‖ + ‖ĝB‖)(‖gA‖ + ‖gB‖)

)

≤ σ(‖gB
1 ‖2 + ‖gA‖2 + ‖gB‖2) +

τ 2ε2

4σ
(‖ĝA‖2 + ‖ĝB‖2).
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L’inégalité (3.7.8) devient donc

ε(IgA + IgB) +
γ1

2
(‖gA‖2 + ‖gB‖2)

+ |
∫

R3

∫ 1

−1

χγσ
−1
A (K1

∗h
A +KA

∗ h)g
Advdx|

+ |
∫

R3

∫ 1

−1

χγσ
−1
B (K1

∗h
B +KB

∗ h)g
Bdvdx|

+ σ‖gB
1 ‖2 +

τ 2ε2

4σ
(‖ĝA‖2 + ‖ĝB‖2).

Par continuité des opérateurs K1
∗ , K

A
∗ et KB

∗ , on obtient:

ε(IgA + IgB) +
γ1

4
(‖gA‖2 + ‖gB‖2)

≤ c(‖hA‖ + ‖hB‖)(‖gA‖ + ‖gB‖)
+ σ‖gB

1 ‖2 + cτε2(‖ĝA‖2 + ‖ĝB‖2). (3.7.10)

D’après les conditions de bord (3.6.37) satisfaites par gA, IgA ≥ 0. Il reste
à montrer que IgB ≥ 0.

∫

R3

ξ(gB(1,v))2dv =

∫

ξ>0

ξ(gB(1,v))2dv − (βgB)2

∫

ξ<0

|ξ| M
2
+(v)

MB(1,v)
dv

où,

βgB =

∫

ξ>0

ξ
√

MB(1,v)gB(1,v)dv.

L’inégalité de Cauchy-Schwarz entrâıne

β2
gB ≤ (

∫

ξ>0

ξMB(1,v)dv)(

∫

ξ>0

ξ(gB)2(1,v)dv).

Donc, étant donné que

(

∫

ξ>0

ξMB(1,v)dv)(

∫

ξ<0

|ξ| M
2
+(v)

MB(1,v)
dv) = 1,

∫

R3

ξ(gB(1,v))2dv ≥ 0.
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Pour achever le contrôle de ‖gA‖ et ‖gB‖, on a besoin d’estimer ‖gA
1 ‖, ‖gB

1 ‖,
‖ĝA‖ et ‖ĝB‖.
Estimation de ‖gA

1 ‖ et de ‖gB
1 ‖.

D’après ce qui précède,

∫

R3

ξRB(x,v)dv = 0.

En décomposant RB et en utilisant le fait que

∫

R3

ξĝBdv = 0,

on obtient

∫

R3

(

ξ2
√
MBpB

1 + ξ
√
MBgB(x,v) + ξ

√

M∗h
B
)

dv = 0.

D’où,

cpB
1 = −

∫

R3

ξ
√
MBgBdv −

∫

R3

ξ
√

M∗h
Bdv.

Ce qui entrâıne la majoration

‖gB
1 ‖ ≤ c(‖gB‖ + ‖hB‖). (3.7.11)

Or, d’après l’expression du noyau de l’opérateur de Boltzmann linéarisé pour
un gaz à deux composantes ([2]), on a la relation suivante

pA
1 = pB

1 .

Donc,

‖gA
1 ‖ ≤ c(‖gB‖ + ‖hB‖). (3.7.12)

Première estimation de ‖ĝA‖ et de ‖ĝB‖.
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On multiplie (3.6.24) par ξψA
i et on intègre sur [−1,1] × R3,

∫ x

−1

∫

R3

ξ2

(

∂gA

∂x

)

ψA
i dvdy = −

∫ x

−1

∫

R3

µAĝAξψA
i dvdy

+
1

ε

∫ x

−1

∫

R3

1√
MA

(

Q(
√
MAgA,M)

+ Q(MA,
√
Mg)

)

ξψA
i dvdy

+
1

ε

∫ x

−1

∫

R3

χγσ
−1
A

[

KA
∗ h+K1

∗h
A
]

ξψA
i dvdy

+

∫ x

−1

∫

R3

(L1
A(ĝ,ĝA) + L̃1

A(ĝB))ξψA
i dvdy.

Posons,

φA
i (x) =

∫ x

−1

∫

R3

ξ2gAψA
i dvdy.

D’après la formule de Green appliquée à l’équation précédente,

φA
i (x) = φA

i (−1) −
∫ x

−1

∫

R3

gA(y,v)

(

ξ2 ∂

∂y
ψA

i (y,v)

)

dvdy

+
1

ε

∫ x

−1

∫

R3

1√
MA

(

Q(
√
MAgA,M) +Q(MA,

√
Mḡ)

)

ξψA
i dvdy

+
1

ε

∫ x

−1

∫

R3

χγσ
−1
A

[

KA
∗ h+K1

∗h
A
]

ξψA
i dvdy

+

∫ x

−1

∫

R3

(L1
A(ĝ,ĝA) + L̃1

A(ĝB))ξψA
i dvdy.

Pour contrôler le terme φA
i (−1), on applique l’inégalité de Cauchy-Schwartz.

Ce qui entrâıne:

|
∫

R3

ξ2gA(−1,v)ψA
i (−1,v)dv|

≤ (

∫

R3

ξ(gA(−1,v))2dv)
1
2 (

∫

R3

|ξ|3(ψA
i )2(−1,v)dv)

1
2 ,

≤ c(

∫

R3

ξ(gA(−1,v))2dv)
1
2 .
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On obtient donc pour i ∈ {0,4},
∣

∣φA
i (−1)

∣

∣ ≤
(

IgA

)1/2
.

De même on a, pour i ∈ {0,4},
∣

∣φB
i (−1)

∣

∣ ≤
(

IgB

)1/2
.

Donc, pour i ∈ {0,4}
∣

∣φA
i (x)

∣

∣ ≤
(

IgA

)1/2
+ τ‖gA‖ +

c

ε
‖gA‖ +

c

ε
‖gB‖ +

c

ε
‖hA‖ +

c

ε
‖hB‖

+ cτ(‖ĝA‖ + ‖ĝB‖). (3.7.13)

De même, pour i ∈ {0,4},
∣

∣φB
i (x)

∣

∣ ≤
(

IgB

)1/2
+ τ‖gB‖ +

c

ε
‖gB‖ +

c

ε
‖gA‖ +

c

ε
‖hA‖ +

c

ε
‖hB‖

+ cτ(‖ĝA‖ + ‖ĝB‖). (3.7.14)

Ces deux inégalités permettent alors de contrôler les termes φA
i (x) et φB

i (x)
pour i ∈ {0,4}. Montrons par exemple que cela permet de contrôler les
termes pA

0 (x) et pA
4 (x). φA

0 et φA
4 vérifient le système suivant:

φA
0 = pA

0 D
A
00 + pA

1 D
A
01 + pA

4 D
A
04 +

∫

R3

ξ2gAψA
0 dv,

φA
4 = pA

0 D
A
40 + pA

1 D
A
41 + pA

4 D
A
44 +

∫

R3

ξ2gAψA
4 dv, (3.7.15)

avec

DA
ij =

∫

R3

ξ2ψA
i ψ

A
j dv.

Or, par raison d’imparité, DA
0,1 = DA

4,1 = 0. Donc, en inversant le système
(3.7.15), on a

pA
i =

1

Di0

(

φA
0 −

∫

R3

ξ2ψA
0 g

Adv

)

+
1

Di4

(

φA
4 −

∫

R3

ξ2ψA
4 g

Adv

)

.

(3.7.16)

Or, d’après (3.6.22) et par orthogonalité du système ψA
0 , ψA

4 ,

‖ĝA‖2 ≤ c

∫ 1

−1

(

|pA
0 (x)|2 + |pA

4 (x)|2
)

dx.
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Soit d’après (3.7.16),

‖ĝA‖2 ≤ c

∫ 1

−1

(

|φA
0 |2 + |φA

4 |2
)

dx+ c‖gA‖2.

D’après (3.7.13),

‖ĝA‖2 ≤ IgA + cτ‖ĝA‖2 +
c

ε2

(

‖gA‖2 + ‖gB‖2 + ‖hA‖2 + ‖hB‖2
)

+ cτ(‖ĝA‖2 + ‖ĝB‖2).

Par une démarche analogue, on obtient que ĝB vérifie

‖ĝB‖2 ≤ IgB + cτ‖ĝB‖2 +
c

ε2

(

‖gA‖2 + ‖gB‖2 + ‖hA‖2 + ‖hB‖2
)

+ cτ(‖ĝA‖2 + ‖ĝB‖2).

En ajoutant les deux dernières inégalités et en choisissant ε et τ suffisam-
ment petits,

‖ĝA‖2 + ‖ĝB‖2 ≤ IgA + IgB +
c

ε2

(

‖gA‖2 + ‖gB‖2 + ‖hA‖2 + ‖hB‖2
)

.

En majorant IgA + IgB par l’inégalité (3.7.10) et en choisissant ε suffisam-
ment petit, on obtient

‖ĝA‖2 + ‖ĝB‖2 ≤ σ

ε
‖gB

1 ‖2 +
c

ε
(‖hA‖ + ‖hB‖)(‖gA‖ + ‖gB‖)

+
c

ε2

(

‖gA‖2 + ‖gB‖2 + ‖hA‖2 + ‖hB‖2
)

.

D’après l’inégalité (3.7.11) et en décomposant gA et gB selon
gA = gA

1 + ĝA + gA et gB = gB
1 + ĝB + gB, on a

‖ĝA‖2 + ‖ĝB‖2 ≤ c

ε
(‖hA‖ + ‖hB‖)(‖ĝA‖ + ‖ĝB‖)

+
c

ε
(‖hA‖ + ‖hB‖)(‖gA

1 ‖ + ‖gB
1 ‖ + ‖gA‖ + ‖gB‖)

+
c

ε2

(

‖gA‖2 + ‖gB‖2 + ‖hA‖2 + ‖hB‖2
)

.

En utilisant à nouveau les inégalités (3.7.10, 3.7.11, 3.7.12) et en choisissant
τ suffisamment petit,

‖ĝA‖2 + ‖ĝB‖2 ≤ c

ε
(‖hA‖ + ‖hB‖)(‖ĝA‖ + ‖ĝB‖) + cτ(‖gA‖2 + ‖gB‖2)

+
c

ε2

(

‖gA‖2 + ‖gB‖2 + ‖hA‖2 + ‖hB‖2
)

. (3.7.17)
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Afin de majorer le terme c
ε
(‖hA‖+ ‖hB‖)(‖ĝA‖+ ‖ĝB‖), on applique à nou-

veau la propriété 3.7.9. Ce qui entrâıne, pour tout σ > 0,

c

ε
(‖hA‖ + ‖hB‖)(‖ĝA‖ + ‖ĝB‖) ≤ σ(‖ĝA‖2 + ‖ĝB‖2)

+
c

4σε2
(‖hA‖2 + ‖hB‖2).

En choisissant σ suffisamment petit et en revenant à l’inégalité (3.7.17), on
obtient

‖ĝA‖ + ‖ĝB‖ ≤ c

ε
(‖gA‖ + ‖gB‖ + ‖hA‖ + ‖hB‖). (3.7.18)

On va maintenant majorer ‖gA‖+‖gB‖ en fonction de ‖hA‖ et de ‖hB‖. En
utilisant l’inégalité (3.7.18), on a:

(‖hA‖ + ‖hB‖)(‖ĝA‖ + ‖ĝB‖) ≤ c

ε
(‖hA‖ + ‖hB‖)(‖gA‖ + ‖gB‖)

+
c

ε
(‖hA‖ + ‖hB‖)2.

Il reste à contrôler le terme de (3.7.10)

c

ε
(‖hA‖ + ‖hB‖)(‖gA‖ + ‖gB‖ + ‖gA

1 ‖ + ‖gB
1 ‖).

D’après (3.7.11) et (3.7.12),

c

ε
(‖hA‖ + ‖hB‖)(‖gA‖ + ‖gB‖ + ‖gA

1 ‖ + ‖gB
1 ‖)

≤ c

ε
(‖hA‖ + ‖hB‖)(‖gA‖ + ‖gB‖ + ‖hA‖ + ‖hB‖).

On applique ensuite l’inégalité (3.7.9). Ce qui entrâıne pour tout σ > 0,

c

ε
(‖hA‖ + ‖hB‖)(‖gA‖ + ‖gB‖) ≤ c

4σε2
(‖hA‖2 + ‖hB‖2)

+ σ(‖gA‖2 + ‖gB‖2)

D’où, (3.7.10) implique que

‖gA‖ + ‖gB‖ ≤ c

ε
(‖hA‖ + ‖hB‖). (3.7.19)

Ce qui entrâıne d’après (3.7.18),

‖ĝA‖ + ‖ĝB‖ ≤ c

ε2
(‖hA‖ + ‖hB‖). (3.7.20)
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Contrôle de ‖hA‖.
On multiplie (3.6.25) par εhA et on intègre sur R3 × [−1,1]. D’où, en posant

IhA =

∫

R3

ξ(hA(1,v))2dv −
∫

R3

ξ(hA(−1,v))2dv,

on a

εIhA +

∫

R3

∫ 1

−1

ν(hA)2dxdv = −ε
∫

R3

∫ 1

−1

µAσA(gA + gA
1 )hAdvdx

+

∫

R3

∫ 1

−1

((χγK
A
∗ )h)hAdvdx+

∫

R3

∫ 1

−1

((χγK
1
∗ )h

A)hAdvdx

+ε

∫

R3

∫ 1

−1

NA∗(σ(g + g1) + h)hAdvdx

+ε

∫

R3

∫ 1

−1

ÑA
∗ (σA(gA + gA

1 ) + hA,σB(gB + gB
1 ) + hB)hAdvdx

+ε3

∫

R3

∫ 1

−1

(dAhA)dvdx.

D’après (3.6.36), le lemme 3.7.1 et la continuité des opérateurs K1
∗ , K

A
∗ , KB

∗ ,

εIhA + ν0‖hA‖2 ≤ |
∫

R3

∫ 1

−1

(χγK
1
∗h

A)hAdvdx|

+ |
∫

R3

∫ 1

−1

(χγK∗h
A)hdvdx|

+ cτε(‖gA‖ + ‖gA
1 ‖ + ‖hA‖ + ‖gB‖ + ‖gB

1 ‖ + ‖hB‖)‖hA‖
+ ε3‖dA‖‖hA‖.

Or,

∫ 1

−1

∫

R3

(χγK
1
∗h

A)hAdvdx ≤ ‖hA‖
(
∫ 1

−1

∫

R3

(χγK
1
∗h

A)2(1 + |v|)−1dvdx

)
1
2

≤ ‖hA‖2

(1 + γ)
1
2

.

De même, on a

|
∫

R3

∫ 1

−1

(χγK∗h)h
A]dvdx| ≤ ‖hA‖‖h‖

(1 + γ)
1
2

≤ ‖hA‖(‖hA‖ + ‖hB‖)
(1 + γ)

1
2

.
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De plus, d’après les conditions de bord (3.6.37) vérifiées par hA,

IhA ≥ −c(‖hA
−‖2 + ‖hA

+‖2).

Donc,

‖hA‖2 ≤ c

(1 + γ)
1
2

(‖hA‖2 + ‖hB‖2) + cε(‖hA
−‖2 + ‖hA

+‖2)

+ cτε(‖gA‖ + ‖gA
1 ‖ + ‖gB‖ + ‖gB

1 ‖ + ‖hA‖ + ‖hB‖)‖hA‖

+ ε3‖hA‖ ‖ dA

1 + |v|‖.

Ce qui entrâıne finalement, en choisissant τ et ε suffisamment petits et γ
suffisamment grand et en utilisant l’estimation (3.7.19),

‖hA‖2 ≤ ε(‖hA
−‖2 + ‖hA

+‖2) + ε6‖ dA

1 + |v|‖
2 + c

(

1

(1 + γ)
1
2

+ τ

)

‖hB‖2.

(3.7.21)

Estimation de ‖hB‖.
De même que pour IhA, on définit IhB , par

IhB =

∫

R3

ξ(hB(1,v))2dv −
∫

R3

ξ(hB(−1,v))2dv.

En multipliant (3.6.27), par εhB et par intégration sur [−1,1]×R3, on obtient
∫

R3

∫ 1

−1

ν(hB)2dxdv = −ε
∫

R3

∫ 1

−1

µBσB(gB + gB
1 )hBdvdx

+

∫

R3

∫ 1

−1

((χγK
B
∗ )h)hBdvdx

+

∫

R3

∫ 1

−1

((χγK
1
∗)h

B)hBdvdx

+ ε

∫

R3

∫ 1

−1

NB∗(σ(g + g1) + h)hBdvdx

+ ε

∫

R3

∫ 1

−1

ÑB
∗ (σB(gB + gB

1 ) + hB)hBdvdx

+ ε3

∫

R3

∫ 1

−1

(dBhB)dvdx− εIhB .
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Par continuité des opérateurs K1
∗ , K

B
∗ , on a:

‖hB‖2 ≤ cτε(‖gB‖ + ‖gB
1 ‖)‖hB‖ + c

(

‖h‖ ‖hB‖
(1 + γ)

1
2

+
‖hB‖2

(1 + γ)
1
2

)

+ cτε(‖gA‖ + ‖gA
1 ‖ + ‖gB‖ + ‖gB

1 ‖ + ‖hA‖ + ‖hB‖)‖hB‖

+ ε3‖ dB

1 + |v|‖ ‖h
B‖ − εIhB .

D’où, en appliquant la propriété 3.7.9, en choisissant τ et ε suffisamment
petits et γ suffisamment grand et en utilisant les estimations (3.7.19, 3.7.12,
3.7.11),

‖hB‖2 ≤ c(
1

(1 + γ)
1

2

+ τ)‖hA‖2 + ε6‖ dB

(1 + |v|)‖
2 − εIhB .

D’après (3.6.38) et par définition de IhB ,

IhB ≥ −c
(

|βhB |2 + ‖hB
−‖2 + ‖hB

+‖2
)

.

Il reste à majorer |βhB |. Par définition de βhB ,

|βhB | ≤
(
∫

ξ>0

ξ(M∗)
1
2hB(1,v)dv

)

+ ‖hB
+‖.

D’après l’équation (3.6.49) mise sous forme exponentielle, on obtient pour
ξ > 0,

hB(1,v) = V −
ε (hB

−) exp(−φ1,−1

εξ
) +

1

ξε

∫ 1

−1

(χγK
1
∗h

B + ZB) exp(−φ1,x

εξ
)dx.

Ce qui entrâıne,

|βhB | ≤ 1

ξε

∫

ξ>0

∫ 1

−1

(χγK
1
∗h

B + ZB) exp(−φ1,x

εξ
)dxdv + ‖hB

−‖ + ‖hB
+‖.

D’après l’inégalité de Cauchy-Schwartz,
(
∫ 1

−1

(χγK
1
∗h

B + ZB)
1√
ε
√
ξ

exp(−φ1,x

εξ
)dx

)

≤
(
∫ 1

−1

∣

∣χγK
1
∗h

B + ZB
∣

∣

2
dx

)
1
2
(
∫ 1

−1

1

ξε
exp(−2φ1,x

εξ
dx)

)
1
2

.
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Finalement, étant donné que
∫ 1

−1

1

ξε
exp(−2φ1,x

εξ
)dx < c,

|βhB | ≤ c√
ε

(

‖χγK
1
∗h

B‖ + ‖ν−1ZB‖
)

+ (‖hB
−‖ + ‖hB

+‖). (3.7.22)

De plus, par définition de ZB (3.6.51) et en utilisant le lemme 3.7.1,

‖ν−1ZB‖ ≤ cτε(‖gB‖ + ‖gB
1 ‖) + ‖χγK

B
∗ h‖

+ cτε(‖gA‖ + ‖gA
1 ‖ + ‖hA‖ + ‖gB‖ + ‖gB

1 ‖ + ‖hB‖)

+ ε6‖ dB

(1 + |v|)‖
2. (3.7.23)

D’après (3.7.19) et (3.7.11) ainsi que l’inégalité

‖χγK
B
∗ h‖ ≤ c

(1 + γ)
1
2

(‖hA‖ + ‖hB‖),

on obtient en choisissant ε et τ suffisamment petits et γ suffisamment grand,

‖hB‖2 ≤ ε(‖hB
−‖2 + ‖hB

+‖2) + c(
1

(1 + γ)
1

2

+ τ)‖hA‖2 + ε6‖ dB

(1 + |v|)‖
2.

(3.7.24)

En ajoutant les équations (3.7.21) et (3.7.24) et en choisissant ε et τ suffi-
samment petits et γ suffisamment grand,

‖hB‖ + ‖hA‖ ≤ c
√
ε
(

‖hA
−‖ + ‖hA

+‖ + ‖hB
−‖ + ‖hB

+‖
)

+ cε3

(

‖ dA

1 + |v|‖ + ‖ dB

1 + |v|‖
)

.

En revenant aux estimations (3.7.18, 3.7.19, 3.7.12, 3.7.11), on obtient les
inégalités (3.7.3) et (3.7.4). �

3.7.2 Estimations L∞ à poids sur le terme reste.

Pour le contrôle dans L∞ à poids du terme de reste, on utilise les normes
suivantes:

|f |r = sup
x∈[−1,1]

sup
v∈R3

(1 + |v|)r|f(x,v)|, r ≥ 0,

N(f) = sup
x∈[−1,1]

(
∫

R3

|f(x,v)|2dv
)

1
2

.
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Le but de ce paragraphe est de contrôler gA, gB, hA, hB en norme | |r.
Enonçons en premier lieu les deux propositions suivantes dont la preuve
figure dans ([14]),

Proposition 5. Pour tout r ≥ 0, il existe une constante c telle que pour
toute fonction G telle que (1+ |v|)rG ∈ L∞, Uε satisfait l’inégalité suivante:

|UεG|r ≤ c|G
ν
|r.

Proposition 6. Pour toute fonction G telle que (1 + |v|)rG ∈ L∞ et δ > 0
et pour tout r ≥ 2, il existe Cδ tel que

N(UεG) ≤ Cδ√
ε
‖ν− 1

2G‖ + δ|G|r.

Il s’agit maintenant de contrôler |gA|r et |gB|r. Cela nécessite dans un pre-
mier temps une majoration sur |g|r.
Proposition 7. Pour tout r ≥ 1, il existe des constantes c et Hγ strictement
positives telles que

|g|r ≤ c(N(gA) +N(gB)) +Hγ(N(hA) +N(hB))

+ c
√
ε(‖ dA

(1 + |v|)‖ + ‖ dB

(1 + |v|)‖)

+
c

ε2
(‖hA

−‖ + ‖hA
+‖ + ‖hB

−‖ + ‖hB
+‖).

Preuve de la proposition 7.
D’après l’équation (3.6.52) mise sous forme exponentielle,

g = V +
ε (gB+) + Uε(Kg + S), (3.7.25)

avec

gB+ = βgBM+(MB(1,v))−
1
2 . (3.7.26)

D’après la proposition 5 appliquée à l’équation (3.6.52), on a

|g|r ≤ c
∣

∣ν−1Kg
∣

∣

r
+ c
∣

∣ν−1S
∣

∣

r
+ c|βgB |. (3.7.27)

Or, par continuité de K, on a pour tout r ≥ 1 ([14]),
∣

∣ν−1Kg
∣

∣

r
≤ c sup

x∈[−1,1]

sup
v∈R3

(1 + |v|)r−1|g(x,v)| = c|g|r−1 (3.7.28)
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et

∣

∣ν−1Kg
∣

∣

2

0
≤ c sup

x∈[−1,1]

∫

R3

g2(x,v)dv = c(N(g))2. (3.7.29)

Donc, en revenant à (3.7.27) on a

|g|r ≤ c |g|r−1 + c |S|r + c|βgB |.

Ainsi, d’après (3.7.29) et une récurrence immédiate, on a

|g|r ≤ cN(g) + c
r
∑

k=0

|S|k + c|βgB | ≤ cN(g) + c|S|r + c|βgB |. (3.7.30)

Majorons |S|r. Par définition de S (3.6.53),

|S|r ≤
∣

∣χγσ
−1K∗h

∣

∣

r
+ ε(|µĝ|r + |L1(ĝB,ĝ)|r). (3.7.31)

Or, par continuité de K∗,

∣

∣χγσ
−1K∗h

∣

∣

r
≤ sup

x∈[−1,1]

sup
v∈R3

|(1 + |v|)rχγσ
−1| sup

x∈[−1,1]

sup
v∈R3

|K∗h|

≤ HγN(h).

Par ailleurs, d’après ([10]) on a,

∣

∣L1(ĝB,ĝ)
∣

∣

r
≤ c(|ĝB|r + |ĝ|r) ≤ c

(

N(ĝA) +N(ĝB)
)

.

De plus, les fonctions (1+|v|)rψi(v) étant bornées sur R3 pour tout i ∈ {0,4},
on a

|ĝ|r ≤ c sup
x∈[−1,1]

(|p0(x)| + |p4(x)|) ≤ cN(ĝ).

D’où, en revenant à (3.7.31)

|S|r ≤ cε
(

N(ĝA) +N(ĝB)
)

+Hγ

(

N(hA) +N(hB)
)

. (3.7.32)

Il vient donc en appliquant l’inégalité (3.7.32) au second membre de (3.7.30),

|g|r ≤ cN(g) + cε
(

N(ĝA) +N(ĝB)
)

+Hγ

(

N(hA) +N(hB)
)

+ c|βgB |.
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On recherche maintenant une majoration sur N(g). D’après la proposition
6 appliquée à l’équation (3.6.52) , on a pour tout δ > 0,

N(g) ≤ Cδ√
ε
‖ν−1Kg‖ + δ|Kg|r +

Cδ√
ε
‖ν−1S‖ + δ|S|r + c|βgB |. (3.7.33)

Or, d’après (3.7.28, 3.7.31) ainsi que l’inégalité précédente,

|Kg|r ≤ cN(g) + cε(N(ĝA) +N(ĝB)) +Hγ(N(hA) +N(hB)) + c|βgB |.
Donc, en utilisant l’inégalité précédente dans (3.7.33) et en choisissant δ
suffisamment petit, il vient

N(g) ≤ Cδ√
ε
‖ν−1Kg‖ + cε(N(ĝA) +N(ĝB)) +Hγ(N(hA) +N(hB))

+
Cδ√
ε
‖ν−1S‖ + c|βgB |.

Or, par continuité de K,

‖ν−1Kg‖ ≤ c‖g‖
et par définition de S (3.6.53),

‖ν−1S‖ ≤ Cγ‖h‖ + cτε(‖ĝA‖ + ‖ĝB‖).
Donc

N(g) ≤ Cδ√
ε
‖g‖ + cε(N(ĝA) +N(ĝB)) +Hγ(N(hA) +N(hB))

+
Cδ√
ε
‖h‖ + Cδτ

√
ε(‖ĝA‖ + ‖ĝB‖) + c|βgB |.

Pour poursuivre le contrôle de |g|r, estimons βgB . D’après la forme expo-
nentielle de l’équation (3.6.48), on a pour ξ > 0,

|gB(1,v)| ≤ 1

ξε

∫ 1

−1

|(KgB + SB)(x,v)| exp(−φ1,x

ξε
)dx.

Donc,

∣

∣βgB

∣

∣ =

∣

∣

∣

∣

∫

ξ>0

ξ(MB(1,v))
1

2gB(1,v)dv

∣

∣

∣

∣

≤ 1√
ε

∫

ξ>0

ξ
1
2MB(1,v)

1
2

(
∫ 1

−1

|(KgB + SB)| 1√
εξ

exp(−φ1,x

εξ
)dx

)

dv.
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En appliquant l’inégalité de Cauchy-Schwarz et compte tenu du fait que
∫

ξ>0

ξMB(1,v)dv = 1,

on a

∣

∣βgB

∣

∣ ≤ 1√
ε

(
∫

ξ>0

(

∫ 1

−1

|(KgB + SB)| 1√
εξ

exp(−φ1,x

εξ
)dx)2dv

)

1
2

.

D’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz par rapport à la variable x, on a
(
∫ 1

−1

|(KgB + SB)(x,v)| 1√
ε
√
ξ

exp(−φ1,x

εξ
)dx

)2

≤ (

∫ 1

−1

|(KgB + SB)(x,v)|2dx)(
∫ 1

−1

1

εξ
exp(− 2

εξ
φ1,x)dx).

Or,
∫ 1

−1

1

εξ
exp(− 2

εξ
φ1,x)dx < c.

Finalement, on obtient la majoration suivante

|βgB | ≤ c√
ε
(‖KgB‖ + ‖SB‖).

Ainsi, par continuité de K, par définition de SB (3.6.49)

|βgB | ≤ c√
ε

(

(‖gB‖ + ‖g‖ + ‖h‖ + ‖hB‖ + τε(‖ĝB‖ + ‖ĝB‖)
)

.

Et, en utilisant la proposition 4, on obtient

|βgB | ≤ c
√
ε

(

‖ dA

(1 + |v|)‖ + ‖ dB

(1 + |v|)‖
)

+
c

ε2

(

‖hA
−‖ + ‖hA

+‖ + ‖hB
−‖ + ‖hB

+‖
)

.

�

Proposition 8. Pour tout r ≥ 3, il existe des constantes c et Hγ telles que

(

|gA|r + |gB|r
)

≤ c
√
ε

(

‖ dA

(1 + |v|)‖ + ‖ dB

(1 + |v|)‖
)

+ cHγ(|hA|r + |hB|r)

+
c

ε2
(|hA

−|r + |hA
+|r + |hB

−|r + |hB
+|r).
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Preuve de la proposition 8.
On raisonne comme pour la preuve de la proposition 7.
gA et gB, solutions des équations (3.6.44) et (3.6.48) peuvent s’écrire sous
forme exponentielle de la manière suivante

gA = Uε(Kg
A + SA), (3.7.34)

gB = V +
ε (gB+) + Uε(Kg

B + SB), (3.7.35)

avec gB+ défini en (3.7.26). Donc, d’après la proposition 5 appliquée à
l’équation (3.7.34),

|gA|r ≤ c|KgA|r + c|SA|r.

Par continuité de K, on a pour tout r ≥ 1 ([14]),

|KgA|r ≤ c sup
x∈[−1,1]

sup
v∈R3

(1 + |v|)r−1|gA(x,v)| = c|gA|r−1 (3.7.36)

et

|KgA|20 ≤ c sup
x∈[−1,1]

∫

R3

(gA)2(x,v)dv = c
(

N(gA)
)2
. (3.7.37)

Donc, pour tout r ≥ 1,

|gA|r ≤ c|gA|r−1 + c|SA|r.

Soit d’après (3.7.37) et une récurrence immédiate, il vient

|gA|r ≤ cN(gA) + c

r
∑

k=0

|SA|k ≤ cN(gA) + c|SA|r. (3.7.38)

En effectuant la même démarche avec (3.7.35), on montre que

|gB|r ≤ cN(gB) +

r
∑

k=0

c|SB|k + c|βgB | ≤ cN(gB) + c|SB|r + c|βgB |.

D’après les définitions de SA et SB (3.6.45, 3.6.49) ainsi que l’inégalité

∣

∣

1√
MA

Q
(√

Mg,MA
)

∣

∣

r
≤ c |g|r ([19]),
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on obtient

|SA|r ≤ c|g|r + (|χγσ
−1
A KA

∗ h|r + |χγσ
−1
A K1

∗h
A|r) + τε|ĝA|r

+ ε
(

|LA
1 (ĝ,ĝA)|r + |L1

A(ĝB)|r
)

et

|SB|r ≤ c|g|r + (|χγσ
−1
B KB

∗ h|r + |χγσ
−1
B K1

∗h
B|r) + τε|ĝB|r + ε|L1

B(ĝ,ĝB)|r.
Or, par continuité de KA

∗ , KB
∗ et K1

∗ ,

|χγσ
−1
A KA

∗ h|r ≤ CγN(h), |χγσ
−1
A K1

∗h
A|r ≤ CγN(hA),

|χγσ
−1
B KB

∗ h|r ≤ CγN(h), |χγσ
−1
B K1

∗h
B|r ≤ CγN(hB).

De plus, pour les mêmes raisons que (3.7.17), on a
∣

∣ĝA
∣

∣

r
≤ cN(ĝA), (3.7.39)

∣

∣ĝB
∣

∣

r
≤ cN(ĝB). (3.7.40)

Par ailleurs, pour toutes fonctions f , fA et fB telles que (1 + |v|)rf ,
(1 + |v|)rfA, (1 + |v|)rfB ∈ L∞, on a ([10])

∣

∣ν−1L1
A(f,fA)

∣

∣

r
≤ c

(

|f |r + |fA|r
)

,
∣

∣ν−1LA
1 (fB)

∣

∣

r
≤ c|fB|r,

∣

∣ν−1L1
B(f,fB)

∣

∣

r
≤ c

(

|f |r + |fB|r
)

.

Ces inégalités entrâınent alors, compte tenu de (3.7.39), (3.7.40) et de la
proposition 7

∣

∣L1
A(ĝ,ĝA)

∣

∣

r
≤ c

(

|ĝ|r+1 + |ĝA|r+1

)

≤ c
(

N(ĝA) +N(ĝB)
)

,
∣

∣LA
1 (ĝB)

∣

∣

r
≤ c|ĝB|r+1 ≤ cN(ĝB),

∣

∣L1
B(ĝ,ĝB)

∣

∣

r
≤ c

(

|ĝ|r+1 + |ĝB|r+1

)

≤ c
(

N(ĝA) +N(ĝB)
)

.

D’où,
∣

∣SA
∣

∣

r
≤ c|g|r + Cγ

(

N(hA) +N(hB)
)

+ cε
(

N(ĝA) +N(ĝB)
)

,
∣

∣SB
∣

∣

r
≤ c|g|r + Cγ

(

N(hA) +N(hB)
)

+ cε
(

N(ĝA) +N(ĝB)
)

.

Ainsi, en majorant |g|r grâce à la proposition 7,

|SA|r ≤ c(N(gA) +N(gB)) +Hγ(N(hA) +N(hB))

+ c
√
ε

(

‖ dA

(1 + |v|)‖ + ‖ dB

(1 + |v|)‖
)

+
c

ε2
(‖hA

−‖ + ‖hA
+‖ + ‖hB

−‖ + ‖hB
+‖) (3.7.41)
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et

|SB|r ≤ c(N(gA) +N(gB)) +Hγ(N(hA) +N(hB))

+ c
√
ε(‖ dA

(1 + |v|)‖ + ‖ dB

(1 + |v|)‖)

+
c

ε2
(‖hA

−‖ + ‖hA
+‖ + ‖hB

−‖ + ‖hB
+‖) (3.7.42)

D’où, d’après (3.7.38, 3.7.39, 3.7.41, 3.7.42) ainsi que la proposition 7,

|gA|r + |gB|r ≤ c(N(gA) +N(gB)) + cHγ(N(hA) +N(hB))

+ c
√
ε(‖ dA

(1 + |v|)‖ + ‖ dB

(1 + |v|)‖)

+
c

ε2
(‖hA

−‖ + ‖hA
+‖ + ‖hB

−‖ + ‖hB
+‖). (3.7.43)

Pour poursuivre le contrôle de |gA|r et de |gB|r, il est alors nécessaire d’es-
timer N(gA) +N(gB).
Estimation de N(gA) +N(gB).
D’après la proposition 6, on a pour tout δ > 0,

N(gA) +N(gB) ≤ N(Uε(Kg
A + SA) +N(Uε(Kg

B + SB)

+ N(V +
ε (βgBM+(MB(1,v))−

1
2 )).

≤ Cδ√
ε
(‖ν−1KgA‖ + ‖ν−1KgB‖) + δ(|KgA|r + |KgB|r)

+
Cδ√
ε
(‖ν−1SA‖ + ‖ν−1SB‖) + δ(|SA|r + |SB|r).

+ |βgB |N(M+(MB(1,v))−
1

2 ), (3.7.44)

car comme
φ1,x

εξ
< 0 pour ξ < 0,

V +
ε (M+(MB(1,v))−

1
2 ) ≤M+(MB(1,v))−

1
2 .

Or, par continuité de K ([14]),

|KgA|r ≤ c|gA|r−1 ≤ cN(gA) + c|SA|r,
|KgB|r ≤ c|gB|r−1 ≤ cN(gB) + c|SB|r.
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D’après (3.6.45) et (3.6.49), on obtient finalement pour tout δ > 0,

N(gA) +N(gB) ≤ Cδ√
ε
(‖ν−1KgA‖ + ‖ν−1KgB‖ + ‖ν−1SA‖ + ‖ν−1SB‖)

+ δ(N(gA) +N(gB)) +Hγ(N(hA) +N(hB))

+ c
√
ε(‖ dA

(1 + |v|)‖ + ‖ dB

(1 + |v|)‖)

+
c

ε2
(‖hA

−‖ + ‖hA
+‖ + ‖hB

−‖ + ‖hB
+‖).

Soit, en choisissant δ suffisamment petit,

N(gA) +N(gB) ≤ Cδ√
ε
(‖ν−1KgA‖ + ‖ν−1KgB‖ + ‖ν−1SA‖ + ‖ν−1SB‖)

+ Hγ(N(hA) +N(hB)) + c
√
ε(‖ dA

(1 + |v|)‖ + ‖ dB

(1 + |v|)‖)

+
c

ε2
(‖hA

−‖ + ‖hA
+‖ + ‖hB

−‖ + ‖hB
+‖). (3.7.45)

Par continuité de K et d’après la proposition 4,

‖KgA‖ + ‖KgB‖ ≤ cε
(

‖ dA

(1 + |v|)‖ + ‖ dB

(1 + |v|)‖
)

+
c

ε
3
2

(‖hA
−‖ + ‖hA

+‖ + ‖hB
−‖ + ‖hB

+‖).

Egalement, par définitions de SA et SB (3.6.45, 3.6.49) et la proposition 4,

‖ν−1SA‖ + ‖ν−1SB‖ ≤ cε
(

‖ dA

(1 + |v|)‖ + ‖ dB

(1 + |v|)‖
)

+
c

ε
3
2

(‖hA
−‖ + ‖hA

+‖ + ‖hB
−‖ + ‖hB

+‖).

Ainsi, en revenant à l’inégalité (3.7.45), on obtient pour tout δ > 0,

N(gA) +N(gB) ≤ δ(|gA|r + |gB|r) +
√
ε

(

‖ dA

(1 + |v|)‖ + ‖ dB

(1 + |v|)‖
)

+
c

ε2
(‖hA

−‖ + ‖hA
+‖ + ‖hB

−‖ + ‖hB
+‖)

+ Hγ(N(hA) +N(hB)). (3.7.46)
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Fin de la preuve de la proposition 8.
D’après les inégalités (3.7.43, 3.7.46), on a pour tout δ > 0 suffisamment
petit,

|gA|r + |gB|r ≤ δ(|gA|r + |gB|r) + c
√
ε(‖ dA

(1 + |v|)‖ + ‖ dB

(1 + |v|)‖)

+
c

ε2
(‖hA

−‖ + ‖hA
+‖ + ‖hB

−‖ + ‖hB
+‖)

+ Hγ(N(hA) +N(hB)).

Ainsi en choisissant δ suffisamment petit,

|gA|r + |gB|r ≤ c
√
ε(‖ dA

(1 + |v|)‖ + ‖ dB

(1 + |v|)‖)

+
c

ε2
(‖hA

−‖ + ‖hA
+‖ + ‖hB

−‖ + ‖hB
+‖)

+ Hγ(N(hA) +N(hB)).

Or, pour toute fonction f telle que (1 + |v|)rf ∈ L∞, on a pour r ≥ 1,

[N(f)]2 ≤ sup
x∈[−1,1]

sup
v∈R3

(f 2(x,v)(1 + |v|)2r)

∫

R3

dv

(1 + |v|)2r
≤ |f |2r.

Donc, pour tout r ≥ 1,

N(hA) +N(hB) ≤ c(|hA|r + |hB|r). (3.7.47)

De plus, pour toute fonction f telle que (1 + |v|)f ∈ L2 et
(1 + |v|)3f ∈ L∞, on a ‖f‖ ≤ |f |3. D’où, pour r ≥ 3,

|gA|r + |gB|r ≤ c
√
ε(‖ dA

(1 + |v|)‖ + ‖ dB

(1 + |v|)‖)

+
c

ε2
(|hA

−|r + |hA
+|r + |hB

−|r + |hB
+|r) +Hγ(|hA|r + |hB|r).

�

Pour achever le contrôle de |gA|r + |gB|r, il reste à estimer |hA|r + |hB|r.
Proposition 9. Pour tout r ≥ 3, il existe une constante c telle que,

|hA|r + |hB|r ≤ cε
3
2 (‖ dA

(1 + |v|)‖ + ‖ dB

(1 + |v|)‖)

+ ε3(|ν−1dA|r + |ν−1dB|r)
+

c

ε
(|hA

−|r + |hA
+|r + |hB

−|r + |hB
+|r).
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Preuve de la Proposition 9.

hA et hB, solutions des équations (3.6.46, 3.6.50) peuvent s’écrire sous forme
exponentielle de la manière suivante,

hA = V −
ε (hA

−) + V +
ε (hA

+) + Uε(χγK
1
∗h

A + ZA),

hB = V −
ε (hB

−) + V +
ε (hB

+ + βhBM+(M∗)
− 1

2 ) + Uε(χγK
1
∗h

B + ZB).

D’après la proposition 5, par continuité de K1
∗ , K

A
∗ , KB

∗ et compte-tenu du
fait que

|V −
ε h

A
−|r ≤ |hA

−|r, |V +
ε h

A
+|r ≤ |hA

+|r, |V −
ε h

B
−|r ≤ |hB

−|r,
|V +

ε (hB
+ + βhBM+(M∗)

− 1
2 )|r ≤ |hB

+|r + c|βhB |,

on a:

|hA|r ≤ c

1 + γ
|hA|r +

c

1 + γ
|h|r

+ τε
(

|gB|r + |gB
1 |r + |hB|r + |gA|r + |gA

1 |r + |hA|r
)

+ ε3|ν−1dA|r + |hA
−|r + |hA

+|r
et

|hB|r ≤ c

1 + γ
|hB|r +

c

1 + γ
|h|r

+ τε
(

|gB|r + |gB
1 |r + |hB|r + |gA|r + |gA

1 |r + |hA|r
)

+ ε3|ν−1dB|r + |hB
−|r + |hB

+|r + c|βhB |.

D’après les inégalités (3.7.22, 3.7.23), on a

|βhB | ≤ c

ε

(

‖hB‖ + cτε(‖gB‖ + ‖gB
1 ‖ + ‖hA‖ + ‖hB‖)

+ cτε(‖gA‖ + ‖gA
1 ‖ + ‖hA‖ + ‖gB‖ + ‖gB

1 ‖ + ‖hB‖)

+ ε6‖ dB

(1 + |v|)‖
)

.

Ainsi, en utilisant la proposition 4, |βhB | est contrôlé de la manière suivante:

|βhB | ≤ c(‖hA
−‖ + ‖hA

+‖ + ‖hB
−‖ + ‖hB

+‖)

+ ε
5
2

(

‖ dA

(1 + |v|)‖ + ‖ dB

(1 + |v|)‖
)

.
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De plus, pour toute fonction f telle que ‖f‖ et |f |r soient définies, on a
‖f‖ ≤ |f |3. D’où, en choisissant γ suffisamment grand, τ et ε suffisamment
petits,

|hA|r + |hB|r ≤ τε(|gB|r + |gB
1 |r + |gA|r + |gA

1 |r)
+ ε

5

2 (|ν−1dA|r + |ν−1dB|r) + |hA
−|r + |hA

+|r + |hB
−|r + |hB

+|r.
(3.7.48)

Afin de contrôler le terme

τε(|gA|r + |gA
1 |r + |gB|r + |gB

1 |r),

on utilise que

|gA|r ≤ |gA|r + |gA
1 |r + |ĝA|r et |gB|r ≤ |gB|r + |gB

1 |r + |ĝB|r,

avec pour tout i ∈ {0; 1; 4},

|gA
i |r ≤ N(gA

i ), et |gB
i |r ≤ N(gB

i ).

D’où, on obtient

ετ(|gA|r + |gA
1 |r + |gB|r + |gB

1 |r) ≤ ετ(|gA|r +N(gA) + |gB|r +N(gB)).

La proposition 8 appliquée à l’inégalité (3.7.46) entrâıne la majoration sui-
vante sur N(gA) +N(gB),

N(gA) +N(gB) ≤ c
√
ε

(

‖ dA

(1 + |v|)‖ + ‖ dB

(1 + |v|)‖
)

+Hγ(|hA|r + |hB|r)

+
c

ε2
(|hA

−|r + |hA
+|r + |hB

−|r + |hB
+|r).

L’inégalité (3.7.48) devient donc en choisissant ε et τ suffisamment petits,

|hA|r + |hB|r ≤ cε
3
2

(

‖ dA

(1 + |v|)‖ + ‖ dB

(1 + |v|)‖
)

+ ε
5

2 (|ν−1dA|r + |ν−1dB|r)
+

c

ε2
(|hA

−|r + |hA
+|r + |hB

−|r + |hB
+|r).

�
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Preuve de la proposition 3.

σA et σB étant bornés, RA et RB vérifient l’inégalité

M
− 1

2∗ (|RA| + |RB|) ≤ (|hA| + c|gA| + |hB| + c|gB|).

On rappelle que

M∗ =
1

(πT∗)
3
2

exp(−v
2

T∗
)

avec T∗ > TH0. Soit β0 = 1
2T∗

.

|M− 1

2∗ RA|r + |M− 1

2∗ RB|r ≤ (|hA|r + c|gA|r + |hB|r + c|gB|r).

Les propositions 8 et 9 impliquent alors, pour tout r ≥ 3,

|RA|r,β0
+ |RB|r,β0

≤ c
√
ε(‖dA‖ + ‖dB‖) + ε3

(

|ν−1dA|r + |ν−1dB|r
)

+
c

ε2
(|hA

−|r + |hA
+|r + |hB

−|r + |hB
+|r).

Or, étant donné que

hA
− = ζA

−M
− 1

2∗ , hA
+ = ζA

+M
− 1

2∗ , hB
− = ζB

−M
− 1

2∗ ,

hB
+ = ζB

+M
− 1

2∗ , dA = DAM
− 1

2∗ , dB = DBM
− 1

2∗ ,

en utilisant l’estimation ‖d‖ ≤ | d
ν
|3 ainsi que (3.6.36), on obtient pour tout

r ≥ 3,

|RA|r,β0
+ |RB|r,β0

≤ c
√
ε(|DA|r−1,β0

+ |DB|r−1,β0
)

+
c

ε2
(|ζA

− |r,β0
+ |ζA

+ |r,β0
+ |ζB

− |r,β0
+ |ζB

+ |r,β0
).

�

3.7.3 Convergence du procédé itératif.

Les restes des problèmes linéarisés solutions de (3.6.14, 3.6.15) ayant été
contrôlés précédemment, ce paragraphe traite des termes restes des problèmes
non linéaires, solutions des équations (3.6.6, 3.6.7). Ils sont construits comme
la limite d’une suite d’itérations de termes restes pour des problèmes linéarisés.
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Théorème 3.7.1. Pour tout r ≥ 3, il existe c, c′, ε0, τ0 et β0 tels que pour
tous ε < ε0, et τ < τ0, le problème (3.6.6, 3.6.7) possède une unique solution
(RA,RB) satisfaisant l’estimation suivante:

|RA|r,β0
+ |RB|r,β0

≤ c

(

ε
3
2 (|A|r,β0

+ |B|r,β0
) + exp(−c

′

ε
)

)

.

On rappelle que la norme | |r,β0
est définie par la formule (3.6.41).

Preuve du théorème 3.7.1.
On obtient les solutions RA et RB aux problèmes, comme les limites des
suites RA

k et RB
k définies de la façon suivante:

RA
0 = RB

0 = 0,

et pour tout k ≥ 1,

ξ
∂

∂x
RA

k =
1

ε
(Q(RA

k ,M) +Q(MA,Rk)) + NA(Rk) + ÑA∗(R
A
k ,R

B
k )

+ ε2
(

Q(RA
k−1,Rk−1) + I(RB

k−1)Q(RA
k−1,M

B)
)

+ ε3A, (3.7.49)

ξ
∂

∂x
RB

k =
1

ε
(Q(RB

k ,M) +Q(MB ,Rk)) + NB(RB
k ,Rk)

+ ε2
(

I(RB
k−1)(Q(MB ,Rk−1) +Q(RB

k−1,M
B)) +Q(RB

k−1,Rk−1)
)

+ ε3B, (3.7.50)

satisfaisant les conditions de bord

RA
k (−1,v) = ζA−, ξ > 0, RA

k (1,v) = ζA+, ξ < 0,

RB
k (−1,v) = ζB−, ξ > 0, RB

k (1,v) = βRB
k
M+ + ζB+, ξ < 0. (3.7.51)

D’après la proposition 3, appliquée aux équations (3.7.49, 3.7.50, 3.7.51),

|RA
k |r,β0

+ |RB
k |r,β0

≤ cε
1
2 (|DA|r−1,β0

+ |DB|r−1,β0
)

+
c

ε2
(|ζA−|r,β0

+ |ζA+|r,β0
+ |ζB−|r,β0

+ |ζB+|r,β0
),

avec

DA = εA+Q(RA
k−1,Rk−1) + I(RB

k−1)Q(RA
k−1,M

B),

DB = εB + I(RB
k−1)

(

Q(MB ,Rk−1) +Q(RB
k−1,M

B)
)

+Q(RB
k−1,Rk−1).
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On rappelle l’inégalité suivante ([14]),

|M− 1
2Q(R,S)|r−1 ≤ |M− 1

2R|r|M− 1
2S|r. (3.7.52)

qui implique que

|Q(RA
k−1,Rk−1) + I(RB

k−1)Q(RA
k−1,M

B)|r−1,β0

≤ (|Rk−1|r,β0
+ |RB

k−1|r,β0
)|RA

k−1|r,β0
,

et

|I(RB
k−1)(Q(MB,Rk−1) +Q(RB

k−1,M
B)) +Q(RB

k−1,Rk−1)|r−1,β0

≤ |RB
k−1|r,β0

|Rk−1|r,β0
+ |RB

k−1|2r,β0
.

Donc,

|DA|r−1,β0
≤ ε|A|r−1,β0

+
(

|Rk−1|r,β0
+ |RB

k−1|r,β0

)

|RA
k−1|r,β0

,

|DB|r−1,β0
≤ ε|B|r−1,β0

+
(

|Rk−1|r,β0
+ |RB

k−1|r,β0

)

|RB
k−1|r,β0

.

RA
k et RB

k satisfont donc la formule de récurrence suivante

|RA
k |r,β0

+ |RB
k |r,β0

≤ ε
1

2 |Rk−1|r,β0

(

|RA
k−1|r,β0

+ |RB
k−1|r,β0

)

+ cε
3
2 (|A|r,β0

+ |B|r,β0
) +

c

ε2
exp(−c

′

ε

)

. (3.7.53)

Soit c1 > c.
Montrons alors par récurrence sur k la propriété suivante, pour ε suffisam-
ment petit et pour tout c′′ < c′,

|RA
k |r,β0

+ |RB
k |r,β0

≤ c1ε
3

2 (|A|r,β0
+ |B|r,β0

) + c exp(−c
′′

ε
) (3.7.54)

La propriété est vérifiée pour k = 0, car RA
0 = RB

0 = 0.
Supposons la propriété vraie au rang k−1 et montrons-la au rang k. D’après
(3.7.53) et la formule (3.7.54) au rang k − 1,

|RA
k |r,β0

+ |RB
k |r,β0

≤ 2ε
1
2

(

c21ε
3(|A|r,β0

+ |B|r,β0
)2 + c2 exp(−2c′′

ε
)

)

+ cε
3
2 (|A|r,β0

+ |B|r,β0
) +

c

ε2
exp(−c

′

ε
).
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D’où,

|RA
k |r,β0

+ |RB
k |r,β0

≤ ε
3
2 (|A|r,β0

+ |B|r,β0
)
(

2c21ε
2(|A|r,β0

+ |B|r,β) + c
)

+ exp(−c
′′

ε
)

(

2ε
1
2 c2 exp(−c

′′

ε
) +

c2

ε2
exp(−c

′ − c′′

ε
)

)

.

(3.7.55)

Pour le second terme du membre de droite, en choisissant ε suffisamment
petit, on a

2ε
1
2 c2 exp(−c

′′

ε
) +

c2

ε2
exp(−c

′ − c′′

ε
) ≤ c.

Quant au premier terme du membre de droite, le lemme suivant est utilisé

Lemme 3.7.2. Pour A et B ayant été définis respectivement en (3.6.3) et
en (3.6.4),

|A|r,β0
+ |B|r,β0

= O(
1

ε
).

La démonstration du lemme 3.7.2 sera effectuée après la preuve de la propo-
sition 3.7.1. La propriété est alors démontrée alors au rang k. La majoration
obtenue étant uniforme en k cela prouve le théorème 3.7.1.

Existence d’une solution pour le problème (3.6.6, 3.6.7).

On pose WA
k = RA

k − RA
k−1 et WB

k = RB
k − RB

k−1. D’après (3.7.49, 3.7.50),
ils satisfont les équations

ξ
∂

∂x
WA

k =
1

ε
(Q(MA,Wk) +Q(WA

k ,M)) + NA(Wk) + ÑA∗(W
A
k ,W

B
k )

+ ε2
(

Q(RA
k−1,Wk) +Q(WA

k ,Rk−2)

+ I(WB
k )Q(RA

k−1,M
B) + I(RB

k−2)Q(WA
k−1,M

B)
)

et

ξ
∂

∂x
WB

k =
1

ε
(Q(MB ,Wk) +Q(WB

k ,M)) + NB(Wk)

+ ε2
(

Q(RB
k−1,Wk−1) +Q(WB

k−1,Rk−2) + I(WB
k )Q(RB

k−1,M
B)

+ I(RB
k−2)Q(WB

k−1,M
B)
)
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avec les conditions de bord

WA
k (−1,v) = 0, ξ > 0, WA

k (1,v) = 0, ξ < 0,

WB
k (−1,v) = 0, ξ > 0, WB

k (1,v) = βW B
k
M+, ξ < 0.

D’après la proposition 3, on obtient pour (WA
k ,W

B
k ) la majoration suivante,

|WA
k |r,β0

+ |WB
k |r,β0

≤ √
ε(|D̃A|r,β0

+ |D̃B|r,β0
)

avec

D̃A = Q(RA
k−1,Wk) +Q(WA

k ,Rk−2) + I(WB
k )Q(RA

k−1,M
B)

+ I(RB
k−1)Q(WA

k−1,M
B)

et

D̃B = Q(RB
k−1,Wk−1) +Q(WB

k−1,Rk−2) + I(WB
k )Q(RB

k−1,M
B)

+ I(WB
k−1)Q(WB

k−1,M
B).

Ainsi, en utilisant l’inégalité (3.7.52) et l’estimation trouvée précédemment
sur RA

k et RB
k , on obtient

|WA
k |r,β0

+ |WB
k |r,β0

≤ c
√
εc
(

ε
3
2 (|A|r,β0

+ |B|r,β0
)

+ exp(−c
′

ε
)
)

(|WA
k−1|r,β0

+ |WB
k−1|r,β0

).

D’où, d’après le lemme 3.7.2 et en choisissant ε suffisamment petit,

|WA
k |r,β0

+ |WB
k |r,β0

≤ cε(|WA
k−1|r,β0

+ |WB
k−1|r,β0

).

Ainsi, en choisissant à nouveau ε suffisamment petit, on montre que la suite
(

(RA
k ,R

B
k )
)

k∈N

est de Cauchy dans un espace L∞ × L∞ à poids et donc
converge.

Unicité de la solution du problème (3.6.6, 3.6.7).

Soient (RA
1 ,R

B
1 ) et (RA

2 ,R
B
2 ) deux solutions du problème (3.6.6, 3.6.7). En

considérant les quantités RA
2 −RA

1 et RB
2 −RB

1 et en raisonnant comme pour
l’étape de l’existence, on a

|RA
2 −RA

1 |r,β0
+ |RB

2 − RB
1 |r,β0

≤ cε(|RA
2 −RA

1 |r,β0
+ |RB

2 − RB
1 |r,β0

).
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Ainsi, en choisissant ε suffisamment petit, on obtient l’unicité de la solution.
�

Preuve du lemme 3.7.2.
Estimons 1

ε
Q(f−

K1(x
′,v),fA+

K1 (x′′,v)). On rappelle que x′ = 1+x
ε

et que
x′′ = 1−x

ε
. [−1,1] est découpé selon

[−1,1] = Ω− ∪ Ω ∪ Ω+,

avec η suffisamment petit, où

Ω− = [−1, − 1 + η] × R
3, Ω = [−1 − η, 1 − η] × R

3, Ω+ = [1 − η, 1] × R
3.

On va alors estimer (1 + |v|)r−1M
− 1

2

0 Q(f−
K1(x

′,v),fA+
K1 (x′′,v)) successivement

sur Ω−, Ω et Ω+. On rappelle que d’après l’énoncé de la proposition 1,

f−
K1 = fA−

K1 + fB−
K1 ,

avec

fA−
K1 = MA(−1,v)bA−

1 et fB−
K1 = MB(−1,v)bB−

1 .

On est donc ramené à étudier 1
ε
Q(fA−

K1 (x′,v),fA+
K1 (x′′,v)). L’inégalité (3.7.52)

appliquée sur le domaine Ω+ s’écrit:

sup
(x,v)∈Ω+

|(1 + |v|)r−1M
− 1

2∗ Q(fA−
K1 (x′,v),fA+

K1 (x′′,v))|

≤ sup
(x,v)∈Ω+

|(1 + |v|)rM
− 1

2∗ fA−
K1 (x′,v)|

× sup
(x,v)∈Ω+

|(1 + |v|)rM
− 1

2∗ MA(1,v)bA+
1 (x′′,v))|.

D’après la définition de M∗, il existe c > 0 tel que

M
− 1

2∗ MA(−1,v) ≤ c et M
− 1

2∗ MA(1,v) ≤ c.

De plus,

sup
(x,v)∈Ω+

|1
ε
(1 + |v|)rM

− 1
2∗ fA−

K1 (x′,v)|

≤ c sup
(x,v)∈[−1,1]×R3

|(1 + |v|)r eγ 1+x
ε bA−

1 (
1 + x

ε
,v)| |1

ε
e−γ 2−η

ε |,

≤ c sup
(x,v)∈[−1,1]×R3

|(1 + |v|)r eγ 1+x
ε bA−

1 (
1 + x

ε
,v)|.
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Or, d’après ([7], [2]), il existe c > 0 tel que tel que pour tout γ ∈]0,ν0[,

sup
(x,v)∈[−1,1]×R3

|(1 + |v|)r eγ 1+x
ε bA−

1 (
1 + x

ε
,v)| ≤ c.

D’où, il existe c̃ > 0 tel que

sup
(x,v)∈Ω−

|1
ε
(1 + |v|)r−1M

− 1
2∗ Q(fA−

K1 (x′,v),fA+
K1 (x′′,v)).| ≤ c̃.

Par un raisonnement analogue, on montre qu’il existe c̃ > 0, tel que

sup
(x,v)∈Ω−

|1
ε
(1 + |v|)r−1M

− 1
2∗ Q(fA−

K1 (x′,v),fA+
K1 (x′′,v))| ≤ c̃

et

sup
(x,v)∈Ω

|(1 + |v|)r−1M
− 1

2∗ Q(fA−
K1 (x′,v),fA+

K1 (x′′,v))| ≤ c̃.

On obtient des inégalités analogues pour

Q(fB−
K1 (x′,v),fA+

K1 (x′′,v))

ainsi que pour les autres termes de A. Ceci termine la preuve du lemme
3.7.2. �

Preuve du théorème 3.6.1.
Pour nII assez proche de nI et pour certains TII assez proche de TI , le
développement asymptotique

(fA
H0 + εfA

1 + ε2fA
2 + ε3fA

R ,f
B
H0 + εfB

1 + ε2fB
2 + ε3fB

R )

a été déterminé. Pour ε assez petit, le théorème 3.7.1 contrôle le reste
(fA

R ,f
B
R ). Ceci montre le théorème 3.6.1. �

Remarque 22. En augmentant l’ordre du développement asymptotique, on
peut obtenir un reste à tout ordre.
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Chapitre 4

Modèles hydrodynamiques
inélastiques pour la diffusion
d’impuretés dans un gaz.

Travail effectué en collaboration avec Lorenzo Pareschi, Université de Fer-
rare, accepté pour publication dans Math applied letters.

4.1 Introduction

Par une équation de Boltzmann linéaire inélastique, on peut décrire l’évolution
d’un gaz granulaire constitué de particules de masse m entrant en colli-
sion de manière inélastique avec un fluide en équilibre thermodynamique
constitué de particules de masse m1. Par exemple, le cas de fines particules
polluantes interagissant avec l’air ou un autre gaz est traité dans [5]. Lors-
qu’on s’intéresse aux modèles fluides obtenus en prenant les moments de
l’équation de Boltzmann inélastique, on voit que la seule quantité conservée
est le nombre de particules inélastiques ([9]). Il en résulte qu’une approche
hydrodynamique conventionnelle de type Euler entrâıne une seule équation
décrivant l’advection de particules inélastiques ayant la même vitesse que le
fluide.
Le but de ce chapitre est de trouver des modèles hydrodynamiques pour de
telles équations de Boltzmann qui fassent intervenir des équations dissipa-
tives pour la quantité de mouvement et la température du gaz. On présente
un ensemble fermé d’équations d’Euler inélastique pour des molécules Max-
welliennes comme celui considéré dans ([9]).
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Avant de décrire plus précisément le problème considéré, mentionnons divers
travaux traitant du même problème. Dans ([9]), les auteurs montrent dans
le cas d’un noyau Maxwellien l’existence et l’unicité d’un état d’équilibre
pour l’équation de Boltzmann linéaire inélastique. Cet état d’équilibre est
une fonction Maxwellienne possédant la même vitesse macroscopique que le
fluide, mais de température inférieure. Ce résultat a été généralisé au cas
des sphères dures dans ([6]).
Dans ([10]), un modèle hydrodynamique de type Euler inélastique est dérivé,
pour des collisions supposées presque élastiques. La masse et la quantité
de mouvement sont conservées mais l’énergie ne l’est pas. Dans ce cas
l’opérateur de collision inélastique se décompose en la somme de l’opérateur
de Boltzmann classique plus un opérateur dit de friction responsable de la
dissipation de l’énergie. Une étude numérique est effectuée dans ([7]).
Ce chapitre est organisé comme suit. La deuxième partie traite du modèle
de Boltzmann linéaire inélastique et d’un modèle pour des molécules Max-
welliennes. La troisième partie considère la fermeture pour le système des
trois premiers moments et dérive un système d’Euler inélastique.

4.2 L’équation de Boltzmann linéaire inélastique.

On considère l’équation de Boltzmann linéaire inélastique

∂f

∂t
(t,x,v) + v · ∇xf(t,x,v) = Q(f,M1)(t,x,v), (4.2.1)

où Q(f,M1) est défini par

Q(f,M1) =
1

2πλ

∫

R3
v×S2

B(v,w,ω)[
1

e2
f(v∗)M1(w∗) − f(v)M1(w)]dwdω.

(4.2.2)
(v∗,w∗) désignent les vitesses précolisionnelles. Elles sont données par les
expressions

v∗ = v − 2α
1 − β

1 − 2β
[q.n]n,

w∗ = v + 2(1 − α)
1 − β

1 − 2β
[q.n]n. (4.2.3)

où q = v − w est la vitesse relative ([8] [14]), α et β étant des paramètres
adimensionnés correspondant au rapport des masses et à l’inélasticité. Ils
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vérifient 0 < α < 1 et 0 < β < 1
2

et sont donnés par les formules

α =
m1

m1 +m
, β =

1 − e

2
. (4.2.4)

B(v,w,ω) désigne le noyau de collision, λ le libre parcours moyen et e ∈]0,1[
le coefficient de restitution. Le cas e = 1 correspond aux collisions élastiques.
Cette équation linéaire décrit l’évolution de la fonction de distribution f(t,x,v)
de particules de masse m ( repésentant le gaz granulaire ) entrant en col-
lision de façon inélastique avec un fluide donné constitué de particules de
masse m1.
Le fluide est supposé être à l’équilibre thermodynamique avec une vitesse
u1 et une température T1 Cela signifie que sa fonction de distribution M1

est la Maxwellienne normalisée donnée par

M1(v) =
1

(2πR1T1)
3
2

exp
(

− |v − u1|2
2R1T1

)

, (4.2.5)

avec R1 = kB

m1
et kB, la constante de Boltzmann.

Remarque 23. La limite élastique correspond au cas β → 0.

Dans ces conditions, on montre (cf [9, 6]) que les états d’équilibre station-
naires sont donnés par les distributions Maxwelliennes proportionnelles à

M ♯(v) =
( m

2 π RT ♯

)3/2

exp

{

−m|v − u1|2
2RT ♯

}

, (4.2.6)

où

R =
kB

m
, T ♯ =

(1 − α) (1 − β)

1 − α (1 − β)

R1

R
T1.

On remarque que M ♯ possède la même vitesse macroscopique que le fluide
et une température inférieure à celle du fluide. On se place dans un cadre
de molécules Maxwelliennes, i.e d’un noyau de collision

B(v,w,ω) = S, (v,w,ω) ∈ R
3 × R

3 × S
2. (4.2.7)

Ce modèle pour molécules Maxwelliennes est alors donné par

∂f

∂t
+ v · ∇xf =

S

2πλ

∫

R3
v×S2

[
1

e2
f(v∗)M1(w∗) − f(v)M1(w)]dwdω. (4.2.8)
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4.3 Limite hydrodynamique et équation d’Euler.

Afin d’éviter le terme 1
e2 dans (4.2.8), il est utile de considérer la forme faible

de (4.2.8). Plus précisément, on définit par 〈·,·〉 de la manière suivante. Etant
donné une fonction test régulière ϕ(v),

〈φ,ψ〉 =

∫

R3
v

ϕ(v)ψ(v)dv, ϕ ∈ L1,ψ ∈ L1.

Alors

〈ϕ,Q(f)〉 =
S

λπ

∫

R3
w

∫

R3
v×S2

(ϕ(v∗) − ϕ(v))f(v)M1(w)dwdω, (4.3.9)

où la vitesse post-collisionnelle v∗ est définie par

v∗ = v − 2α(1 − β)(q · ω)ω. (4.3.10)

On remarque que ϕ = 1 est un invariant de collision contrairement à ϕ = v
et ϕ = v2.
L’existence d’un équilibre Maxwellien pour une température non nulle (4.2.6)
permet de construire des modèles hydrodynamiques pour le flot granulaire
considéré, de façon analogue à la dérivation du système d’Euler à partir
de l’équation de Boltzmann. Ce faisant, on obtient des équations pour la
quantité de mouvement et l’énergie, satisfont un système de la forme

∂

∂t
(ρu) = S1,

∂

∂t
(ρ(

1

2
(|u|2 +

3

2
T ) = S̃1,

où S1 et S̃1 sont des termes dépendant de u1 et T1 seulement. Or ce système
étant trivial, la masse ρ est la seule variable hydrodynamique pour laquelle
une équation non triviale peut être dérivée, à savoir l’équation d’advection
([9])

∂ρ

∂t
+ ∇ · (ρu1) = 0. (4.3.11)

Dans le but de réaliser une fermeture pour les équations des quantités de
mouvement et de la température qui soit dissipative, on suppose que la
fonction de distribution f est une Maxwellienne locale ayant la vitesse et la
température du gaz polluant.

M(x,v,t) =
ρ(x,t)

(2πRT (x,t))
3
2

exp

(

−|v − u(x,t)|2
2RT (x,t)

)

. (4.3.12)
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En prenant ϕ = v dans (4.3.9), on obtient

〈v,Q(M)〉 =
−α(1 − β)S

λπ

∫

R3
w

∫

R3
v

M(v)M1(w)(

∫

S2

(q · ω)ωdω)dwdv.

(4.3.13)
Comme

∫

S2

(q · ω)ωdω =
4π

3
q. (4.3.14)

(4.3.13) possède l’expression suivante,

〈v,Q(M)〉 =
−4α(1 − β)S

3λ

∫

R3
w

∫

R3
v

M(v)M1(w)(v − w)dwdv. (4.3.15)

Etant donné que
∫

R3
v

vM(v)dv = ρu et

∫

R3
v

wM1(w)dv = u1, (4.3.16)

l’équation vérifiée par le premier moment possède l’expression suivante

∂

∂t
ρu+ ∇x · (ρu⊗ u) + ∇x(ρT ) =

4Sα(1 − β)

3λ
ρ(u1 − u). (4.3.17)

Pour le second moment, on calcule (4.3.9) avec ϕ = 1
2
|v|2. Donc,

〈1
2
|v|2,Q(M)〉 =

S

λπ

∫

R3
w

∫

R3
v×S2

[

− 2α(1 − β)(q · ω)(v · ω)

+ 4α2(1 − β)2|q · ω|2
]

M(v)M1(w)dwdvdω.

(4.3.18)

Or ([2],[6]),

∫

S2

|q · ω|2dω =
2π

3
|q|2, (4.3.19)

∫

S2

(q · ω)(v · ω)dω =
2π

3
(q · n). (4.3.20)

D’où, en intégrant le membre de droite de (4.3.18) par rapport à la variable
ω, on obtient
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〈1
2
|v|2,Q(M)〉 =

−4α(1 − β)S

3λ

∫

R3
w

∫

R3
v

(q · v)M(v)M1(w)dwdv

+
4α2(1 − β)2S

3λ

∫

R3
w

∫

R3
v

|q|2M(v)M1(w)dwdv. (4.3.21)

De plus,

∫

R3
v

|v|2M(v)dv = ρ(|u|2 + 3RT ),

∫

R3
v

|v|2M1(v)dv = ρ(|u1|2 + 3R1T1)

d’où
∫

R3
w

∫

R3
v

(|v|2 − v · w)M(v)M1(w)dwdv = ρ(3RT + |u|2 − u · u1) (4.3.22)

et
∫

R3
w

∫

R3
v

|q|2M(v)M1(w)dwdv = ρ(3RT + 3R1T1 + |u|2 + |u1|2 − 2u1 · u).
(4.3.23)

D’après (4.3.23) et (4.3.22), le membre de droite de (4.3.21) est égal à

D = 2α2(1 − β)2ρ(3RT + 3R1T1 + |u|2 + |u1|2 − 2u1 · u)
− 2α(1 − β)ρ(3RT + |u|2 − u · u1). (4.3.24)

Finalement, on obtient le système d’Euler inélastique suivant:







































∂ρ

∂t
+ ∇ · (ρu) = 0,

∂

∂t
ρu+ ∇ · (ρu⊗ u) + ∇x(ρT ) =

4Sα(1 − β)

3λ
ρ(u1 − u)

∂

∂t

(

ρ(
1

2
|u|2 +

3

2
T )
)

+ ∇ ·
(

ρ(
1

2
|u|2 +

5

2
T )
)

=
4ρS

3λ
D(x,t)
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4.4 Conclusion

On a dérivé des approximations hydrodynamiques pour des équations de
Boltzmann linéaires et inélastiques qui mettent en jeu les équations pour
la vitesse macroscopique et la température des particules. Dans ce but, la
fermeture du système des moments est réalisée par rapport à un état loca-
lement Maxwellien qui ne constitue pas un état d’équilibre pour l’opérateur
de Boltzmann. Ainsi, un système d’Euler inélastique est dérivé.
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Chapitre 5

Simulations hybrides de
Monte-Carlo pour la diffusion
d’impuretés dans l’air.

Travail effectué en collaboration avec Lorenzo Pareschi et Elisa Ferrari de
l’Université de Ferrare.

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse à l’écoulement d’un mélange de N espèces
différentes d’impuretés. Elles sont traitées comme des gaz granulaires inélasti
ques et sont constituées de particules de masses mi et de diamètres δi (i =
1,2, . . . ,N), interagissant avec un fluide, par exemple de l’air, constitué de
molécules de masses mb et de diamètre δb. Soient fi(x,v,t) et fb(x,v,t) les
fonctions de distribution respectives du polluant numéro i et de l’air. Leur
évolution peut être décrite par un système couplé de N + 1 équations de
Boltzmann inélastiques pour des sphères dures:























∂fi

∂t
+ v · ∇xfi =

N
∑

j=1

1

εij
Qi,j(fi,fj) +

1

εib
Qi,b(fi,fb)

∂fb

∂t
+ v · ∇xfb =

1

εb

Qb,b(fb,fb) +
N
∑

j=1

1

εjb

Qj,b(fj ,fb) ,

(5.1.1)

où i = 1, . . . ,N et εij = εji, εib = εbi, εb = εbb sont les nombres de Knudsen
correspondant aux interactions.
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Les collisions sont supposées inélastiques avec les coefficients de restitution
respectifs eij, eib, eb dans [0,1]. On se place dans un cadre de sphères dures.
Les opérateurs de collision de Boltzmann Qi,j(fi,fj), pour i,j = b,1, . . . ,N ,
peuvent alors s’écrire sous la forme:

Qi,j(fi,fj) =
δ2
ij

2 π

∫

R3×S2

|〈q,ω〉|
[

1

e2ij
fi(v∗)fj(w∗) − fi(v)fj(w)

]

dwdω , (5.1.2)

où 〈 〉 désigne le produit scalaire euclidien, q = v−w est la vitesse relative,

δij =
δi − δj

2
correspond à la distance entre les centres des particules et

ω ∈ S2.
Les vitesses précollisionnelles v∗ et w∗ sont données par le système















v∗ = v − αji

(

1 +
1

eij

)

〈v − w,ω〉ω

w∗ = w + αij

(

1 +
1

eij

)

〈v − w,ω〉ω ,
(5.1.3)

où αij =
mi

mi +mj
, de telle sorte que αji = 1−αij , pour (i,j) ∈ {b,1, · · · ,N}2.

Les vitesses précolisionnelles correspondent aux vitesses qui engendrent les
vitesses (v,w) après le choc. Notons (v∗,w∗) les vitesses post-colisionnelles,
c’est à dire engendrées par (v,w) après le choc.
Le nombre de particules de chaque espèce est conservé car

∫

R3

Qi,j(fi,fj) dv = 0, {i,j} ∈ {b,1, · · · ,N}2. (5.1.4)

et la quantité totale de mouvement est conservée car

N
∑

j=1

∫

R3

mb v Qb,j(fb,fj) dv +

∫

R3

mb v Qb,b(fb,fb) dv

+

N
∑

i,j=1

∫

R3

mi v Qi,j(fi,fj) dv +

N
∑

i=1

∫

R3

mi v Qi,b(fi,fb) dv = 0 . (5.1.5)

Cependant, l’énergie se dissipe car:

〈v∗ − w∗,ω〉 = −eij 〈v − w,ω〉, (5.1.6)
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où ei,j ∈ ]0,1[. En effet, à partir de la relation (5.1.6) et de la conservation
de la quantité de mouvement après la collision,

miv
∗ +mjw

∗ = miv +mjw, (5.1.7)

le mécanisme collisionnel suivant est obtenu
{

v∗ = v − αji(1 + eij)〈v − w,ω〉ω
w∗ = w + αij(1 + eij)〈v − w,ω〉ω . (5.1.8)

On introduit les paramètres d’inélasticité

βij =
1 − eij

2
,

de telle sorte que l’on puisse réécrire (5.1.8) de la manière suivante
{

v∗ = v − 2αji (1 − βij)〈v − w,ω〉ω
w∗ = w + 2 (1 − αji)(1 − βij)〈v − w,ω〉ω . (5.1.9)

Cela entrâıne la relation

mi|v∗|2 +mj |w∗|2 −mi|v|2 −mj |w|2 = −4
mm1

m+m1

(β(1 − β)|q.n|2) ≤ 0

qui exprime la dissipation de l’énergie.

Remarque 24. Les systèmes (5.3.3) et (5.3.4) peuvent être obtenus en
inversant le système (5.1.3).

Dans ce chapitre, on décrit dans un premier temps le modèle physique,
puis on présente la méthode numérique ce qui permet d’obtenir dans une
dernière partie un certain nombre de résultats numériques. Pour les simula-
tions numériques, on supposera que le fluide est homogène en espace et que
sa distribution est maxwellienne. Quant au polluant, il ne sera pas supposé
homogène en espace.

5.2 Le problème du polluant.

Dans le cas d’un mélange de fines particules de polluant évoluant dans un
fluide, le modèle peut être simplifié en utilisant deux considérations:

– Ces particules sont en nombre suffisamment faible ie, les gaz granu-
laires ie polluants sont suffisament raréfiés, par rapport au nombre de
molécules du fluide, pour supposer qu’il n’y a pas de collisions entre
elles.
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– On suppose le fluide à l’équilibre thermodynamique, à la température
Tb et à la vitesse macroscopique ub, et sa fonction de distribution égale
à la Maxwellienne normalisée:

Mb(v) =

(

mb

2 π Tb

)3/2

exp

{

−mb|v − ub|2
2 Tb

}

, v ∈ R
3 .

la première hypothèse revient à supposer, pour i,j = 1, . . . ,N, εij >> εib >>
εb , de telle sorte qu’on puisse négliger les termes 1

εij
Q(fi,fj) dans le système

(5.1.1).
Si fb = Mb et que l’on fait l’hypothèse que l’air est un gaz parfait, ses
moments satisfont le système d’Euler ([9]):







































∂ρb

∂t
+ ∇x · (ρbub) = 0 ,

∂ρbub

∂t
+ ∇x · (ρbub ⊗ ub + ρbTb) = 0 ,

∂Eb

∂t
+ ∇x · (Ebub + ρbTbub) = 0 ,

(5.2.1)

où la densité ρb, la vitesse macroscopique ub, la température macroscopique
Tb et l’énergie Eb sont données par:

ρb =

∫

R3

fb(v,t) dv ,

ub =
1

ρb

∫

R3

v fb(v,t) dv ,

Tb =
1

3 ρb

∫

R3

|v − ub|2 fb(v,t) dv ,

Eb =
1

2

∫

R3

|v|2 fb(v,t) dv .

(5.2.2)

Le système (5.1.1) peut donc s’écrire en utilisant N équations de Boltzmann
linéaires inélastiques simplifiées:






∂fi

∂t
+ v ·∇xfi =

δ2
ib

2πε

∫

R3×S2

|〈q,ω〉|
[

1

e2ib
fi(v∗)fb(w∗) − fi(v)fb(w)

]

dwdω

fb = Mb,
(5.2.3)
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où q = v−w et i = 1, . . . ,N . Dans ces conditions, il est possible de prouver
([11], [17]) que les noyaux des opérateurs de collision Qi,b sont constitués
des fonctions de distribution Maxwelliennes suivantes:

M ♯
i (v) =

( mi

2 π T ♯

)3/2

exp

{

−mi|v − ub|2
2 T ♯

i

}

, v ∈ R
3 , (5.2.4)

ayant la même vitesse macroscopique que le fluide, et une température égale
à

T ♯
i =

(1 − αbi) (1 − βib)

1 − αbi (1 − βib)
Tb. (5.2.5)

Les températures sont inférieures à celles du fluide. L’existence pour chaque
constituant i d’un équilibre Maxwellien à une température non nulle per-
met de construire des modèles hydrodynamiques pour le flot granulaire
considéré. Dans le chapitre précédent, on a dérivé un système d’Euler met-
tant en jeu des équations pour la vitesse macroscopique et la température
des particules de polluant ([5]).

5.3 Méthodes hybrides

5.3.1 Présentation.

On se place dorénavent dans le cas oùN = 1, le cas N > 1 pouvant se traiter
de manière analogue. On se restreint au cas où le fluide est homogène en
espace (et non le polluant). Le problème (5.2.3) est alors réduit au système







∂f

∂t
+ v ·∇xf =

δ2

2πε

∫

R3×S2

|〈q,ω〉|
[

1

e2
f(v∗)fb(w∗) − f(v)fb(w)

]

dwdω

fb = Mb

(5.3.1)
où f = f1 est la fonction de distribution des particules polluantes, δ = δ1b

est la distance entre les centres des particules, e = e1b est le coefficient de
restitution et ε = ε1b est le nombre de Knudsen.

5.3.2 Les Schémas TRMC. (Time Relaxed Monte Carlo.)

Les méthodes TRMC introduites dans ([10]) sont des méthodes numériques
servant à résoudre l’équation de Boltzmann dans un domaine où le libre par-
cours moyen varie de valeurs très petites, où l’utilisation de la méthode de
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Monte-Carlo devient coûteuse à des valeurs où l’utilisation de cette dernière
est pertinente. Pour de grands nombres de Knudsen, elles sont définies
comme la méthode classique Monte Carlo (DSMC) tandis que pour les petits
nombres de Knudsen, elles remplacent la fonction de distribution par une
Maxwellienne locale. Le point de départ de la méthode est le splitting usuel
en temps de l’équation de Boltzmann dans (5.3.1). Il consiste à résoudre
séparément une équation de transport pur (i.e. à remplacer Q par 0), puis
l’équation de Boltzmann homogène en espace (i.e à remplacer ∇xf par 0).
Les principales difficultés résident dans la deuxième étape dont on rappelle
les grandes lignes. C’est pour cela que l’on va s’attacher à la discrétisation
en temps de l’équation de Boltzmann homogène

∂f

∂t
=

1

ε
Q(f,Mb) . (5.3.2)

On l’écrit sous la forme ([10], [5])

∂f

∂t
=

1

ε
[P (f,Mb) − µf ] , (5.3.3)

avec la condition initiale f(x,v,t = 0) = f0(x,v) où µ 6= 0 est une constante
et P un opérateur bilinéaire positif. L’expression de P sera donné ultérieurement
par l’équation (5.3.12). On effectue les changements de variable et d’incon-
nues suivants

τ =
(

1 − e−µt/ε
)

, F (v,τ) = f(v,t) eµt/ε. (5.3.4)

La variable τ peut être considérée comme un temps relaxé.
L’inconnue F doit satisfaire

∂F

∂τ
=

1

µ
P (F,Mb) ,

F (v,0) = f0(v). (5.3.5)

En effet,

∂

∂τ
F (v,τ) =

∂

∂t
(f(v,t)e

µt
ε
∂t

∂τ
,

=

(

∂

∂t
f(v,t) +

µ

ε
f(v,t)

)

e
µt
ε
ε

µ
,

=
1

µ
P (F,Mb).
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Dans ce cas, la solution du problème de Cauchy (5.3.5), peut s’écrire comme
une série formelle ([10], [7]), appelée somme de Wild de la façon suivante

F (v,τ) =

∞
∑

k=0

τkfk(v), fk=0(v) = f0(v) . (5.3.6)

Compte tenu du fait que

∞
∑

k=0

e−
µt
ε (1 − e−

µt
ε )k = 1,

en remplaçant dans la formule (5.3.5), Mb par

Mb

∞
∑

k=0

e−
µt
ε (1 − e−

µt
ε )k,

on obtient que les fonctions fk satisfont la formule de récurrence,

fk+1(v) =
1

k + 1

k
∑

h=0

1

µ
P (fh,Mb), k = 0,1, . . . (5.3.7)

En revenant à f et à la variable t, on obtient le système






















f(v,t) = e−µt/ε

∞
∑

k=0

(

1 − e−µt/ε
)k
fk(v)

fk+1(v) =
1

k + 1

k
∑

h=0

1

µ
P (fh,Mb) .

(5.3.8)

Cette représentation permet de dériver une classe importante de schémas
numériques en utilisant une troncature pour m ≥ 1 dans la première ex-
pression du système (5.3.8):

fn+1(v) = e−µ∆t/ε

m
∑

k=0

(

1−e−µ∆t/ε
)k
fn

k (v)+
(

1−e−µ∆t/ε
)m+1

M ♯(v) , (5.3.9)

où fn est une approximation de f au temps n∆t, ∆t étant un petit intervalle
de temps et M ♯(v) = M ♯

1(v) est l’élément du noyau de Q, donnée par (5.2.4).
Les fn

k sont définis par la formule de récurrence donnée par la seconde
équation du système (5.3.8) prise pour f = fn. Cette formule de récurrence
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sur k débute par fn
0 = fn qui constitue une approximation de f(n∆t).

Il est démontré ([10]) que les schémas obtenus de cette manière sont d’ordre
m et qu’ils conservent les moments.
Par exemple, si on tronque les séries à m = 1, on obtient le schéma TRMC
du premier ordre caractérisé par la formule suivante,

fn+1 = e−µ∆t/εfn
0 + e−µ∆t/ε

(

1 − e−µ∆t/ε
)

fn
1 +

(

1 − e−µ∆t/ε
)2
M ♯

= Afn
0 +Bfn

1 + CM ♯,
(5.3.10)

où fn
0 = fn et fn

1 = 1
µ
P (fn,Mb).

Etant donné que A,B,C sont des constantes positives et que A+B+C = 1,
le schéma peut avoir l’interprétation probabiliste suivante:
Une particule extraite de fn

0 ne subira pas de collisions avec une probabilité
A, entrera en collision avec une particule extraite de Mb avec une probabilité
B et sera remplacée par une particule échantillonnée à partir de M ♯ avec
une probabilité C.

Remarque 25. Lorsque le nombre de Knudsen est grand, le paramètre C
tend vers 1 et la méthode TRMC du premier ordre correspond à la méthode
classique DSMC. La méthode d’Euler explicite appliquée à l’équation (5.3.3)
peut s’écrire

fn+1 =
(

1 − µ∆t

ε

)

fn
0 +

µ∆t

ε

P (fn,fn
b )

µ

=
(

1 − µ∆t

ε

)

fn
0 +

µ∆t

ε
fn

1 = Āfn
0 + B̄fn

1 ,
(5.3.11)

où Ā+ B̄ = 1 et Ā,B̄ ≥ 0 pour la condition CFL suivante: µ∆t/ε < 1.
De plus le schéma TRMC ne requiert pas de condition CFL car

e−
µ∆t

ε ∈ [0,1].

5.3.3 L’algorithme de tri dans un domaine bidimensionel.

On simule le transport et la diffusion de N particules polluantes entrâınées
dans un domaine de dimension 2 contenant un fluide, caractérisé par des
quantités macroscopiques homogènes. On prend une densité ρb égale à 10,
une température Tb égale à 1 et une vitesse macroscopique nulle. On considère
comme instant initial le moment où le polluant commence à se diffuser dans
le domaine. Ce phénomène se produit à partir d’une source située à la po-
sition (0.3; 0.5) dans le domaine. A l’instant initial, le polluant possède une
densité ρ1 = 1, une température T1 = 10 et une vitesse macroscopique
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u1 = 0. La simulation est réalisée pour un domaine à deux dimensions en
espace de la forme [0,Lx]×[0,Ly ]. La grille de calcul est divisée en M cellules
dans la direction x et en L cellules dans la direction y. De ce fait, les pas
d’espace ont pour tailles respectives dx = Lx

M
et dy = Ly

L
. Le nombre total

de cellules est Nc = M × L.
Dans le but de simplifier l’algorithme, la cellule numéro icx dans la direction
x et numéro icy dans la direction y peut être identifiée par

ic = icx + (icy − 1)M,

où 1 ≤ icx ≤M et 1 ≤ icy ≤ L.
Après l’étape du transport, afin de réaliser l’étape de collision, on choisit de
réordonner les particules, en utilisant l’algorithme:

Algorithme 5.3.1 (2D Sorting). – Pour chaque cellule d’indice ic, on
définit Npc[ic] comme étant le nombre total de ses particules. Après
l’étape du transport, on l’initialise à 0.

– Pour k variant entre 1 et N , on calcule le numéro ic de la cellule
dans laquelle la particule d’indice k se trouve. Pour chaque particule
se trouvant dans la cellule, on augmente Npc[ic] de 1.

– On donne alors de nouveaux indices aux nouvelles particules en partant
de la première particule de la première cellule.

5.3.4 Implémentation du schéma TRMC.

Calcul de µ.

Il s’agit d’écrire l’équation (5.3.2) sous la forme (5.3.3). On considère le
problème homogène en espace (5.3.3), où l’opérateur P (f,fb), est donné
dans le cas des modèles V HS (variable hard spere) par la formule

P (f,fb) = Q+(f,fb) + f(v)

(

µ− 4π

∫

R3

|v − w| fb(w) dw

)

. (5.3.12)

L’opérateur Q+(f,fb) est le terme de gain de l’opérateur de collision Q(f,fb).
Pour que P (f,fb) ait un signe positif pour toute fonction de distribution f
(positive), il suffit de choisir µ tel que

µ ≥ 4π

∫

R3

|v − w| fb(w) dw , v ∈ R
3. (5.3.13)
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En général, cette condition ne peut pas être satisfaite pour tout v ∈ R3.
Pour y remédier, on tronque le noyau de collision ie on remplace |v − w| par
le noyau borné |v − w|Σ, défini par

|v − w|Σ = min (|v − w| ,Σ) ,

où Σ est une constante strictement positive donnée. Il suffit alors de choisir

µ = 4πΣ ρb ,

où ρb est la densité du fluide.

Choix de Σ.

Contrairement au cadre de la méthode classique DSMC ([1], [4], [3]), où le
calcul s’effectue avec le même ensemble de particules, dans notre situation,
v est distribuée selon f et w selon Mb. Afin d’estimer Σ, on peut choisir

Σ = max
i

|vi − v̄| + max
j

|wj − ū| + |v̄ − ū| ,

où ū et v̄ désignent les vitesses macroscopiques respectives du fluide et des
particules de polluant échantillonnées. C’est ce choix de Σ qui sera retenu
pour les simulations effectuées au paragraphe suivant.

Méthode de Nambu-Babovsky.

On applique la méthode classique de Nambu-Babovsky pour les modèles
V HS (variable hard sphere) avec la stratégie d’acceptation-rejet de Nambu-
Babovsky, de telle sorte que la collision entre une particule de polluant, ayant
une vitesse vi, et une particule de fluide, avec une vitesse wj , se produise
seulement si

Σ ξ < |vi − wj | ,

où ξ ∈ [0,1], est une variable aléatoire uniformément distribuée.

Remarque 26. La constante Σ doit être choisie suffisamment petite pour
éviter certains rejets inutiles. Un choix idéal serait

Σ = maxi,j |vi − wj|.
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5.4 Résultats numériques.

La simulation numérique représente l’écoulement du gaz polluant à l’intérieur
du domaine pour certaines valeurs de α et de ε et pour β = 0.1. On a
représenté à différents instants la densité de polluant dans le domaine.
La simulation est effectuée à partir de deux méthodes numériques: une
méthode DSMC et une méthode TRMC d’ordre 1. Au temps t = 0, la
figure (5.1) représente la densité initiale de polluant qui commence a être
injecté dans le domaine à partir d’un point source. Les figures ( 5.2, 5.4)
représentent la densité du polluant dans le domaine pour des temps respec-
tifs de 0.5s et 0.9s, pour α = 0.01 et pour ε = 1. Les vues de dessus pour
ces mêmes temps de calcul mettent en évidence la diffusion des particules
de polluant à l’intérieur du domaine. Notons au passage que les méthodes
TRMC et DSMC fournissent des résultats numériques analogues. Cela s’ex-
plique par le fait que l’on est loin du régime fluide.
Par ailleurs, lorsque le fluide possède des molécules plus lourdes, son in-
fluence sur le polluant est plus importante. Cela est illustré par les figures
(5.6, 5.7) qui repésentent la densité de polluant pour 0.4s lorsque α = 0.05,
β = 0.1 et ε = 1. On remarque que, comparée à la situation précédente, le
polluant s’est davantage diffusé dans le domaine.
En outre, lorsqu’on se raproche du régime fluide, on note une différence de
comportement entre les deux schémas. Ce propos est illustré par les figures
(5.8, 5.9) réalisées pour α = 0.01, β = 0.1, t = 0.8s et ε = 0.1.
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Fig. 5.1 – Densité initiale de polluant.
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Fig. 5.2 – Densité de polluant pour α = 0.01, β = 0.1, t = 0.5s, ε = 1 pour les

schémas DSMC et TRMC.
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Fig. 5.3 – Densité de polluant pour α = 0.01, β = 0.1, t = 0.5s, ε = 1, pour les

schémas DSMC et TRMC. Vue de dessus.
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Fig. 5.4 – Densité de polluant pour α = 0.01, β = 0.1, t = 0.9s, ε = 1 pour les

schémas DSMC et TRMC.
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Fig. 5.5 – Densité de polluant pour α = 0.01, β = 0.1, t = 0.9s ε = 1 pour les

schémas DSMC et TRMC. Vue de dessus.
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Fig. 5.6 – Densité de polluant pour α = 0.05, β = 0.1, t = 0.5s ε = 1 pour les

schémas DSMC et TRMC.
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Fig. 5.7 – Densité de polluant pour α = 0.05, β = 0.1, t = 0.4s, ε = 1 pour les

schémas DSMC et TRMC. Vue de dessus.
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Fig. 5.8 – Densité de polluant pour α = 0.01, β = 0.1, t = 0.8s, ε = 0.1, pour les

schémas DSMC et TRMC.
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Fig. 5.9 – Densité de polluant pour α = 0.01, β = 0.1, t = 0.8s, ε = 0.1, pour les

schémas DSMC et TRMC. Vue de dessus.
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Chapitre 6

Perspectives.

• Concernant le chapitre 2, on peut considérer le même problème avec des
potentiels mous, sachant que le résultat a déjà été obtenu dans ([3]) pour un
gaz à une composante et des condition de bord de type données rentrantes.
On peut également envisager le même cas que celui du chapitre 2 pour des
molécules de masses moléculaires différentes.

• Pour le chapitre 4, le cas où le gaz non condensable devient négligeable
peut être traité. Les résultats numériques ont démontré que le gaz non
condensable venait se loger dans une couche mince proche de la paroi du
domaine où le gaz condensable se condense ([1], [2]).

• Pour le chapitre 5, on peut envisager un modèle non homogène en es-
pace pour l’air. Dans ce cas, la simulation s’effectue en utilisant un schéma
hybride dans lequel

– les quantités macroscopiques ρb,ub,Tb peuvent être déterminées en uti-
lisant des méthodes de volume fini ou de différences finies.

– la distribution des particules de polluant est déterminée avec une
méthode TRMC.

Les deux étapes sont reliées en échantillonnant les vitesses macroscopiques
des distributions Maxwelliennes Mb = M(ρb,ub,Tb) en utilisant l’algorithme
de Box-Muller. Afin de réduire les fluctuations, on utilise la méthode de
Pullin ([5]).
On peut aussi considérer un modèle où les particules de polluant se situent
dans un milieu réactif. Il s’agit alors de coupler la diffusion des particules
avec des réactions chimiques ([4]).
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