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Etude d’'un systéme d’équations cinétiques pour un gaz
a deux composantes situé entre deux parois.
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Le probleme étudié

On consideére I'équation de Boltzmann stationnaire pour un gaz a deux
composantes pour la géométrie d’'un barreau.

0
fa—XfA(X,V) = Q(fA,fA + fB)(X,V)

0
fafB(X,V) = Q(fB,fA + fB)(X,V),
x € [-1,1],v e R®.
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Le probleme étudié

On consideére I'équation de Boltzmann stationnaire pour un gaz a deux
composantes pour la géométrie d’'un barreau.

0
fa—XfA(X,V) = Q(fA,fA + fB)(X,V)

0
fafB(X,V) = Q(fB,fA + fB)(X,V),
x € [-1,1],v e R®.

Les solutions de I'équation sont étudiées sous la contrainte:

1

1
f f(l+|v|)/5f5(x,v)dxdv:MB
-1 JRS

1
f f (1 + VI fa(x,v)dxdv = Ma,
_ R3
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Lopérateur de collision.

Lopérateur de collision Q est I'opérateur de Boltzmann

Q(tg)(xv) = f f B(v — v,.w)[f'g" — fg"]dwdv.
R3 JS§?
= Q" (fg)(xv) - Q (f.9)(x.v)
ol Q*(f,g) désigne le terme de gain et Q~(f,g) le terme de perte.

f=f(xw), f=FfxVv), f =FfxVv)
V=v-(V-v,0)w, V.=V, +(V-V.0)o.
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Les conditions de bord.

Les conditions de bord pour la composante A sont de type données au bord
rentrantes:

fa(-1,v) = kM_(v), ¢&>0, fa(L,v) = kM, (v), &<0O.
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Les conditions de bord.

Les conditions de bord pour la composante A sont de type données au bord
rentrantes:

fa(-1,v) = kM_(v), ¢&>0, fa(L,v) = kM, (v), &<0O.

Les conditions de bord pour la composante B sont de type Maxwell diffuses
fa(-1,v) = (f |§’|fB(—1,v’)dv’) M_(v), & >0,
&<0

fs(1,v) = ( ; Og’fB(l,v’)dv’)MJr(v), & <0.

Stéphane BRULL (Université de Provence) Etude cinétique d’un gaz a plusieurs composantes 28 septembre 2006



Résultats pour les gaz a une composante.

Des résultats analogues ont été prouvés par A-Nouri et L-Arkeryd dans le cas
d’un gaz a une composante. Pour une masse pondérée donnée le probléeme
suivant

g%f(x,v) = Q(f.hH(xv), xe[-11],veR?
f(-1v) = (£<o 1€'1f(-1,v dv) _(v).£ >0,
f(1,v) = ( &f(1,v) dv)M+( ),E<0
&>0

posséde une solution faible.
[Arkeryd-Nouri, 2000]
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Données aux bords rentrantes.

Pour une masse pondérée donnée le probleme suivant

§(%f(x,v) Q(f.f)(x,v) xe[-1,1],veR?
f(-1,v) = kM (v)£>0

f(1,v) kM, (v)£ <0,

posséde une solution faible.
[Arkeryd-Nouri, 1998]
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Le théoreme d’existence.

Théoreme

Soit B tel que 0 < 8 < 2. Alors, il existe un k > 0 et il existe une solution faible
(fa.fg) au probléme stationnaire telle que fa et fg ont une B-norme égale a 1.
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@ Au cours de la preuve, les masses sont fixées égales a 1.
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(fa.fg) au probléme stationnaire telle que fa et fg ont une B-norme égale a 1.

@ Au cours de la preuve, les masses sont fixées égales a 1.

@ La preuve est réalisée en effectuant dans un premier temps un point fixe puis
un passage a la limite dans la suite des approximations.
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@ Au cours de la preuve, les masses sont fixées égales a 1.

@ La preuve est réalisée en effectuant dans un premier temps un point fixe puis
un passage a la limite dans la suite des approximations.

o f défini par f = f4 + fg vérifie 'équation de Boltzmann pour un gaz a une
composante.
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Le théoreme d’existence.

Théoreme

Soit B tel que 0 < 8 < 2. Alors, il existe un k > 0 et il existe une solution faible
(fa.fg) au probléme stationnaire telle que fa et fg ont une B-norme égale a 1.

@ Au cours de la preuve, les masses sont fixées égales a 1.

@ La preuve est réalisée en effectuant dans un premier temps un point fixe puis
un passage a la limite dans la suite des approximations.

o f défini par f = f4 + fg vérifie 'équation de Boltzmann pour un gaz a une
composante.

Du point de vue numérique. [Sone, Aoki, Doi, 1992].
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Estimations a priori.

f)’;\(x,v) >0 fé(x,v) > 0.
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Estimations a priori.

f)’;\(x,v) >0 fé(x,v) > 0.

f €2 (x,v)dv < ¢ uniformément en x et j.
RS

v
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Estimations a priori.

f)’;\(x,v) >0 fé(x,v) > 0.

f €2 (x,v)dv < ¢ uniformément en x et j.
RY
f)(”’”Bm,n,#(fj(x,v')ff(x,v;) — f(x.v)F(x,v.))

( fi(x,v")f(x,v.)

- - « <c.
OB )dxdvdv dw<c

28 septembre 2006
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Solution approchée.

Pour la composante A, il existe f;\"‘ vérifiant

0 ,
fa—xf/g’“(x,v) = [1@ SerB”(v = Ve, w) i (x,V) " (x,v,)dv.dw
v X

—(x,v) f X' By (v — vi,w)f™*(x,v,)dv.dw
R3 xs2

fA(=1v) = kK*M_(v), &>0,
f(Lv) = k"M (v), £<0,
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Solution approchée.

Pour la composante A, il existe f;\"‘ vérifiant

0 ,
fa—xf/g’”(x,v) = [Ra SerB”(v = Ve, w) i (x,V) " (x,v,)dv.dw
v X

—(x,v) f X' By (v — vi,w)f™*(x,v,)dv.dw
R3 xs2

fA(=1v) = kK*M_(v), &>0,
f(Lv) = k"M (v), £<0,

fmin(,u,(l + VIYP) ¥ (x,v)dxdv = 1.
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Solution Approcheée.

Pour la composante B, il existe fg’” vérifiant
9 ru r ru V1S !
E—fH(x,v) = X Bu(v = vi,w) 5" (x,V' ) (x,v,)dvi dw
ox R xs2
—f5"(x,v) f X Bu(v = vi,w)f*(x,v.)dv.dw,
RS x§2

4(~1.v) = M_(v) L I8t (-Lw)dv, €0

f5"'(1.v) = M (v) j; 0ngr;”(l,v)dv, £<0,
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Solution Approcheée.

Pour la composante B, il existe fg’” vérifiant
9 ru r ru V1S !
E—fH(x,v) = X Bu(v = vi,w) 5" (x,V' ) (x,v,)dvi dw
ox R xs2
—f5"(x,v) f X Bu(v = vi,w)f*(x,v.)dv.dw,
RS x§2

4(~1.v) = M_(v) L I8t (-Lw)dv, €0

B =m0 [

EfF(Lv)dv, £<0,
&0

f min(u,(1 + [V)P)f5" (x.v)dxdv = 1.
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Le probleme de trace.

La trace est définie par

1 0
fo(Lv) = lim = f fo(1 - ev)de
-0 &y 0
E£0

1
fB(—l,V) = lim — fB(—l + S,V)d{:‘.
-0 &9 Jo
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Controle des flux.

Le contrble des flux

fffé(l,v)dvetf |§|f{3(—1,v)dv
&0 £<0

et des termes

Lw gfé(l,v)logfé(l,v)dv et ff<0 |§|fé(—1,v)logfé(—1,v)dv

entraine la compacité L, faible de f5(1,.) et fy(~1,.).
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Identification

On identifie la trace de la limite et la limite de la trace. D’apres la formule de
Green,

s_long j:o E(fp(1.v) = (1 = ev))pa(v)dvde]
f fRfl 19 (¥ )p(xov)oxcvels
AN

f |fé(X’V)§—go(x,v)Idxdvde.
1-g ox
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Identification

On identifie la trace de la limite et la limite de la trace. D’apres la formule de
Green,

1 % .
e Lg j; £(fp(Lv) — fz(1 - €v))pz(v)dvdel

f f f 1Q;(fg ) (x.v)e(x,v)|dxdvde
RS J1-g
fal i =z

—|—€0 f; fR : j; . Ifg(x.v)é axgo(x,v)ldxdvde.

Par passage a la limite j —» +o0 et &g — 0,

fl(1..) > fg(1..) dans L ({v € R3¢ > 0}),
fi(-1..) - fa(-1..) dans L} ({v € R3.£ < O}).
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Effet fantdme pour un systeme cinétique pour un gaz a
deux composantes.
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Le probleme étudié.

9 ca _ 1 n 1B
f—xf (x,v) = SQ(f S (x,v) + SQ(f 2)(x,v),

%)
9 8 _ 1B 1.5
gaxf (x,v) = SQ(f S (x,v) + SQ(f ) (X, v),
xe[-1,1], veR? (1)

avec
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Conditions de bord pour la composante A

A1) = M), £>0. ALy = TM,(v). £<o0.
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Conditions de bord pour la composante A

A1) = M), £>0. ALy = TM,(v). £<o0.

ou M_ et M, sont les fonctions maxwelliennes normalisées suivantes

M_(v) = (%)2 exp(-v?) et M,(v)= [ i ]2 exp —V?j).

(32 %
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Conditions de bord pour la composante B.

P-1w) = Var(v) [ ge(-1v)av. g0,

&'<0

B(Lv) = $M+(v)f €IV, £<0,
?I:I >0
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Conditions de bord pour la composante B.

P-1w) = Var(v) [ ge(-1v)av. g0,

&'<0

B(Lv) = $M+(v)f €IV, £<0,
?I:I >0

Pour tout m > 0, on impose

1
fffB(x,v)dxdv:m.
—1 JR3

Stéphane BRULL (Université de Provence) Etude cinétique d'un gaz a plusieurs composantes 28 septembre 2006



Quantités macroscopiques.
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Développement de Hilbert.

On développe f/ et f§ en séries de Hilbert selon &

fhv) = flov) +effy(xv) + -,
fﬁ(x,v) = fEO(x,v)—i—efﬁl(x,v)—&—---.
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Développement de Hilbert.

On développe f/ et f§ en séries de Hilbert selon &

fhv) = flov) +effy(xv) + -,
fﬁ(x,v) = fEO(x,v)—i—efﬁl(x,v)—&—---.

Puis on injecte f} et f& dans I'équation (1).

Stéphane BRULL (Université de Provence) Etude cinétique d’un gaz a plusieurs composantes 28 septembre 2006



Termes de Hilbert-Quantités macroscopiques.

f3 imdv = nf, (M=01---), f3 Efpodv = N Hos
Ry R3
1
@ @ 2t @ @
f ffHodVZ”HouiHo’f Efdv, = E(nHo HO)’
RS RS

3
2 fa I 1 e 2 (o1 001 I S 1 @
fR VEfodV = NigolUy pol” + 5 PHos - AV = Mo U 1y + N Uy po»
4

3
2 fa _ (04 g (04 @ a 04 (01 g 2
jl; Ve dv = 5(”/—10 b1+ M Tho) + 2nf0US ol 1y + 2nf01Uf 1!~

Stéphane BRULL (Université de Provence) Etude cinétique d'un gaz a plusieurs composantes 28 septembre 2006



Expression de f/, et f5..

En identifiant les termes d'ordre —1

Q(fflO’fﬁO) + Q(ffl(pfﬁo) =0, (2)
Q(ffo-fiio) + Qlffio.fi) = 0. @)
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Expression de f/, et f5..

En identifiant les termes d'ordre —1

Q(ffIO’fﬁO) + Q(ffl(pfﬁo) =0, (2)
Q(ffo-fiio) + Qlffio.fi) = 0. @)

Lemme

Les solutions du systéeme (2-3) sont

A o nf, ((§—U1.Ho)2+ﬂ2+)(2)
) = e s,
B _ g ((E=u ko) +mP+x?)
) = e 2520

5 A B 3
ou (nfy, Npo» THo €t UL Ho) € RY X R.

[Aoki-Bardos-Takata,2003]

Stéphane BRULL (Université de Provence)

Etude cinétique d'un gaz a plusieurs composantes.

28 septembre 2006




Situation étudiée.

Identification des termes d’ordre O pour la composante B.

0
fa_xfgo = Q(ffj,.flo) + Q(ffe-fhn) + Q(fF1.150) + Qo fh)- 4)
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Situation étudiée.

Identification des termes d’ordre O pour la composante B.

0
fa_xfgo = Q(ffj,.flo) + Q(ffe-fhn) + Q(fF1.150) + Qo fh)- 4)

0
L3(4) — o LS B (x,v)dv = 0.
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Situation étudiée.

Identification des termes d’ordre O pour la composante B.

0
fa_xfgo = Q(ffj,.flo) + Q(ffe-fhn) + Q(fF1.150) + Qo fh)- 4)

0
fR3(4) — o LS B (x,v)dv = 0.

B B
Npo(X)Upo(x) =0, x € [-1.,1].
Parmi toutes les situations représentées, on considere les deux cas suivants:
— U =0etni, #0 [Takata — Aoki,1999]

et
njp=0etuf,,#0. [Aoki— Takata — Tagushi,2003].
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Equations d’ordre 1.

Trouver fy; tel que

0
551‘1—10 = Q(fu1,fro) + Q(fro,fra),
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Equations d’ordre 1.

Trouver fy; tel que

0
551‘1—10 = Q(fu1,fro) + Q(fro,fra),

Trouver ( f},.f5, ) tel que

0

f&fﬁo = Q(ffo.fin) + Q(ff1.fro)
d

fa_xfﬁo = Q(ffo-frr) + Q(f5;.fro).

ou fy = ffll + fgl
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Expression de fyy, ff, et f5,.

frr, £, et f5 s’écrivent
Ny 2UpH1 v 3. Ty EA(IV) @ )

fp=|— + =t (—— — )= =22 T o

it (nHO Tho ¢ (THo 2)TH0 pro  Ox ) HO

f um V2 3 T EA(IV) 0 &(v) o
fAzfA(ﬂJrz CUEY A LA LA . —A).
A VN ¢ Tho (THO 2) Tio  Pro OX NHoPf, OX

ng u vZ o 3. T EA(V) 0 &) o
fB—fB(ﬂJrz LIS ST el —B).
h = o\ g & Too (THO 2)TH0 P 9x ™ nppB_ axP0
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Equations fluides a l'ordre 1.

0

- =0,

(9po0
= -0
ax (NHoU1H1) ,

Y20 9 B d
> (')X(BX( Tho) T} ) _nHOULHl&THOa

Tio O A
ULH1 = ~Ye——F5—— 7-PHo

pHOnHO ox

u,_,1 =0

- A A B B
0U PHo = NHo THo, Ppig = Nijo THo €L P = Nip THo-
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Equations fluides a l'ordre 1.

0

_- =0,

(9po0
—(n =0
6x( H0U1,H1) >

0,0 0
722(,))((6 (Tho) TS ) _nHOULHl&THOa
T 9 "

UlHlt = ~Ye—F5——

pHOnHO ox

Uy =0,

ol Pro = NHo THo, Pliy = Mo THo €t PEy = NB, Tho.

Ghost effects.

[Sone-Aoki-Takata-Sugimoto, 1996] — 1 composante.
[Aoki-Takata-Kosuge, 1998], [Aoki-Takata, 1999] — 2 composantes.
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Résolution du systeme.

On se restreint & des conditions aux limites pour A données par
A(-1v) =M_(v), £€>0 A(Lv)=M.(v), £€<0,
ny

I =1 + 7 avec 7 suffisamment petit.

ou T
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Résolution du systeme.

On se restreint & des conditions aux limites pour A données par
A(-1v) =M_(v), £€>0 A(Lv)=M.(v), £€<0,
ny

ou o = 1+ 7avec 7 suffisamment petit.
On impose la contrainte suivante sur la masse de la composante B,

1
B dx —
fl ng,dx = m.
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Résolution du systeme.

On se restreint & des conditions aux limites pour A données par
A(-1v) =M_(v), £€>0 A(Lv)=M.(v), £€<0,
ny

ou o = 1+ 7avec 7 suffisamment petit.
On impose la contrainte suivante sur la masse de la composante B,

1
B dx —
fl ng,dx = m.

Il existe 1 et il existe A > 0 tel que pour tout T € R satisfaisant |t| < 7¢ et tout
m > 0, le systéme possede une solution vérifiant les conditions de bord

Lemme

nfo(-1) =1, Tw(-1)=1, nf(l)=1+7 [Tho(l)-1<2s,

et la contrainte sur ng,
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Couche de Knudsen a l'ordre 1.

Afin de satisfaire 4(-1,v) = f3(-1,v) = 0 et f(1,v) = f3(1,v) = 0, on rajoute
des termes de Knudsen a chacun des deux bords.
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Couche de Knudsen a l'ordre 1.

Afin de satisfaire 4(-1,v) = f3(-1,v) = 0 et f(1,v) = f3(1,v) = 0, on rajoute
des termes de Knudsen a chacun des deux bords.

Soit
’ 1 + X ” 1-x
= t X' =
€ €
f(x,v) = fu(x.v) + f (Xv) + £ (X7.v),
fRxv) = fh(xv) + (X ) + TR (x7v),
fB(x,v) = f8(xv)+ 21 (xX.v)+ (X" v).
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Probleme de Milne en —1.

On pose M = fuo, MA = f, et MB = 5 .

Proposition

Il existe des conditions de bord en —1 pour les termes de Hilbert du premier ordre
fA et 5 et des termes de Knudsen 2, (x',v) et 8 (x’,v), tels que

0
(X W) = QMA(-LV).f (X)) + QU (X V). M(-1v)),
0
ExTB(W) = QML) (XV)) + QU (¢ V). M(-1v)),

S pgA B — _ fA- | {B-
ouM=M"+M>etf, =fir +f.

[Aoki-Bardos-Takata, 2003] — 2 composantes.
[Bardos-Caflish-Nicolaenko, 1986] — 1 composante.
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Développement asymptotique.

Le terme reste £3f2 (resp. £3fE) pour f* (resp. f8) est défini comme la différence
de fA (resp. fB) et de son développement asymptotique, de la fagon suivante:

_ 14+ x 1-x
A(x,v) = fﬁo—|—.9(fﬁl(x,v)—|—f,’él(T,v)+1‘,’2;r ,v))
_ 14 x 1-x
(flp(xv) + 5 (F—= ) + 1 (=)
e3f,§(x,v),
_1+x 1-x
P = e[ Ben) + B+ g )
14+ x

1-x
() + 1 (F=V) + fef (—— )

+  EfE(xv).
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Controle du terme reste.

Théoréeme

Pour ny; assez proche de n;, pour certains T assez proche de T, et € assez petit,
il existe une solution (fA,f8) de la forme

(FAB) = (o + eff + 212 + %fh, fi + eff + 217 + £315)

ou

1
31l + IfEllco < ce?.
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Probléeme non linéaire.

On effectue ensuite le changement d’inconnues suivant:

fa = RA, 8 = I(R®)MB - RB, avec I(R)= —% fRdxdv.

5%.‘?“ - %(Q(MA,R)+Q(RA,M))+NA(R)+K/A*(RA,F{B)
+ sZ(Q(RA,R)+I(RB)Q(RA,MB)+8A),

b 1

ga—XRB - E(Q(MB,R)+O(RB,M))+NB(R,RB)

+ aZ(I(RB)(Q(MB,R) +Q(R®.MP)) + Q(R®.R) + SB).
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Probleme linéarisé.

g RY = E(Q(MA,R)+Q(RA,M))+NA(R)+NA*(RA,RB)
+ &dh,
P 1
g&RB = ;(Q(MB,R)+O(RB,M))+NB(R,RB)+82dB.
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Décomposition du terme reste.

f s QM) e f s —2ZQ(MM3f).

M dépend des variables x et t, — M‘%fﬁ‘?—x(Mz f) ~ [v3f et ne posséde pas de
signe.

Stéphane BRULL (Université de Provence)
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Décomposition du terme reste.

f s QM) e f s —2ZQ(MM3f).

M dépend des variables x et t, — M‘%fﬁ‘?—x(M% f) ~ [v3f et ne posséde pas de
signe.

Cas non stationnaire — [Caflish, 1980]

Cas stationnaire — [Esposito, Lebowitz, Marra, 1994 , 1995]
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Décomposition du terme reste.

f s QM) e f s —2ZQ(MM3f).

M dépend des variables x et t, — M‘%%(M% f) ~ [v3f et ne posséde pas de
signe.

Cas non stationnaire — [Caflish, 1980]

Cas stationnaire — [Esposito, Lebowitz, Marra, 1994 , 1995]

On cherche R, R? et RE sous la forme:

R = VMg++/M.h, R* = YMAg* + VM.h*, RB = VMBgB + \IM,h®,

ou M., est la Maxwellienne globale suivante:

M.(v) = ——
V) (xT.)2

avec T, > SUP,c(_1,1) THo(X)-

28 septembre 2006
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Parties hydrodynamiques et non hydrodnamiques.

On pose M = fio, MA = 2, MB = fE .

g se décompose en sa partie hydrodynamique g; + g et non hydrodynamique g.
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Parties hydrodynamiques et non hydrodnamiques.

On pose M = fio, MA = 2, MB = fE .
g se décompose en sa partie hydrodynamique g; + g et non hydrodynamique g.

L:(dads) o (\/%(Q(MA, VMg) + Q( \/quA,M))

1

(0. Vo) + (s VP

admet pour noyau

kerd = {((aA + BE + yv?) W,(CL’B + BE 4 yv?) ‘/W) . (@*aBBy) e Ri X RZ} )
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Parties hydrodynamiques et non hydrodnamiques.

On pose M = fio, MA = 2, MB = fE .

g se décompose en sa partie hydrodynamique g; + g et non hydrodynamique g.

L:(dads) o (\/%(Q(MA, VMg) + Q( \/quA,M))

1

(0. Vo) + (s VP

admet pour noyau

kerd = {((aA + BE + yv?) W,(CL’B + BE 4 yv?) ‘/W) . (@*aBBy) e Ri X RZ} )

(gA,gB) se décompose en sa partie hydrodynamique (g'l“ + QA,gf +g®) etnon
hydrodynamique (§A ,§B).
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Normes utilisées.

Pour contrdler g#, h”, gB et h on utilise les normes suivantes

1
2

Ifll = (f 1+ |v|)f2(x,v)dxdv) ,
[-1,1]xR3

Ifl = sup sup(l+ |v])f(x,v)l. r=>0.

xe[-1,1] veR3
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Equations & satisfaire par g* et h”.

[EY

0 N 1
£5,8 +HY = L (QUVMAGA M) - Q(, Vig))

£ DnaRt (KA + KE(0Y) + LA(@8") + [

= &
N
—~~
(@}
(o)
N—r

[EEY

d _
AR CAR-) _XyKA(h) =(-v +x,KH)h"*

0‘)

+ NA*( (g1 +9) + )
+ NA@' +9g0) +h*.0B(@ +gP) + hP)
+ &dA.
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Equations & satisfaire par g® et h¥.

iB BAB_}l B AB B
6559 1170 = C—==(Q(VMPGE.M) + Q(MP. VMg))

1 _ A A
+ S0t (KE(h) + KH(h)) + L3(5.6°),

0 _ 1_ 1 _
fahs +,uBO'B(gB + gf) = ;Xny(h) + ;(—v +Xij)hB
+ Ng.(0c(g+91)+h)
+ NB(oB(@® +gf) + hP) + £2d®.

28 septembre 2006
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Controle L2,

Il existe g9 > 0, 79 et ¢ > 0 tels que pour e < &g et T < 7o,
A dB
I+ 1] I
(L+w)" (@+1v)
+ e Ve(IlnAIl+ I1hE1 + Ih81 + Ih),

a* d?
Cs(ll(l+|v|)ll+ll(1+M)II)

(12 11+ IRA1 + 1RB )1+ 1B 11),
e (I T
+ \F(||hA||+||h Il + 1R8I+ Ih1).

IhA+11RB < e¥(l

aF IA
Q| ©

IA

1771 + 1881
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Controle L.

Pour tout r > 3, il existe des constantes ¢ et H, telles que

B
(9% +1g%1r) < C\/—(”(1+|V|) T

+ (|hA|r+|h I + 1B, + 1RB|,).

B )u) + cH,(In*]; + 1h®);)

| \

Proposition

Pour tout r > 3, il existe une constante c telle que,

dA B
hA|, + |hB < Cs% -4
[A%]; + 1A=, (||(1+|v|)” |I(1+M)II)
+ (v id, + v idB)
(o]
S OR2k R+ 12+ 1R2).
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Estimation du terme reste du probleme linéarisé.

Iflrg = sup sup(1 + [vI)If(x,v)lexp(Bov?),

x€[-1,1] veR3

Théoreme

Pour tout r > 3, il existe ¢, ¢’, g, To €t By tels que pour tous € < gy, et T < 1, le
probléme linéarisé posséde une unique solution (R*,RB) satisfaisant a
I'estimation suivante:

3 c’
|RA|"ﬁ0 + |RB|fﬁo = C(Sg(|A|f>ﬁ0 + |B|fﬁo) + EXp(——)) 0

Lemme

| m
A\

1
|A|r,ﬁ0 + |B|I’,ﬁo - O(;)'

A\
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Modele inélastique hydrodynamique pour la diffusion de
particules dans un gaz.
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L'équation de Boltzmann linéaire inélastique.

Cette équation linéaire décrit I'évolution de la fonction de distribution f(t,x,v) de
particules de masse m entrant en collision de fagon inélastique avec un fluide
donné constitué de particules de masse m.

f
%t(t,x,v) + v Vif(tx,v) = Q(f,My)(t.x,v).

Q(f,M,) est défini par

1

Q(f,My) = o1 fRiXSZB(v,W,a))[éf(v*)Ml(w*) — f(v)My(w)]dwdw.
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Lopérateur de collision.

(v.,w.) désignent les vitesses précolisionnelles données par

V., = v—2al_2ﬁ(v—w.w>w,
w, = v+2(1—a/)11__58(v—w.w)w.

ou « et B sont des parametrestelsque 0 <a<let0< B < %
lls sont donnés par les formules

my 71—9
B=——

4= ———,
m+m

B(v,w.w) désigne le noyau de collision, A le libre parcours moyen et e €]0,1] le
coefficient de restitution.
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Objectif.

e Dériver un systeme hydrodynamique pour I'équation de Boltzmann linéaire
inélastique qui mette en jeu les équations pour la densité, pour la vitesse
macroscopique et la température du polluant.

e Hypothése B constant.
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Etats d’équilibre.

Les états d’équillibre de I'opérateur Q sont les distribution Maxwelliennes
proportionnelles a la distribution

2
deon m )3/2 _m(v—u)
Mv) = (2nRTﬂ P\ 2RT

ou
K 1- 1-8)R
Rk p_(-a)1-pR
m 1-a(1-8) R
[Spiga-Toscani, 2004] — Noyau Maxwellien.
[Lods-Toscani, 2004], — Sphéres dures.
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On suppose que la fonction de distribution f est une Maxwellienne locale ayant la
vitesse et la température du gaz polluant.

S ) B B Chal” €2
M(x,v,t) = ZeRT ()] exp( 2RT(x.t) )
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Le systeme d’Euler inélastique.

dp

a—t+V'(PU)=0’

P 4Sa(1 -

5Py + V- (pu®u)+ Vy(pT) = #p(ul —u)
d, 1 ., 3 1 ., 5.  4pS
at(p(zlul +2T))+V (p(2|u| +2T))_ oy Do)
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Simulations hybrides de Monte-Carlo pour la diffusion
d’'impuretés dans l'air.
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Le modele.

N

of; 1 1

a_tl +v- V= ; ‘9_41 Qij(fi.f;) + o Qip(fifp)
ofy

5t +Vv-Vyfp = — be (fo.fo) + Z — Q,b(f,,fb)
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Objectif.

e Simuler 'écoulement d’un polluant en interraction avec un fluide a I'aide d’une
méthode TRMC.

[Gabetta-Pareschi-Toscani, 1997] [Pareschi, Trazzi, 2005].
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Simplifications du modéle.

On effectue 3 simplifications

@ Les polluants sont suffisament raréfiés, par rapport au nombre de molécules
du fluide, pour supposer qu’il n'y a pas de collisions entre elles.
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Simplifications du modéle.

On effectue 3 simplifications

@ Les polluants sont suffisament raréfiés, par rapport au nombre de molécules
du fluide, pour supposer qu’il n'y a pas de collisions entre elles.

@ On se restreint au cas ou le fluide est homogeéne en espace.

@ On suppose le fluide a I'équilibre thermodynamique, a la température T, et a

la vitesse macroscopique uy,
Sa fonction de distribution égale a la Maxwellienne normalisée:

3/2 2
m mplVvV —U
Mb(v):(z#’rb) exp{‘b(z—rbb)}’ veRr.
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Le systeme étudié.

Le probléme est alors réduit au systeme

Ui (v - wal| = L) o(wa) — F(v)fo(w) | dwde
ot X 271'8 R3xS§2 #JIR T
f, = Mp

ou f = f; est la fonction de distribution des particules polluantes, § = 614 est la
distance entre les centres des particules, e = ey}, est le coefficient de restitution
et &€ = g1p est le nombre de Knudsen.
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Léquation
of 1
— =-Q(f,Mp).
ot ¢ (f:Mp)

est alors transformée en af 1
— = — [P(f,Mp) — uf] ,
o = 5 [P(EMy) = uf]

avec la condition initiale f(x,v,t = 0) = fo(x,v) ou u # 0 est une constante et P un
opérateur bilinéaire positif.
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Sommes de Wild.

Les solutions peuvent s’écrire formellement

f(v,t) = e/* Z (1 e "”E) (V)

fk+1 fh,Mb

\
umx
‘:Il—\

[Gabetta-Pareschi-Toscani, 1997].
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Méthode TRMC.

m
k
fn+1(v) _ g HAt/e Z (1 _ e—,uAt/s) f;?(V) + (1 _ e—uAt/g)eran(v)’
k=0

ou fl = ", f" ~ f(nAt), At étant un petit intervalle de temps
3/2 _ 2
M’i(V):( m ) exp _M , VERS.
27 TH 2T

i

[Gabetta-Pareschi-Toscani, 1997].
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Schéma TRMCL1.

2
fn+1 — e—;tAt/z-:fg + e—yAt/s(l _ e_HAt/s)ff + (1 _ e—,uAt/.s) Mti

ou fll = f"etf! = /%P(f”,Mb).
At représente un petit intervalle de temps et 7 ~ f(nAt).
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Méthode de Monte Carlo (DSMC).

P (f",M
i1 :(1_ﬂAt)f6,+yAt (f".Mp)
Aty, unt, "
1 sbi)y ubry
& &

pour la condition CFL suivante: uAt/e < 1.

remarque
Le schéma TRMC ne requiert pas de condition CFL car e e [0,1].
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28 septembre 2006

59 /64



Initial

Fia.: Densité initiale de polluant.
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DsSMC TRMC

10 10

8 8
€ €
s s
2 6 = 6
2 °
a =%
@ @
< <
2 4 2 4
z E
= <
b} 3
o [a]

2 2

0. 0.

1 1

Fic.: Densité de polluant pour @ = 0.01, 8 = 0.1, t = 0.5s, £ = 1 pour les schémas DSMC
et TRMC.
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Vue de dessus.

DSMC TRMC
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DSMC TRMC

10 10
8 8
€ E
< o
S 8 3 s
=3 E=3
o o
3 3
2 4 2 4
[%2) o0
c el
[ [
a a
2 2
0. 0
1 1

Fia.: Densité de polluant pour @ = 0.01,3=0.1,t = 0.9s, & = 1.
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Vue de dessus pour @« = 0.01,8=0.1,t = 0.8s, e = 0.1.

DSMC TRMC

o 0.2
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Perspectives.

— Partie I.
e Cas des potentiels mous.
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— Partie .
e Cas des potentiels mous.
e Cas des masses moléculaires différentes.
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— Partie I.

e Cas des potentiels mous.

e Cas des masses moléculaires différentes.

—> Partie Il.

e Cas ol le gaz non condensable devient négligeable.
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— Partie I.

e Cas des potentiels mous.

e Cas des masses moléculaires différentes.

—> Partie Il.

e Cas ol le gaz non condensable devient négligeable.

e Cas d’'un mélange vapeur-vapeur ou chacune des composantes peut se
condenser.
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— Partie I.

e Cas des potentiels mous.

e Cas des masses moléculaires différentes.

— Partie Il.

e Cas ol le gaz non condensable devient négligeable.

e Cas d’'un mélange vapeur-vapeur ou chacune des composantes peut se
condenser.

— Partie IV .

e Modéle non homogéne en espace pour l'air.
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— Partie I.

e Cas des potentiels mous.

e Cas des masses moléculaires différentes.

—> Partie Il.

e Cas ol le gaz non condensable devient négligeable.

e Cas d’'un mélange vapeur-vapeur ou chacune des composantes peut se
condenser.

—> Partie IV .

e Modéle non homogeéne en espace pour I'air.

e Modéle ou les particules de polluant se situent dans un milieu réactif.
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