Exercices sur les intégrales généralisées

1. Calculer les inégrales généralisées suivantes :

[ y [V 11 d
/1+ex 1+e0) ) /\/5 o c) /nxm
0 0 0
0o | 1 | 0o
nx nx n
1 0 0
() ) /2
arctan x dx cos 2xdzx
——d h _ 0 0 ; —
= ) [ meeero 0 [ TR
0 a
2. Montrer que les intégrales suivantes convergent :
1S9 /2 o0 0
| R rwer / . / 2 / 1+sint
—e dr b In(1+sinz)dzr c e dt d ——dt

3. Déterminer pour quelles valeurs du couple («, 3) € R? les intégrales suivantes sont conver-
gentes. (On dessinera dans le plan 'ensemble des couples («, 3) pour lesquels il y a convergence).

[e.e] [e.e] l [e.e]
n(1 —1— x® (1 + t
dt .

/ (1 + azﬁ / /
0 0 0

|

4. Etudier pour quelles valeurs de n € N 'intégrale I(n) = / n_n dx converge et calculer I(n)
x

1
dans ce cas.

[e.e]

d
5. Soit I(\) = / T :Ez)fl ) Montrer que I(\) converge pour tout réel \ et calculer
0

cette intégrale en utilisant le changement de variable t = 1/x.

[e.e]

—t -2t
6. Soitlz/%dt.
0

a) Montrer que I est convergente.
ot _ o2t ot
b) Pour € > 0, établir, en posant = = 2t, la relation / — dt = / - dt .

3
c¢) En déduire la valeur de I.

w/2
7. Soit J = /lnsinajdaj.
0



w/2
a) Montrer que J est convergente et que 'on a J = / In cos x dx.
0

w/2
b) Montrer que 2J = /ln
0

sin 2z

dx, et en déduire la valeur de J.

8. Montrer que les intégrales suivantes sont semi-convergentes :

[e.e] o o0

a) / Ci)/sgd:r b) / cos(a?) da (poser u = 22) ) / 2 sin(z") dz .

™ —1 s

o
9. Soit f une fonction de R dans R continue et périodique dont I'intégrale / f(x) dx est conver-
0

gente. Montrer que f est la fonction nulle. (Raisonner par I’absurde : supposer que f(c) # 0
pour un certain réel ¢, et montrer que le critere de Cauchy est alors contredit).

10. Soit f une fonction uniformément continue de [a, co| dans R, telle que l'intégrale
o
/ f(z)dz converge. Montrer que lim f(z) = 0 (montrer que sinon le critére de Cauchy se-
r— 00
a

rait contredit).

11. Soit f une fonction de classe C' de R dans R telle que, quand x tend vers +o0o, on ait

P =0 ()

a) Démontrer que les limites L et £ de f en +00 et —oo respectivement existent.

b) On suppose en outre que, pour tout x réel, on a [f'(z)| < — Montrer que |L —¢| < .
x

+1
12. Soit f une fonction décroissante de [a, oo [ dans RT.

[ee]
a) Montrer que si l'intégrale / f(t)dt converge, alors lim zf(x) = 0.
Tr— 00
a

2x
(Remarquer que l'on a, si z > a, 'inégalité : xf(2x) < /f(t) dt).
x

b) Montrer par un contre-exemple que la réciproque est fausse.

13. Déterminer la limite des suites (a,) définies ci-dessous :

%) ‘ ( ) 1 d +oo d +oo " (n—i—l )
arctan(nz x T arctan (2= z
a)an:/mdaj)b)an:/1+$nac)an:/1+$n7d)an:/1_'_—l:2ldx
0 0 1 0
7 d
14. FEtudier pour quelles valeurs de n € N I'intégrale J,, = / ﬁ converge. Calculer Jq,
x

0

-1
3n Jp,. En déduire J,, sin > 1.

3n

puis montrer que sin > 2, on a Jy,4+1 =



Corrigé

1. a)Ona

1 B e

(I+er)(l+e ) (1+e")?’

Cette expression est de la forme u//(1 + u)? et admet comme primitive —1/(1 + u). Donc

7 dx 1 <1 . 1 1
= | = = — — lim =—.
(I+e*)(1+e ) I1+et], 2 z—col+4e® 2
0
b) Une primitive de e~ V7 /\/z est —2e~ V7, donc
T eV o0
/ ¢ dx = [— 26_\/5:| =2(lim e"V® — lim e V%) = 2.
\/E 0 x—0 r—00

c¢) Une primitive de Inz est xInxz — . Donc

T —

1
1
/lna:da:: [xlnx—a:} =—-1-lim(zlnz—2)=-1,
0 0
0

car la limite de x Inz est nulle en 0.

d) En intégrant par parties

2 oz 2 z z
donc
OOlna: lnz 1]% lnz 1
/—zde[————] ~ lim (————>+1:
X X X 1 xr—00 x

e) En intégrant par parties
/ Inz Inz / dx
——dr = — + .
(14 x)? 1+ z(1+x)
Mais en décomposant la fraction rationnelle

1 1 1
z(1+z) 2z 1+

on obtient
/lnixdx——ln—x—klnx—ln(l—i-a:)—xlnx—ln(l—kx)
A+z)22" 14z o l+x '
Alors

xz—0

1
1
/ o dx:[xlnw—ln(l—l—aj) :—ln2—lim<xlnx—ln(1—|—aj)>:—ln2.
+ I+
0



o
f) Posons I,, = / 2" e " dx. Puisque les fonctions intégrées sont positives, la fonction F,, définie
0

par
[0

F,(a) = /:L"ne_m dx |
0

est croissante et possede une limite finie ou non a +oo.
En intégrant par parties, si n > 1.

/a:”e_m der = —z"e " + /nx”_le_m dx .

Mais

lim ze ™ * =0 .
r—00

Il en résulte que
o «

lim [ 2" ®de=nlim [ 2" 'e %dx,

a—0o0 a—00
0 0
et donc
In = n[n_l .
Mais, d’apres b),
o
Ioz/e_xdwzl,
0

donc l'intégrale I,, converge et
In=nn—-1)---1-Ip=nl!.

g) Comme arctan z a pour dérivée 1/(1 + z?), on a

t 1
/% dx = 5 (arctan z)? |

et

[ee] - )
t 1 1
/% dr = [5 (arctan m)ﬂ 0 — xh—>Holo 3 (arctan z)? = % '

h) La fraction rationnelle se décompose facilement, puisque

1 111
z(x+r) r\z x+r/)’

1
et admet sur [a, co[ la primitive — In Y Donc
roox4r
o0
dr 1 z 1 1 a-+t+r . T 1 a-+t+r
— = |-1In =—(ln + lim In =—1In .
x(x +r) rox+r], T a z—o0 T HT r a
a
i) Une primitive de cos 2x/+/sin 2z est V/sin 2z, donc
w/2
2zd /2
/ M = [\/ sin 23:} = lim Vsin2z — lim Vsin2z =0 .
vsin 2z 0 T—7/2 z—0



2. a) Au voisinage de 0 on a
1 v e
VT N

dw

212

1
S r2_ . N
e~V =T+l gy converge par comparaison /
x
0

1
donc l'intégrale /
0

-

Lorsque = > 1, )
Va1 < o T
<e .

v

[ee] [e.e]
1 P e
Et lintégrale / 7 e~ VErtatl go converge par comparaison a / e *dx.
x
1 1
b) Cherchons un équivalent de In(1 +sin x) dx au voisinage de —m/2. Posons u = x + /2. Alors

In(1/2 + o(1))
T) ~2lnu .

2

In(1 +sinz) =In(l — cosu) =In <% + o(u2)> =2Inu (1 +

1 w/2

Mais l'intégrale / In u du converge (Voir ex 1c) et In u est négative. Donc I'intégrale / In(1 +sinz)dx

0 —7/2
converge.

¢) On peut donner deux arguments montrant la convergence de I'intégrale.
o

1) Lorsque t > 1, on a t2 > t, donc et < e~!, et 'intégrale / et converge par comparaison
o
a l'intégrale /e_tdt.

2) Lorsque t tend vers l'infini #2¢=t* admet 0 comme limite, donc est majoré par 1 sur un intervalle
o o

dt
[a, +oo]. Alors et < 1/t2, et I'intégrale /e_t2 dt converge par comparaison a l'intégrale / 2

d) On a, sit >0, .
0<1—|—smt 2

I S
STVE S ER

oo

o
1+ sint
14+ V83

3. a) Cherchons un équivalent simple en 0 et en +o0o de la fonction f définie sur |0, co[ par

d
et I'intégrale dt converge par comparaison a l’intégrale / B2

1
@) = e

Le résultat dépend du signe de 8. On peut résumer ce que I’on obtient dans le tableau suivant :



condition de condition de
~ f(x)en 0 | ~ f(x) en + oo | convergence de | convergence de
1 (o]
[ f(z)da [ f(x)dz
0 1
1 1
6>0 .Z'_O‘ xa—-i-ﬁ a<l1 a+p>1
1 1
1 1

L’ensemble des couples («, ) pour lesquels 'intégrale / f(x)dx est le domaine du plan limité
0

par les droites d’équation o+ 3 =1 et o =1 (exclues). On ne peut jamais avoir 3 = 0.

B

b) Méme méthode. Les équivalents dépendent du signe de « cette fois.
Remarquons que si a > 0, z“ tend vers 0 en 0 donc

In(1 + z%) ~ 2%,

et si a < 0, on peut écrire

= «alnz <1+

In(z%) + In(1 +27%)

In(1+279)
alnzx



et donc
In(1+2z% ~alnz .

On a des résultats inversés en +oo. On peut résumer ce que ’on obtient dans le tableau suivant :

condition de condition de
~ f(z)en 0 | ~ f(x) en + oo | convergence de | convergence de

flf(x) dx Tf(m) dx
0 1

1 Inz
In2 In2
Inz 1
a<0 a[p—ﬁ [L’ﬁ_a ﬁ<1 ﬁ—Oé>1

L’ensemble des couples («, 3) pour lesquels 'intégrale / f(x)dx est le domaine du plan limité
0

par les droites d’équation f —a =1 et =1 (exclues). On ne peut jamais avoir a = 0.

____________________________________________________________________

c¢) Posons
(I+t)* =t
fly = =

Si a = 0 la fonction f est nulle et I'intégrale converge.



Si « # 0 et si t tend vers l'infini, on écrit

(1+t)°‘—t°‘:t°‘<<1+%>a—l> ,

et en faisant un développement limité en 0 par rapport & 1/¢, on obtient

Donc

1
(141)* — & =~ <1+%+o<z>—l> ~at*l

(6%
F&) ~ gt

o
et 'intégrale / f(t)dt converge si et seulement si 5 —a > 0.
1

En 0, le résultat dépend du signe de a.

Sia<0

I+ =t =—t*(1—t7*(1+8)*) ~ —t~,

car 1 —t~%(1 +¢)“ tend vers 1. On en déduit

1

et 'intégrale / f(t)dt converge si et seulement si § — «a < 1.
0

Si o > 0, la quantité (1 +¢)* — t“ tend vers 1 en 0, donc

1

ft)~ =5

et 'intégrale / f(t) dt converge si et seulement si § < 1.
0

On a donc le tableau suivant :

condition de condition de
~ f(t)en 0 | ~ f(t) en 4 oo | convergence de | convergence de
1 0o
[ f(t)at [ f(t)at
0 1
0 = c 1 0
o > t_ﬁ tﬁ—TH 6 < 6 —o >
1 «
a <0 _tﬁ_a tﬁ—TH 6—Oé<1 ﬁ—a>0

Les couples (a,3) répondant a la question sont les points du domaine limité par les droites
1, 6 = aet f =a+1 (bords exclus), auxquels on peut ajouter la droite

d’équation 5 =
d’équation o = 0.




A
1
\' ) 4
Ve
/d :
2
@
"/ !
o
N
o
L dx . . .
4. On a une intégrale de Bertrand [ ————— qui converge si et seulement si n > 2.
z"(lnx)~
1

Inx
Sin > 1, intégrons par parties /—n dz. On a
x

Inx x LR | gl z~ "
zn -n -n+1lzx —n+1 (n—1)2
et donc +1 +1 7©
z™" " 1
I = lnhe - —— T 12
() [—n—l—l ne (n—1)2]1 (n—1)?
1
5. Soit 0 = '
oit, pour z > 0, f(z) (1+22)(1 + 2*)
On a 1
0< =7 3
>~ f)\(:E) 1 + II)‘2 ?
+00 i

1
(1+22)(1 + 2*)

dx
et / T3 22 converge. Il résulte du théoreme de comparaison que /
x

0 0
En posant ¢t = 1/2, on a = 1/t donc dz = —dt/t?, et ’'on obtient

thdt
I = 0/ E+DE+1)

Alors, en additionnant, puisque toutes les intégrales convergent,

e} e} e}

dt A dt dt oo -
2I(\) = [ d g _ T
()\) / (t2 + 1)(t>\ + 1) + / (t2 + 1)(t>‘ + 1) / t2 + 1 [arctan ]0 5

0 0 0

converge.



6. a) En effectuant un développement limité en 0, on a
et —e=1—t—(1-2t)+o(t)=t+o(t),
donc

t—0 t

et la fonction se prolonge par continuité en 0. Il en résulte que l'intégrale

o
—
D
L
||
ml
)
~
IS
~

converge.

D’autre part, sit > 1, on a

ot o2t ,
0<—<et e 0<—<e?,
t t

o o o o

o et o2t

et puisque les intégrales / e tdt et / e “*dt convergent, les intégrales / - dt et / — dt

1 1 1 1

o

—t _ o2t

convergent également. Donc la différence / dt converge.

t
1

[e.9]
—2t
e
b) Transformons / - dt par le changement de variable z = 2¢. On obtient
£

£ 2¢e
d’ou
® —t % —2t 2 —t
e e e
/—dt—/—dt:/—dt.
t t t
€ 2¢e £

¢) On cherche la limite lorsque € tend vers 0 du membre de droite. En utilisant la premiere
formule de la moyenne, il existe c. dans [e, 2¢] tel que

2e

2e _ 1

/e—alt:e_cE /—dt:e_051n2.
t t

€

€

Comme ¢, tend vers zéro d’apres le théoreme d’encadrement, il en résulte que I = In 2.

7. a) la fonction qui & x associe Insinz est continue sur |0, 7/2]. On étudie ce qui se passe
en 0. On a au voisinage de 0

Insinz = In(x 4+ o(z)) =Ilnz + In(1 + o(1)) ,

donc

msing = (14 20

Inx

10



In(1 + o(1))

Mais 1 +
Inx

tend vers 1 lorsque x tend vers 0, et donc

Insinz ~Inx .
1

D’autre part l'intégrale / Inx dx converge (ex 1 ¢) et Inx est de signe constant au voisinage de
0. Donc l'intégrale J converge.

Le changement de variable ¢t = 7/2 — z donne immédiatement

w/2
J = /lncostdt ,

0

puisque cos(w/2 — ) = sin z.

b) Alors, puisque
. . sin 2z
Insinz + Incosz = In(sinx cosz) = In 5

on obtient
w/2
in 2
2J = /lnsn1 xd$
2
0
Ce que l'on peut écrire
/2 /2 /2

min?2

2J = /lnsin2$d$—/ln2d:p: /lnsin2:17d:17—
0 0 0

Effectuons le changement de variable u = 2z dans 'intégrale du membre de droite. On trouve

w/2 ™
/lnsin2xdm=/lnsinud7u.
0 0

Mais le changement de variable v = m — u donne, puisque sin(m — v) = sin v,

™ w/2
/lnsinudu: /lnsinvdv.
/2 0
Donc
T w/2
. du .
lnsmu7: Insinudu = J .
0 0
Finalement 02
mln
2J =J —
J=J 5
et donc 2
mln
J="

11



8. a) Premiére méthode En intégrant par parties

cosxd cos + 1 sin x d
T = - —dx
VT Vo2 ) 32
COS T

Or la fonction x +— NG admet une limite nulle en +o0o, et

| sin z| 1

V32 T 32

Donc l'intégrale dx converge absolument, donc converge. Il en résulte que l'intégrale

Sin
V372

cos T
dx converge.

NS

Deuzxiéme méthode En appliquant directement le critere d’Abel.
La fonction z — 1/4/x est décroissante et tend vers 0 a l'infini, par ailleurs

ZEI

/costdt = |sinag’ —sinz| <2,

xT

donc l'intégrale converge.
Pour montrer qu’elle ne converge pas absolument, on peut utiliser I'inégalité

1+ cos2x
|cos x| > cos’z = —

]cos t\ r1 + cos 2t gt / /cos 2t
SV Ay v

]Wdt Vo —/m,

et ceci tend vers +oo lorsque x tend vers +o0o. Par contre, en posant u = 2¢, on obtient

Alors

Mais

T 2x

/ cos 2t 1 cos U

Pl — | = du
2Vt 2v2 ) Vu

™

et elle possede une limite finie lorsque x tend vers +o0o. Donc le membre de droite de 'inégalité
(1) tend vers +oco et il en résulte que celui de gauche a la méme limite. Par suite, 'intégrale

X
| cos t| )
dt diverge.
/ Vi s

o0
b) Comme la fonction qui a z associe cos(z?) est continue sur [—1, +o0 [, Vintégrale [ cos(z?)dz
1

[e.e] [ee]
converge si et seulement si I'intégrale [ cos(z?) dz converge, et de méme lintégrale [ |cos(z?)|dz
VT -1

12



[e.e]
converge si et seulement si 'intégrale [ |cos(2?)| dz converge. En faisant le changement de va-
JT

riable t = 22 on obtient,
o0

9 cost
de = | —=dt ,
cos(z”) dx /2\/%

5\8

™

et également
o0

| cos t]

)| dz = dt .
/|cos(x)|x Vi
NG

™

o o0
Il en résulte que l'intégrale / cos(z?) dz est semi-convergente, et donc que l'intégrale / cos(z?) dx
N 1
est également semi-convergente.
c¢) On effectue le changement de variable v = x*. L’intégrale devient
oo [e.e]

/:172 sin(z?) dz = / le% du .

™ T4

La situation est identique & celle de 'exercice a). La fonction qui & t dans [, oo [ associe 1/t1/4
est décroissante et tend vers 0 a l'infini. Par ailleurs

x/

/sintdt =|cosz —cosa’| < 2.
x

e}

mu

i
Donc la critere d’Abel permet de conclure que l'intégrale / T du converge.
u

s

Pour montrer qu’elle ne converge pas absolument, on peut utiliser I'inégalité

. . 9 1 —cos2u
|sinu| > sin“u = —s

et conclure comme dans a).

9. Raisonnons par absurde. S’il existe ¢ dans [0, oo | tel que f(c) # 0, on peut, quitte a
prendre la fonction — f, supposer que f(c) > 0. Comme f est continue en ¢, il existe un intervalle
[a, B] inclus dans [0, co[ et non réduit a un point, tel que f(x) > 0 sur [«, #]. Soit alors
m le minimum de f sur [«, f]. Ce minimum est atteint en un point de cet intervalle et donc
m > 0. Si la fonction f est T'—périodique, on a, pour tout entier n positif,

/ " e de - /j f(@)dw 2 m(f = a).

a+nT

[o.¢]
Puisque l'intégrale f f(z) dx converge, le critere de Cauchy s’applique et il existe A > 0 tel que
0

A < X <Y implique

Y
/f(m)da: <m(f—a).
X

13



Mais comme la suite (a + nT') tend vers plus l'infini, il existe N tel que n > N implique
a+nT > X. Dans ce cas

/BJF”Tf(a:) dx = ‘ /BJF”Tf(a:) dx

a+nT a+nT

<m(f —a) .

On obtient bien une contradiction.

10. Raisonnons par I’absurde, et nions le fait que f tende vers 0 & I'infini. Il existe un nombre
e > 0, tel que pour tout nombre A, il existe x4 > A tel que |f(z4)| > e.

En utilisant la continuité uniforme de f, il existe a > 0 tel que, I'inégalité |z — 2/| < a, implique

[f(@) = fl@) <e/2.

En particulier, si
rast<zata,

on a .
Faa) = FOI< 5
et donc - .
RO OEES
ou encore

Ja) =5 < F0) < F@a) +5 -

Sif(xa)>0,0na f(rg) >cet

e €
f)ze-5=75,
donc
TA+O TAto
Ft)dt| = / F(t)dt > %6
Ta Ta
Si f(xa) <0,ona—f(xa)>ecet
JO<f@a)+5<5 =5,
donc
TAt+o rTAt+o
Ft)ydt| = — / Fleyde > %
Ta Ta

Il existe donc un nombre 3 = ae/2 pour lequel, pour tout A, on a trouvé deux nombres x4 et
T4 + « vérifiant les inégalités A < x4 < x4+ a et

A+

f)ydt|>p.

TA

o0
Cela signifie que la propriété de Cauchy n’est pas satisfaite, donc que l'intégrale / f@)dt di-
0

verge. D’oll une contradiction.

14



11. a) L’égalité f'(x) = O(1/2?) signifie que la fonction x +— 22 /() est bornée au voisinage
de linfini, c’est-a-dire qu’il existe deux nombres a > 0 et M > 0, tels que, si |z| > a, on ait
2| f'(z)| < M, soit

M
/
) < — .
) <
[e.e]

dx .
On remarque que l'intégrale / — converge. Donc, de l'inégalité précédente, on déduit que

T2

1
00

I'intégrale / f'(t) dt converge absolument donc converge. Mais

a
X

[ F@de = tim_[ £@do= 100~ f(@)

a

[e.e]

Donc la fonction f a une limite en 400 qui vaut /f’(:z:) dzx + f(a).
a

La démonstration est analogue a —oc.

b) Si z et 2’ sont deux réels quelconques tels que x < 2/, on a encore

LM%ﬂMS/me

ce qui se majore par

m/

dt ,
—— = arctanx — arctanz ,
1+ ¢2

T

mais puisque la fonction arctangente est comprise entre —7/2 et +7/2, on a finalement
|f(z") — f(z)| < arctanz’ — arctanz < 7 .
En faisant tendre z vers —oo et ' vers 400, on obtient alors, par passage a la limite dans les
inégalités
|IL—¢ <.

12. a) Comme f décroit, on peut minorer f(t) par f(2z), lorsque ¢ appartient a l'intervalle
[z, 2z]. Alors

2z 2z
/f(t)dtz/f@m)dt:xf(%:).

On a dong, si z > a/2

0<zf(x) <2 flt)dt .
]

Comme l'intégrale converge, il existe, d’apres le critere de Cauchy, un nombre A, tel que les
inégalités A < u < v impliquent

9
/f(t)dt <3

15



Alors siz > 2A, ona A<z/2 <z, et

Oga:f(a:)§2/ ft)ydt<e.

z/2

On en déduit que zf(x) tend vers 0 a 'infini.

b) La fonction f définie sur [2, co[ par

flz) = —

zlnz’

et telle que z f(x) tende vers 0 a I'infini. On vérifie facilement qu’elle est décroissante. Par contre
I'intégrale de f diverge, puisque

T

/ du =Inlnz —Inln2
zlnx

2

a pour limite +00 quand z tend vers +oc0.

t
13. a) Pour z > 0 et n > 1, posons fp(x) = 421;?1&2(;;;)-
Tout d’abord 1
s
< < — = .
0= ful@) <5 772 = 9@

o0
Comme l'intégrale / g(z) dx converge, il résulte du théoréme de comparaison que toutes les
0

e}

intégrales / fn(x) dx convergent.
0

Par ailleurs -
< < —
0< ful@) < 5.

et donc la suite (f,) converge uniformément, donc uniformément localement, vers la fonction

nulle.
—+oco

Alors le théoréme de convergence dominée montre que la suite (a,,) converge vers [ 0dz = 0.
0
b) Pour z € [0, 1] et n > 0, posons f,(z) =1/(1 + z™).
Tout d’abord
0< falz) <1 =g(2) .

La fonction g et les fonctions f,, sont Riemann-intégrables sur [0, 1].
Par ailleurs la suite f,, converge simplement sur [0, 1| vers la fonction f = 1. Sur [0, o], avec
a€]0,1[,on a

n

(@) = f(@)] = ;T <o

et il en résulte que la suite (f,,) converge uniformément vers f sur [0, «]. La suite (f,) converge
donc uniformément localement vers f sur [0, 1].

1
Alors le théoréme de convergence dominée montre que la suite (a,) converge vers [1dz = 1.
0

c) Pour x €]1, 00| et n > 0, posons f,(x) =1/(1+ z™).
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Tout d’abord, si n > 2,

o0
Comme / g(x)dx converge, il résulte du théoréme de comparaison que toutes les intégrales

1

[e.e]
/fn(x) dx convergent si n > 2.
0

Par ailleurs la suite f,, converge simplement sur [1, oo la fonction f = 0. Sur [a, +o0], avec
a >0, on a

1
< <
0< ful@) < 7o

et il en résulte que la suite (f,) converge uniformément vers 0 sur [«, +oo[. La suite (fy)

converge donc uniformément localement vers f sur |1, oo .
1

Alors le théoréme de convergence dominée montre que la suite (a,) converge vers [ 0dz = 0.
0

n+1

arctan — @

d) Pour x > 0 et n > 1, posons f,(z) = R

Tout d’abord ]
T

o0
Comme l'intégrale / g(z) dx converge, il résulte du théoréeme de comparaison que toutes les
0

o
intégrales / fn(x)dx convergent.
0
. . . N . arctanz . )
Par ailleurs, f, tend simplement vers la fonction f qui a x associe Tra2 Soit « dans I'intervalle
x

[0, a],outa>0.0na

[fn(z) = f(2)] <

1
arctan <1 + —> xr — arctanx
n

En appliquant 1’égalité des accroissements finis, il existe ¢ dans [0, «] tel que

1
:‘<1+—> r—x
n

et donc la suite (f,) converge uniformément sur [0, ] donc uniformément localement sur
[0, 400 [, vers la fonction f.
Alors le théoreme de convergence dominée montre que la suite (a,) converge vers

r T <a
1+c2 n(l+c?) ~n

)

1
arctan <1 + —) T — arctan x
n

“+oo

/ % dx = [5 (arctanaz)ﬂo = % .
14. On a, a Uinfini,
1 1
($3+ 1)n r3n ’
(o]
e dx . . .
et l'intégrale | ———— converge si et seulement si 3n > 1, soit n > 1.
(l‘3 + 1)n
0
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En utilisant la factorisation

B rl=@+)(a? -z +1),

la fraction rationnelle , se décompose sous la forme

3 +1

1 1 a bx + ¢

Bl (z+rD)@2—z+1) 3:+1+:L"2—3:+1'

On peut obtenir les coefficients de la maniere suivante :
en multipliant par = + 1 et en faisant tendre = vers —1, on obtient a = 1/3;
en remplacant x par 0, on trouve 1l =a+cdouc=1—a=2/3;

en multipliant par x et en faisant tendre x vers 4oo, on trouve 0 = a + b, d’ou b = —1/3.

Finalement
1 1 1 —x+2

P+l 3@+l 3@ —zil’

ce qui s’écrit encore

1 1 1 2x-1 1

1
x3+1_3(x+1)_6x2—x+1+§x2—x+1’

On obtient alors comme primitive, pour x > 0,

/ 2 ln(:l:—l—l)—1 110(332—:13-1-1)4-i arctan w1 1 lnmi—i_l—l—i arctan 2r 1
w+1 3 6 V3 V3 3 Val-z+1 V3 V3

2 2ax + b
On rappelle qu'une primitive de 1/(az?+bz+c¢) ot A = b? —4ac < 0 est arctan .
(On rappelle q primitive de 1/( ) Ny A )
Alors
/ dx = F 1117%—’_1 —|—iarctan72w_1ro
/ 3 +1 3 VaZ—z+1 V3 V3 o
= lim <1 In wi—kl + L arctan ﬂ) + L arctan L
=0 \3  VaZ-z+1 V3 V3 V3 V3~
Mais

1nx7+1_1ni
Va2 —z +1 1_1, 1
m+x2

20 —1

V3

et cette expression a pour limite 0 & +o0o. Par ailleurs arctan admet pour limite 7/2 en

400, et
1 T
arctan — =

V3 6]

d’ou
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Sin > 1, lintégral J, est donc convergente. En intégrant par parties,

J, = % +/ /
(3 + 1) 0 (3:3 +1) ”+1 3:3 +1) ”+1
0 0
Mais - . N
x4+ 1
/ x3_|_1n+1 / x3_|_1n+1 / Z'3+1"+1 :Jn_Jn+1.
Donc
I =3n(Jp — Jnt1)
d’ou 'on déduit 5 !
n —
Alors
3n — 2 3n — 2 21/3
In = 3 = :
3n — 3 3 3n—3 3 9
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