MOSE 1003 Feuille 6 : Corrigé (trés) détaillé de I’exercice 3.

Exercice 3
L’étude des points critiques d’une fonction se fait toujours en 4 étapes, qu’on vous détaillera dans les énoncés
des exercices, en controle et au DS:

1. Calculer les dérivées partielles de la fonction;
2. En déduire ses points critiques;
3. Calculer les dérivées partielles secondes de la fonction;

4. En déduire la nature des points critiques.

1. Fait en TD.
2.~ Etape 1: Calcul des dérivées partielles.

% (z,y) = "D of B (a,y) = cos(z) iy -

~ Etape 2: Recherche des points critiques. On a a résoudre le systeme

Vilz,y) = (8) < (%Zég ZD (O>

- Szlrjr(lr) I
& e
cos(x)ﬁ =0

Comme y? + 1 ne s’annule jamais, la premiere ligne donne — sin(z) = 0, donc
x=kn keZ.
Comme cos(km) = £1 # 0, la deuxieme ligne donne alors
y=0.

La fonction g admet donc une infinité de points critiques, ce sont les points (k7,0), k € Z.

~ Etape 3: Calcul des dérivées secondes.

o f 0 (—sin(x)\  —cos(x)
6x2(xy) oz (y+1>_ y?2+1

b

Py = O (eosa) =2 — cos(a) =20+ 1 = (2)(4y(y* + 1))
e = g (oo ity ) =t P+

(y* +1)(6y° —2) _ 6y* -2
TR I

_E cosx_iQy ——sinxi
&an(az,y)— &T( ( )(y2+1)2> B ( )(y2+1)2'

~ Etape 4: Nature des points critiques. On a deux types de points critiques:

o (km,0) avec k pair: dans ce cas, sin(kr) = 0 et cos(kw) = 1;
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o (km,0) avec k impair: dans ce cas, sin(km) = 0 et cos(km) = —1.

e En (km,0) avec k pair: On évalue les dérivées secondes:

92f ~1

9220 =g =
0% f 6x0—2
gy om0 = Lx e = =2
2f 0
Bxay(km’o) =—0x (ESIEAn 0.

La matrice hessienne de f vaut donc

Hy(km,0) = (‘01 _02> ,

et det(Hy(km,0)) = (1) x (—2) — 0 =2 > 0. Ces points sont donc des extréma locaux. Comme de
plus le premier ceefficient de Hy vaut —1 < 0, ce sont des maxima locaux.
e En (km,0) avec k impair: On évalue les dérivées secondes:

- _,

o2 f

ez Fm0) = = b
0% f 6x0—2
aiyg(kﬂ',o) = 71 X (O—|— 1)3 2,
0% f 0
axay(knr,()) =—-0x CESIE =0.

La matrice hessienne de f vaut donc

y(km.0) = (5 )

et det(Hy(km,0)) =1x2—0=2>0. Ces points sont donc des extréma locaux. Comme de plus le
premier coefficient de Hy vaut 1 > 0, ce sont des minima locaux.

3. Etape 1: Calcul des dérivées partielles.
wy) =322 —y et Gh(ry) = -x+2.

> Etape 2: Recherche des points critiques. On a & résoudre le syteme

Va(z,y) = (8) < (%Eigg) N (8)
322 —y = 0
< { —z+2y = 0

La deuxieme ligne donne
1
= —z.
Y73
En injectant dans la premiere ligne, on trouve donc 3z — %sc = 0, c’est-a-dire

<=

r=0 ou x=

Combinant ces deux résultats, on trouve deux points critiques: (0,0) et (%, 1—12)
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~ Etape 3: Calcul des dérivées secondes.
0%h
ﬁ(l’, y) = 6a;
o
oy?
0%h
0x0dy

> Etape 4: Nature des points critiques.
e En (0,0):

(x’y) =2;

(m,y) =-L

9%h
@(0,0) =0;
92%h
@(070) =2
02%h

Hp(0,0) = <_01 _21>

et det(Hp(0,0)) = (0) x 2—(—1) x (—=1) = -1 < 0, (0,0) est un point selle.

La matrice hessienne de h vaut donc

9h 1 1 1
92l 12) =0Tl
Ph,1 1.
Tyg(gﬁﬁ)_ )
82h(1 1)_ )
Oxdy 6’ 12 ’

La matrice hessienne de h vaut donc

Hp,(0,0) = (_61 _21>

et det(Hp(3,75)) =6 % (2) — (=1) x (1) =11 > 0, (%, 15) est un extrémum local. Comme de
plus le premier coefficient de Hy, vaut 1 > 0, ¢’est un minimum local.
4.~ Etape 1: Calcul des dérivées partielles.
S(zy)=22+y—3 et Gi(zy)=z+2y

> Etape 2: Recherche des points critiques. On a & résoudre le syteme

men=()) = (E:1)-()
rTy— =

< T+ 2y =0

C’est un systeme linéaire. On le résout par notre méthode préférée, et on trouve un point critique:

(2,-1).
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~ Etape 3: Calcul des dérivées secondes.

0%
@(%y) =2;
0%u
aiyg(xay> =2;
0%u

~ Etape 4: Nature des points critiques. On évalue les dérivées secondes en (2, —1):

0%u
@(2’ -1)=2
0%u
Tyg(?a -1)=2
0%
Bogy @D =1

La matrice hessienne de u vaut donc

Ho(2,1) = (f ;)

et det(H,(2,1)) =2x2—-1x1=3>0, (2,1) est un extrémum local. Comme de plus le premier
coeflicient de H,, vaut 2 > 0, c’est un minimum local.

5. Etape 1: Calcul des dérivées partielles.

P(r,y) =22 -2y et Fi(r,y) =4y -2z -2

> Etape 2: Recherche des points critiques. On a & résoudre le syteme

vien= ()« (B0 - (0)
20-2y = 0

T Vay—20-2 = 0

C’est un systeme linéaire. On le résout par notre méthode préférée, et on trouve un point critique:
(1,1).
~ Etape 3: Calcul des dérivées secondes.

%

0%u
aiyg(xay> = 4;
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> Etape 4: Nature des points critiques. En évaluant ces dérivées en (1,1), on trouve donc

0%v
@(Ll) =2

o

Oy?
0%v
0zdy

H,(1,1) = (22 f)

et det(H,(1,1)) =2 x4 —(-2) x (—=2) =4 >0, (1,1) est un extrémum local. Comme de plus le
premier coefficient de H,, vaut 2 > 0, ¢’est un minimum local.

(17 1) =4

(1,1) = —2.

La matrice hessienne de v vaut donc



